ÈåùñSSá Ôýðùí

Íéêüëáïò Ó. Ðáðáóðýñïõ ÄåêÝìâñéïò 2002

ÂáóéêïSS ôýðïé

• Óýíôáîç

τ ::= Int | Bool e ::= n | true | false | e_1 + e_2 | e_1 ∧ e_2 | if e then e_1 else e_2 | . . .

• Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ Int : ∗ Γ ⊢ Bool : ∗

Γ ⊢ n : Int

Γ ⊢ e1 : Int Γ ⊢ e2 : Int Γ ⊢ e1 + e2 : Int

Γ ⊢ true : Bool Γ ⊢ false : Bool Γ ⊢ e1 : Bool Γ ⊢ e2 : Bool Γ ⊢ e1 ∧ e2 : Bool Γ ⊢ e : Bool Γ ⊢ e1 : τ Γ ⊢ e2 : τ Γ ⊢ if e then e1 else e2 : τ

• ÌåñéêïSS óçìáóéïëïãéêïSS êáíüíåò 1 + 2 = 3 true ∧ false = false if true then e_1 else e_2 = e_1 if false then e_1 else e_2 = e_2

ÁðëïSS ôýðïé | (i)

• Óýíôáîç

τ ::= . . . | Unit | τ_1 → τ_2 e ::= . . . | • | λx : τ. e | e_1 e_2 • Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ Unit : ∗

Γ ⊢ τ_1 : ∗ Γ ⊢ τ_2 : ∗ Γ ⊢ τ_1 → τ_2 : ∗

Γ ⊢ • : Unit Γ ⊢ τ : ∗ Γ, x : τ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ λx : τ. e : τ → τ^′ Γ ⊢ e_1 : τ → τ^′ Γ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ e_1 e_2 : τ^′ • Óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò (λx : τ. e) e^′ = e[x := e^′]

ÁðëïSS ôýðïé | (ii)

• Óýíôáîç

τ ::= . . . | τ_1 × τ_2 | τ_1 + τ_2 e ::= . . . | ⟨e_1, e_2⟩ | fst(e) | snd(e) | inl(e) | inr(e) | [e_1, e_2] • Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ τ_1 : ∗ Γ ⊢ τ_2 : ∗ Γ ⊢ τ_1 × τ_2 : ∗

Γ ⊢ τ_1 : ∗ Γ ⊢ τ_2 : ∗ Γ ⊢ τ_1 + τ_2 : ∗ Γ ⊢ e_1 : τ_1 Γ ⊢ e_2 : τ_2 Γ ⊢ ⟨e_1, e_2⟩ : τ_1 × τ_2 Γ ⊢ e : ⟨τ_1, τ_2⟩ Γ ⊢ fst(e) : τ_1

Γ ⊢ e : ⟨τ_1, τ_2⟩ Γ ⊢ snd(e) : τ_2 Γ ⊢ e : τ_1 Γ ⊢ τ_2 : ∗ Γ ⊢ inl(e) : τ_1 + τ_2

Γ ⊢ τ_1 : ∗ Γ ⊢ e : τ_2 Γ ⊢ inr(e) : τ_1 + τ_2 Γ ⊢ e_1 : τ_1 → τ Γ ⊢ e_2 : τ_2 → τ Γ ⊢ [e_1, e_2] : (τ_1 + τ_2) → τ

• ÌåñéêïSS óçìáóéïëïãéêïSS êáíüíåò fst(⟨e_1, e_2⟩) = e_1 snd(⟨e_1, e_2⟩) = e_2 [e_1, e_2] (inl(e)) = e_1 e [e_1, e_2] (inr(e)) = e_2 e

ÁíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò

• Óýíôáîç

e ::= . . . | fix(e)

• Êáíüíåò ôýðùí Γ ⊢ e : τ → τ Γ ⊢ fix(e) : τ

• Óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò

fix(f) = f (fix(f))

• ÐáñÜäåéãìá

p ≡ fix(λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 0 then 1 else n ∗ f (n − 1))

p 3 = (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 0 then 1 else n ∗ f (n − 1)) p 3 = (λn : Int. if n ≤ 0 then 1 else n ∗ p (n − 1)) 3 = if 3 ≤ 0 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1) = if false then 1 else 3 ∗ p 2 = 3 ∗ p 2 = . . . = 3 ∗ (2 ∗ (1 ∗ 1)) = . . . = 6

Ðïëõìïñöéóìüò 2çò ôÜîçò

• Óýíôáîç κ :: ∗ τ ::= . . . | α | ∀α : κ. τ e ::= . . . | Λα : κ. e | e [τ] • Êáíüíáò ôýðùí Γ ⊢ ∗ : □ Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ ∀α : κ. τ : ∗ Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ e : τ Γ ⊢ Λα : κ. e : ∀α : κ. τ Γ ⊢ e : ∀α : κ. τ Γ ⊢ e [τ^′] : τ[α := τ^′]

• Óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò (Λα : κ. e) [τ] = e[α := τ] • ÐáñáäåSSãìáôá id : ∀α : ∗. α → α ≡ Λα : ∗. λx : α. x comp : ∀α : ∗. ∀β : ∗. ∀γ : ∗. (β → γ) → (α → β) → α → γ ≡ Λα : ∗. Λβ : ∗. Λγ : ∗. λf : β → γ. λg : α → β. λx : α. f (g x)

Ðïëõìïñöéóìüò õøçëÞò ôÜîçò

• Óýíôáîç κ ::= . . . | κ → κ^′ τ ::= . . . | λα : κ. τ | τ τ^′ • Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ κ : □ Γ ⊢ κ^′ : □ Γ ⊢ κ → κ^′ : □ Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ τ : κ^′ Γ ⊢ λα : κ. τ : κ → κ^′ Γ ⊢ τ_1 : κ → κ^′ Γ ⊢ τ_2 : κ

Γ ⊢ τ_1 τ_2 : κ^′

• Óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò (λα : κ. τ) τ^′ = τ[α := τ^′] • ÐáñÜäåéãìá f : ∀m : ∗ → ∗. (∀α : ∗. α → m α) → ∀α : ∗. ∀β : ∗. (α × β) → (m α × m β) = Λm : ∗ → ∗. λg : (∀α : ∗. α → m α). Λα : ∗. Λβ : ∗. λp : α × β. ⟨g [α] (fst(p)), g [β] (snd(p))⟩

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé

• Óýíôáîç τ ::= . . . | ∃α : κ. τ e ::= . . . | pack(α : κ = τ, e : τ^′)

| open e as (α : κ, x : τ) in e^′ • Êáíüíåò ôýðùí Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ τ : κ^′ Γ ⊢ ∃α : κ. τ : ∗ Γ ⊢ τ : κ Γ ⊢ e : τ^′[α := τ] Γ ⊢ pack(α : κ = τ, e : τ^′) : ∃α : κ. τ^′ Γ ⊢ τ^′ : ∗ Γ ⊢ e : ∃α : κ. τ Γ, α : κ, x : τ ⊢ e^′ : τ^′ Γ ⊢ open e as (α : κ, x : τ) in e^′ : τ^′

• Óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò open (pack(α : κ = τ, e : τ^′)) as (α : κ, x : τ^′) in e^′ = (e^′[α := τ])[x := e] • ÐáñÜäåéãìá

stream : ∗ → ∗ ≡ λα : ∗. ∃β : ∗. (β × (β → α)) × (β → β) elem : ∀α : ∗. stream α → Int → α ≡ Λα : ∗. λs : stream α. open s as (β : ∗, i : (β × (β → α)) × (β → β)) in fix(λf : β → Int → α. λx : β. λn : Int. if n ≤ 0 then snd(fst(i)) x

else f (snd(i) x) (n − 1)) (fst(fst(i)))

Õðïôýðïé

• Óýíôáîç

τ ::= . . . | Top • ÓœÝóç õðïôýðùí Γ ⊢ τ <: τ Γ ⊢ τ <: Top Γ ⊢ τ_1 <: τ_2 Γ ⊢ τ_2 <: τ_3 Γ ⊢ τ_1 <: τ_3 Γ ⊢ τ^′_1 <: τ_1 Γ ⊢ τ_2 <: τ^′_2 Γ ⊢ τ_1 → τ_2 <: τ^′_1 → τ^′_2 • Êáíüíáò ôýðùí Γ ⊢ e : τ Γ ⊢ τ <: τ^′ Γ ⊢ e : τ^′ • ÐáñÜäåéãìá

Nat <: Int <: Real

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé

• Óýíôáîç τ ::= . . . | μα. τ e ::= . . . | unfold(e) | fold_{μα. τ} (e) • Êáíüíåò ôýðùí Γ, α : ∗ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ μα. τ : ∗ Γ ⊢ e : τ[α := μα. τ] Γ ⊢ foldμα. τ (e) : μα. τ Γ ⊢ e : μα. τ Γ ⊢ unfold(e) : τ[α := μα. τ]

• Óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò

unfold(fold_{μα. τ} (e)) = e

• ÐáñÜäåéãìá

list : ∗ → ∗ ≡ λα : ∗. μβ. Unit + (α × β) nil : ∀α : ∗. list α

≡ Λα : ∗. fold_{list α}(inl(•)) cons : ∀α : ∗. α → list α → list α ≡ Λα : ∗. λh : α. λt : list α. fold_{list α}(inr(⟨h, t⟩))

length : ∀α : ∗. list α → Int

≡ Λα : ∗. fix(λf : list α → Int. λℓ : list.

[λu : Unit. 0, λp : α × list α. 1 + f (snd(p))] (unfold(ℓ)))

Åîáñôþìåíïé ôýðïé

• Óýíôáîç κ ::= . . . | τ → κ τ ::= . . . | Πx : τ. τ^′ | λx : τ. τ^′ | τ e | if e then τ_1 else τ_2 • ÓõíôïìïãñáöSSá: τ → τ^′ ≡ Πx : τ. τ^′ áí x ∉ FV(τ^′) (ìç åîáñôþìåíç óõíÜñôçóç) • Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ κ : □ Γ ⊢ τ → κ : □ Γ ⊢ τ : ∗ Γ, x : τ ⊢ τ^′ : ∗ Γ ⊢ Πx : τ. τ^′ : ∗ Γ, x : τ ⊢ τ^′ : κ Γ ⊢ λx : τ. τ^′ : τ → κ Γ ⊢ τ : τ^′ → κ Γ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ τ e : κ Γ, x : τ ⊢ e : τ^′ Πx : τ. τ^′ : ∗ Γ ⊢ λx : τ. e : Πx : τ. τ^′ Γ ⊢ e : Πx : τ. τ^′ Γ ⊢ e^′ : τ Γ ⊢ e e^′ : τ^′[x := e^′] Γ ⊢ e : τ τ = τ^′ Γ ⊢ τ^′ : ∗ Γ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ τ : κ κ = κ^′ Γ ⊢ κ^′ : □ Γ ⊢ τ : κ^′ Γ ⊢ e : Bool Γ ⊢ τ_1 : κ Γ ⊢ τ_2 : κ Γ ⊢ if e then τ_1 else τ_2 : κ