ÌáèçìáôéêÞ ËïãéêÞ

Íéêüëáïò Ó. Ðáðáóðýñïõ ÍïÝìâñéïò 2002

ÁðïäåSSîåéò êáôÜ Hilbert/Frege

• ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ A1 : A → (B → A) A2 : (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) A3 : (¬A → ¬B) → (B → A) R1 : A A → B B^{[modus ponens]} S1 : A ∧ B ≡ ¬(A → ¬B) S2 : A ∨ B ≡ ¬A → B S3 : false ≡ ¬(A → A) • ÊëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ A4 : (∀x. A) → A A5 : (∀x. A(x)) → A(t) áí ôï t åSSíáé åëåýèåñï ãéá ôï x óôï A(x) A6 : ∀x. ((A → B) → (A → ∀x. B)) áí ôï x äåí åSSíáé åëåýèåñï óôï A(x) R2 : A ∀x. A^{[generalization]} S4 : ∃x. A ≡ ¬(∀x. ¬A)

Natural deduction (Gentzen)

• ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ A B A ∧ B ∧i A ∧ B A ∧e_1 A ∧ B B ∧e_2 A A ∨ B ∨i_1 B A ∨ B ∨i_2

A ∨ B A . . C B . . C C ∨e

A . . B A → B →i A A → B B →e false A ⊥e A . . false ¬A ¬i A ¬A false ¬e ¬¬A A ¬¬ • ÊëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ y . . A(y) ∀x. A(x) ∀i ∃x. A(x) y A(y) . . B B ∃e áí ôï y äåí åSSíáé åëåýèåñï Ýîù áðü ôá êïõôéÜ ∀x. A(x) A(t) ∀e A(t) ∃x. A(x) ∃i

Sequent calculus

• ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ Γ ⊢ A Δ ⊢ B Γ, Δ ⊢ A ∧ B ∧i Γ ⊢ A ∧ B Γ ⊢ A ∧e_1 Γ ⊢ A ∧ B Γ ⊢ B ∧e_2 Γ ⊢ A Γ ⊢ A ∨ B ∨i_1 Γ ⊢ B Γ ⊢ A ∨ B ∨i_2 Γ ⊢ A ∨ B Δ, A ⊢ C E, B ⊢ C Γ, Δ, E ⊢ C ∨e Γ, A ⊢ B Γ ⊢ A → B →i Γ ⊢ A Δ ⊢ A → B Γ, Δ ⊢ B →e Γ ⊢ false Γ ⊢ A ⊥e Γ, A ⊢ false Γ ⊢ ¬A ¬i Γ ⊢ A Δ ⊢ ¬A Γ, Δ ⊢ false ¬e Γ ⊢ ¬¬A Γ ⊢ A ¬¬ • ÊëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ Γ ⊢ A(y) Γ ⊢ ∀x. A(x) ∀i Γ ⊢ ∀x. A(x) Γ ⊢ A(t) ∀e áí ôï y äåí åSSíáé åëåýèåñï óôá Γ, A(x) Γ ⊢ A(t) Γ ⊢ ∃x. A(x) ∃i Γ ⊢ ∃x. A(x) Δ, A(y) ⊢ B Γ, Δ ⊢ B ∃e áí ôï y äåí åSSíáé åëåýèåñï óôá Γ, A(x), B