λ-Ëïãéóìüò êáé ÐáñåìöåñÞ ÓõóôÞìáôá

Íéêüëáïò Ó. Ðáðáóðýñïõ ÍïÝìâñéïò 2002 λ-Ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò | (i)

• Óýíôáîç: x ∈ V êáé M, N ∈ Λ M, N ::= x | (λx. M) | (M N) • ÌåôáôñïðÝò λx. M →_α λy. M[x := y] y ∉ FV(M) (λx. M) N →_β M[x := N] λx. M x →_η M x ∉ FV(M) • ÓõìâáôÝò óœÝóåéò M ∼ N ⇒ (M P ) ∼ (N P ) M ∼ N ⇒ (P M) ∼ (P N) M ∼ N ⇒ (λx. M) ∼ (λx. N) • ÁíáãùãÝò êáé éóüôçôåò (êëåSSóéìï ôçò →) ↠ áíáêëáóôéêü + ìåôáâáôéêü = áíáêëáóôéêü + ìåôáâáôéêü + óõììåôñéêü

λ-Ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò | (ii)

• ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ

üñïò N œùñSSò β êáé η-redex • ÊáíïíéêïðïéÞóéìïò üñïò

üñïò M ìå M ↠ N êáé N êáíïíéêÞ ìïñöÞ • ÉóœõñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò üñïò êÜèå áêïëïõèSSá ìåôáôñïðþí êáôáëÞãåé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ • ÐáñáäåSSãìáôá M_1 ≡ λz. (λf. λx. f z x) (λy. y) Ω ≡ (λx. x x) (λx. x x) M_2 ≡ (λx. x x y) (λx. x x y) M_3 ≡ (λz. y) ((λx. x x) (λx. x x))

λ-Ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò | (iii)

• Èåþñçìá Church-Rosser M

N1 N2

N ............................

............................

• Ìïíáäéêüôçôá êáíïíéêþí ìïñöþí

áí õðÜñœïõí êáé modulo =_α

• Èåþñçìá êáíïíéêïðïSSçóçò

Áí ï üñïò M Ýœåé êáíïíéêÞ ìïñöÞ, ôüôå ç ìåôáôñïðÞ ôïõ áñéóôåñüôåñïõ redex ïäçãåSS óå áõôÞí

• ÔåëåóôÞò óôáèåñïý óçìåSSïõ: F (Y F ) = Y F Y ≡ λf. (λx. f (x x)) (λx. f (x x))

ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç ôïõ λ-ëïãéóìïý

• ËïãéêÝò ôéìÝò true ≡ λx. λy. x false ≡ λx. λy. y not ≡ λz. z false true • ÄéáôåôáãìÝíá æåýãç pair ≡ λx. λy. λz. z x y fst ≡ λz. z true snd ≡ λz. z false • ÖõóéêïSS áñéèìïSS (áñéèìïåéäÞ ôïõ Church) c_n ≡ λf. λx. f^n(x) F^0(A) ≡ A F^{n+1}(A) ≡ F (F^n(A)) succ ≡ λn. λf. λx. n f (f x) A_+ ≡ λn. λm. λf. λx. n f (m f x) A_∗ ≡ λn. λm. λf. n (m f) A_{exp} ≡ λn. λm. m n

λ-Ëïãéóìüò ìå ôýðïõò

• Ôýðïé „a-la Curry

(x : σ) ∈ Γ Γ ⊢ x : σ Γ, x : σ ⊢ M : τ Γ ⊢ (λx. M) : (σ → τ) Γ ⊢ M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ Γ ⊢ (M N) : τ • Ôýðïé „a-la Church (λ_→) – Ôýðïé: α ∈ V êáé σ, τ ∈ T – ĳñïé: x ∈ V êáé M, N ∈ Λ σ, τ ::= α | (σ → τ) M, N ::= x | (λx : σ. M) | (M N) (x : σ) ∈ Γ Γ ⊢ x : σ Γ, x : σ ⊢ M : τ Γ ⊢ (λx : σ. M) : (σ → τ) Γ ⊢ M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ Γ ⊢ (M N) : τ – Ìïíáäéêüôçôá ôýðùí – ÉóœõñÞ êáíïíéêïðïSSçóç

Óýóôçìá F_2

• Óýíôáîç

– Ôýðïé: α ∈ V êáé σ, τ ∈ T – ĳñïé: x ∈ V êáé M, N ∈ Λ σ, τ ::= α | (σ → τ) | (∀α. σ) M, N ::= x | (λx : σ. M) | (M N) | (Λα. M) | (M [σ]) • ÅðéðëÝïí ìåôáôñïðÝò Λα. M →_α Λβ. M[α := β] β ∉ FV(M) (Λα. M) [σ] →_β M[α := σ] Λα. M [α] →_η M α ∉ FV(M) • Êáíüíåò ôýðùí

(x : σ) ∈ Γ Γ ⊢ x : σ Γ, x : σ ⊢ M : τ Γ ⊢ (λx : σ. M) : (σ → τ) Γ ⊢ M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ Γ ⊢ (M N) : τ Γ, x : σ ⊢ M : τ Γ ⊢ (Λα. M) : (∀α. σ) α ∉ FV(Γ) Γ ⊢ M : (∀α. σ) Γ ⊢ (M [τ]) : σ[α := τ]

Óýóôçìá F_ω | (i)

• Óýíôáîç

– ÅSSäç: κ ∈ K – Ôýðïé: α ∈ V êáé σ, τ ∈ T – ĳñïé: x ∈ V êáé M, N ∈ Λ κ ::= ∗ | κ → κ^′ σ, τ ::= α | (σ → τ) | (∀α : κ. σ) | (λα : κ. σ) | σ τ M, N ::= x | (λx : σ. M) | (M N) | (Λα : κ. M) | (M [σ]) • ÅðéðëÝïí ìåôáôñïðÝò λα : κ. σ →_α λβ : κ. σ[α := β] β ∉ FV(σ) (λα : κ. σ) τ →_β σ[α := τ] λα : κ. σ α →_η σ α ∉ FV(σ)

Óýóôçìá F_ω | (ii)

• Êáíüíåò ôýðùí (x : σ) ∈ Γ Γ ⊢ x : σ (α : κ) ∈ Γ Γ ⊢ α : κ Γ ⊢ ∗ : □ Γ ⊢ κ : □ Γ ⊢ κ^′ : □ Γ ⊢ (κ → κ^′) : □

Γ ⊢ σ : ∗ Γ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ (σ → τ) : ∗ Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ σ : ∗ Γ ⊢ ∀α : κ. σ : ∗ (π) Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ σ : κ^′ Γ ⊢ (λα : κ. σ) : (κ → κ^′) (π) Γ ⊢ σ : (κ → κ^′) Γ ⊢ τ : κ Γ ⊢ (σ τ) : κ^′ Γ ⊢ σ : ∗ Γ, x : σ ⊢ M : τ Γ ⊢ (λx : σ. M) : (σ → τ) Γ ⊢ M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ Γ ⊢ (M N) : τ Γ ⊢ κ : □ Γ, α : κ ⊢ M : τ Γ ⊢ (Λα : κ. M) : (∀α : κ. σ) (π) Γ ⊢ M : (∀α : κ. σ) Γ ⊢ τ : κ Γ ⊢ (M [τ]) : σ[α := τ] Γ ⊢ M : σ σ = τ Γ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ M : τ üðïõ π : α ∉ FV(Γ)

Åîáñôþìåíïé ôýðïé | λP

• Óýíôáîç κ ::= ∗ | σ → κ σ, τ ::= α | (Πx : σ. τ) | (λx : σ. τ) | σ M M, N ::= x | (λx : σ. M) | (M N) • Êáíüíåò ôýðùí

(x : σ) ∈ Γ Γ ⊢ x : σ (α : κ) ∈ Γ Γ ⊢ α : κ Γ ⊢ ∗ : □ Γ ⊢ σ : ∗ Γ ⊢ κ : □ Γ ⊢ (σ → κ) : □ Γ ⊢ σ : ∗ Γ, x : σ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ (Πx : σ. τ) : ∗ Γ, x : σ ⊢ τ : κ Γ ⊢ (λx : σ. τ) : (σ → κ) Γ ⊢ σ : (τ → κ) Γ ⊢ M : τ Γ ⊢ (σ M) : κ Γ, x : σ ⊢ M : τ Πx : σ. τ : ∗ Γ ⊢ (λx : σ. M) : (Πx : σ. τ) Γ ⊢ M : (Πx : σ. τ) Γ ⊢ N : σ Γ ⊢ (M N) : τ[x := N] Γ ⊢ M : σ σ = τ Γ ⊢ τ : ∗ Γ ⊢ M : τ Γ ⊢ σ : κ κ = κ^′ Γ ⊢ κ^′ : □ Γ ⊢ σ : κ^′

O êýâïò ôïõ Barendregt Fω CC

F2 •

λP •

λ→ • Õðüìíçìá (□, ∗) (□, □)

(∗, ∗) (∗, □)

∗ üñïé □ ôýðïé Ð.œ. (□, ∗) üñïé ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôýðïõò