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1 Ïñéóìüò

¸íá ãñÜöçìá ÷ùñßò êýêëïõò (äçëáäÞ Üêõêëï) ïíïìÜæåôáé äÜóïò (forest). ¸íá Üêõêëï óõíåêôéêü

ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé äÝíôñï (tree). Ïé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åíüò äÜóïõò åßíáé äÝíôñá. Ïé

êïñõöÝò åíüò äÝíôñïõ ìå âáèìü 1 ïíïìÜæïíôáé öýëëá (leaves), åíþ ïé êïñõöÝò ìå âáèìü

ìåãáëýôåñï ôïõ 1 ïíïìÜæïíôáé åóùôåñéêÝò êïñõöÝò.

ÊÜèå äÝíôñï ìå äýï Þ ðåñéóóüôåñåò êïñõöÝò Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï öýëëá. Ï ëüãïò åßíáé

üôé Ýíá äÝíôñï äåí Ý÷åé êýêëïõò. ¸ôóé áí èåùñÞóïõìå Ýíá ìåãéóôïôéêü ìïíïðÜôé1 (äçëáäÞ Ýíá

ìïíïðÜôé ðïõ äåí ìðïñåß íá åðåêôáèåß ðåñáéôÝñù), ïé Üêñåò ôïõ èá Ý÷ïõí âáèìü 1 êáé èá åßíáé

öýëëá.

Áí áðü Ýíá äÝíôñï áöáéñÝóïõìå Ýíá öýëëï (êáé ôçí ðñïóðßðôïõóá áêìÞ), ôï áðïôÝëåóìá

èá åßíáé Ýíá äÝíôñï ìå ìßá áêìÞ êáé ìßá êïñõöÞ ëéãüôåñåò. Ï ëüãïò åßíáé üôé ç áöáßñåóç ìéáò

êïñõöÞò äåí ìðïñåß íá äçìéïõñãÞóåé êýêëï. ÅðéðëÝïí, ç áöáßñåóç ìéáò êïñõöÞò ìå âáèìü

Ýíá äåí ìðïñåß íá åðçñåÜóåé ôç óõíåêôéêüôçôá ôïõ ãñáöÞìáôïò ãéáôß áõôÞ ç êïñõöÞ (êáé ç

ðñïóðßðôïõóá áêìÞ) äåí ìðïñåß íá ðáñåìâÜëåôáé óå ìïíïðÜôé ìåôáîý äýï Üëëùí êïñõöþí.

1.1 Éóïäýíáìïé Ïñéóìïß

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá áðáñéèìåß ôïõò ðéï ãíùóôïýò ÷áñáêôçñéóìïýò (äçëáäÞ éóïäýíáìïõò

ïñéóìïýò) ôùí äÝíôñùí. Õðåíèõìßæïõìå üôé ôï n óõìâïëßæåé ôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí åíüò

ãñáöÞìáôïò êáé ôï m ôïí áñéèìü ôùí áêìþí ôïõ.

Èåþñçìá 1. Ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá ãéá êÜèå áðëü ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ìå n

êïñõöÝò êáé m áêìÝò:

1. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé äÝíôñï.

2. ÊÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ôïõ G åíþíåôáé ìå ìïíáäéêü ìïíïðÜôé.

3. Ôï G åßíáé åëá÷éóôïôéêÜ óõíåêôéêü, äçë. áí áöáéñåèåß ìéá áêìÞ, ôï ãñÜöçìá ðáýåé íá åßíáé

óõíåêôéêü.

4. Ôï G åßíáé óõíåêôéêü êáé m = n− 1.
5. Ôï G åßíáé Üêõêëï êáé m = n− 1.
6. Ôï G åßíáé ìåãéóôïôéêÜ Üêõêëï, äçë. áí ðñïóôåèåß ìéá íÝá áêìÞ, ôï ãñÜöçìá áðïêôÜ êýêëï.

1 Óå áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò èåùñïýìå ìüíï áðëÜ ìïíïðÜôéá åêôüò áí áíáöÝñåôáé êÜôé äéáöïñåôéêü.



Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá üôé 1 ⇒ 2. Áöïý ôï G åßíáé óõíåêôéêü, õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíá ìïíïðÜôé áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí. Áí ãéá êÜðïéï æåõãÜñé êïñõöþí, åß÷áìå äýï

äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá, èá åß÷áìå êýêëï: Ôá ìïíïðÜôéá êÜðïõ èá îå÷þñéæáí, áöïý åß÷áí êïéíÞ

áñ÷Þ, êáé êÜðïõ èá Ýóìéãáí, áöïý åß÷áí êïéíü ôÝëïò. Ôá åíäéÜìåóá ôìÞìáôá ôùí äýï ìïíïðáôéþí

áðïôåëïýí Ýíáí êýêëï.

2 ⇒ 3 Ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü áðü õðüèåóç. Áöïý Ý÷ïõìå Ýíá êáé ìïíáäéêü ìïíïðÜôé

ìåôáîý êÜèå æåýãïõò êïñõöþí, ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò áßñåé ôç óõíåêôéêüôçôá ìåôáîý ôùí Üêñùí

ôçò.

3 ⇒ 4 Ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü áðü õðüèåóç. Ç áðüäåéîç ãéá ôïí áñéèìü ôùí áêìþí åßíáé

ìå åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí. Ï éó÷õñéóìüò åßíáé ôåôñéìÝíïò áí n = 1. ÕðïèÝôïõìå
åðáãùãéêÜ üôé éó÷ýåé ãéá ãñáöÞìáôá ìå áñéèìü êïñõöþí ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ n. Èá áðïäåßîïõìå

ôïí éó÷õñéóìü ãéá ãñáöÞìáôá ìå n + 1 êïñõöÝò. Áöáéñþíôáò ìéá áêìÞ áðü ôï ãñÜöçìá, áßñåôáé

ç óõíåêôéêüôçôá êáé ðñïêýðôïõí äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ¸óôù üôé ç ðñþôç Ý÷åé k êïñõöÝò

êáé ç äåýôåñç n− k + 1. Êáé ïé äýï óõíéóôþóåò åßíáé åëá÷éóôïôéêÜ óõíåêôéêÝò. Áðü åðáãùãéêÞ

õðüèåóç, ç ðñþôç Ý÷åé k− 1 áêìÝò êáé ç äåýôåñç n− k áêìÝò. Áí óõìðåñéëÜâïõìå êáé ôçí áêìÞ

ðïõ áöáéñÝóáìå, ôï ãñÜöçìá åß÷å 1 + (k − 1) + (n− k) = n = (n + 1)− 1 áêìÝò.

4 ⇒ 5 ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá ìå n − 1 áêìÝò äåí Ý÷åé êýêëï. Èá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðáãùãÞ óå Üôïðï. Åíüóù ôï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëïõò, áöáéñïýìå ìéá áêìÞ

áðü Ýíáí êýêëï. Áõôü äåí åðçñåÜæåé ôç óõíåêôéêüôçôá ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé

Ýíá Üêõêëï óõíåêôéêü ãñÜöçìá, äçëáäÞ Ýíá äÝíôñï ìå n êïñõöÝò êáé ëéãüôåñåò áðü n−1 áêìÝò.

Áõôü áðïôåëåß áíôßöáóç óôï 4 (ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé).

5 ⇒ 6 Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü (äçëáäÞ üôé êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí

óõíäÝåôáé ìå ìïíïðÜôé). Áõôü áñêåß ãéáôß ç ðñïóèÞêç ìéáò íÝáò áêìÞò äçìéïõñãåß êýêëï ìå ôï

ìïíïðÜôé ðïõ óõíäÝåé ôá Üêñá ôçò.

¸óôù k ï áñéèìüò ôùí óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. Èá äåßîïõìå üôé k = 1. Áöïý
ôï ãñÜöçìá åßíáé Üêõêëï (Ý÷ïõìå äçëáäÞ äÜóïò), êÜèå óõíåêôéêÞ ôïõ óõíéóôþóá åßíáé äÝíôñï.

¸óôù ni ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ôçò óõíåêôéêÞò óõíéóôþóáò i, i = 1, . . . , k. Áöïý ðñüêåéôáé ãéá

äÝíôñï, ç óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá i Ý÷åé mi = ni − 1 áêìÝò (áðü ôï 4 ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé).

Åßíáé

n− 1 = m =
k∑

i=1

mi =
k∑

i=1

(ni − 1) = n− k ⇒ k = 1

Ç ðñþôç éóüôçôá éó÷ýåé áðü ôçí õðüèåóç üôé m = n − 1, êáé ç ôåëåõôáßá éóüôçôá ðñéí ôç

óõíåðáãùãÞ ãéáôß
∑k

i=1 ni = n.

6 ⇒ 1 ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé êÜèå ìåãéóôïôéêÜ Üêõêëï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü. ¸óôù äýï

êïñõöÝò u êáé v åíüò ìç óõíåêôéêïý Üêõêëïõ ãñáöÞìáôïò. Ç ðñïóèÞêç ôçò áêìÞò {u, v} äåí

äçìéïõñãåß êýêëï. Óõíåðþò, áí ôï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåêôéêü äåí ìðïñåß íá åßíáé ìåãéóôïôéêÜ

Üêõêëï. ut

Åßíáé ðïëý óçìáíôéêü íá êáôáíïÞóåôå ôï Èåþñçìá 1 êáé ôçí áðüäåéîç ôïõ ãéáôß ïõóéáóôéêÜ

åîçãïýí ôé åßíáé äÝíôñï êáé ðïéÝò åßíáé ïé âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõ. Åðßóçò, ïé ôå÷íéêÝò ðïõ

÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí áðüäåéîç åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò óôçí åðßëõóç áóêÞóåùí.

Ôá ðáñáêÜôù ðïñßóìáôá ðñïêýðôïõí åýêïëá áðü ôï Èåþñçìá 1. ÁöÞíåôáé óáí Üóêçóç ç

äéáôýðùóç ðëÞñïõò áðüäåéîçò ãéá êáèÝíá áðü áõôÜ.
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Ðüñéóìá 1. ÊÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé n áêìÝò Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êýêëï.

Ðüñéóìá 2. ÊÜèå ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ëéãüôåñåò áðü n− 1 áêìÝò äåí åßíáé óõíåêôéêü.

1.2 Ðáñáäåßãìáôá êáé ÁóêÞóåéò

Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá Kk,` åßíáé äÝíôñï áíí åßôå k = 1 åßôå ` = 1. To K2,2 Ý÷åé êýêëï

(åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôï C4) êáé äåí åßíáé äÝíôñï.

ÊÜèå äÝíôñï åßíáé äéìåñÝò ãñÜöçìá. ÎåêéíÜìå âÜæïíôáò ìéá êïñõöÞ óôç äåîéü óýíïëï, ôïõò

ãåéôïíÝò ôçò óôï áñéóôåñü, ôïõò ãåßôïíåò ôùí ãåéôüíùí ôçò óôï äåîéü, êïê. Ç äéáäéêáóßá åßíáé

éóïäýíáìç ìå ôï ØÜîéìï Ðñþôá óå ÐëÜôïò. Áöïý ôï äÝíôñï åßíáé óõíåêôéêü üëåò ïé êïñõöÝò èá

ìðïõí óå Ýíá áðü ôá äýï óýíïëá. ÅðåéäÞ ôï ãñÜöçìá åßíáé Üêõêëï, ôï äåîéü êáé ôï áñéóôåñü

óýíïëï åßíáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò.

ÊÜèå äÝíôñï åßíáé åðßðåäï ãñÜöçìá ãéáôß äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò. ¸ôóé äåí ìðïñåß íá Ý÷åé

ãñÜöçìá ïìïéïìïñöéêü ìå ôï K3,3 Þ ôï K5 (ôá ïðïßá Ý÷ïõí êýêëïõò). Ôá äÝíôñá áðïôåëïýí

ôç âáóéêÞ ðåñßðôùóç óôçí áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler ìå åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí üøåùí.

ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíá äÝíôñï ìå n êïñõöÝò Ý÷åé ìßá üøç (ôçí åîùôåñéêÞ) êáé n−1 áêìÝò. Óõíåðþò,

n + 1 = (n− 1) + 2 üðùò áðáéôåß ï ôýðïò ôïõ Euler.

Ìéá áêìÞ åíüò ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé áêìÞ ôïìÞò (cut edge) áí ç áöáßñåóÞ ôçò áßñåé ôç

óõíåêôéêüôçôá. ÊÜèå áêìÞ åíüò äÝíôñïõ åßíáé áêìÞ ôïìÞò. Ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò åíüò äÝíôñïõ

äçìéïõñãåß äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò: ç ìßá ðåñéÝ÷åé ôï Ýíá Üêñï ôçò áêìÞò ðïõ áöáéñÝèçêå

êáé ç Üëëç ôï Üëëï. Åðßóçò, ç ðñïóèÞêç ìéáò áêìÞò óå Ýíá äÝíôñï äçìéïõñãåß Ýíáí áðëü êýêëï

áðïôåëïýìåíï áðü ôç íÝá áêìÞ êáé ôï ìïíïðÜôé ðïõ óõíäÝåé ôá Üêñá ôçò.

¢óêçóç 1. ¸íá äÝíôñï Ý÷åé äýï öýëëá áí êáé ìüíï áí åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜôé.

Ëýóç. ÊÜèå áðëü ìïíïðÜôé åßíáé äÝíôñï êáé Ý÷åé äýï öýëëá, ôá Üêñá ôïõ. Áíôßóôñïöá, áí Ý÷ïõìå

Ýíá äÝíôñï G(V,E) ìå n êïñõöÝò, ìüíï äýï áðü ôéò ïðïßåò åßíáé öýëëá, êÜèå åóùôåñéêÞ êïñõöÞ

ôïõ äÝíôñïõ Ý÷åé âáèìü 2. ÐñÜãìáôé, ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí ôùí êïñõöþí åßíáé
∑

v∈V deg(v) =
2(n− 1). ¸óôù u1 êáé u2 ôá öýëëá (ôá ïðïßá åî' ïñéóìïý Ý÷ïõí âáèìü 1). Ôüôå∑

v∈V \{u1,u2}

deg(v) = 2(n− 2)

Áöïý ïé åóùôåñéêÝò êïñõöÝò åßíáé n − 2 êáé Ý÷ïõí âáèìü ôïõëÜ÷éóôïí 2, ï ìüíïò ôñüðïò íá

éó÷ýåé ç ðáñáðÜíù éóüôçôá åßíáé üëåò ïé åóùôåñéêÝò êïñõöÝò íá Ý÷ïõí âáèìü 2. Óõíåðþò, ôï

ãñÜöçìá åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜôé ìå n êïñõöÝò. ut

¢óêçóç 2. ¸íá äÝíôñï ìå ìÝãéóôï âáèìü k Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí k öýëëá.

Ëýóç. ¸óôù ` ï áñéèìüò ôùí öýëëùí. ¸÷ïõìå ôïõëÜ÷éóôïí 1 êïñõöÞ ìå âáèìü k, n − ` − 1
êïñõöÝò ìå âáèìü ôïõëÜ÷éóôïí 2, êáé ` êïñõöÝò ìå âáèìü 1. Ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí åßíáé

2(n− 1). ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå

2(n− 1) ≥ k + 2(n− `− 1) + ` = k + 2(n− 1)− ` ⇒ ` ≥ k
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äçëáäÞ ï áñéèìüò ôùí öýëëùí äåí ìðïñåß íá õðïëåßðåôáé ôïõ ìÝãéóôïõ âáèìïý. ut
Ãåíéêþôåñá, áí Ýíá äÝíôñï ìå n êïñõöÝò Ý÷åé ìüíï öýëëá êáé êïñõöÝò âáèìïý δ, ôüôå ï

áñéèìüò ôùí öýëëùí, Ýóôù `, åßíáé ` = (δ−2)n+2
δ−1 .

¢óêçóç 3. ¸óôù äÝíôñï ìå 4 êïñõöÝò âáèìïý 10. Ðïéüò åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò öýëëùí ðïõ

õðÜñ÷ïõí óôï äÝíôñï; (ÁðÜíôçóç. ÔïõëÜ÷éóôïí 34).

¢óêçóç 4. ¸óôù äÝíôñï ìå 2k öýëëá, 3k êïñõöÝò âáèìïý 2, êáé k êïñõöÝò âáèìïý 3. Ðüóåò

êïñõöÝò Ý÷åé ôï äÝíôñï;

Ëýóç. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí êïñõöþí åßíáé 6k êáé ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí åßíáé 11k. Éó÷ýåé

üôé 11k = 2(6k − 1) ⇒ k = 2. ÄçëáäÞ ôï äÝíôñï Ý÷åé 12 êïñõöÝò. ÁöÞíåôáé óáí Üóêçóç ç

áðåéêüíéóç áõôïý ôïõ äÝíôñïõ. ut

¢óêçóç 5. ¸óôù ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, êáé k óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. Íá äåßîåôå üôé

k ≥ n−m.

Ëýóç. Áöïý êÜèå ãñÜöçìá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 1 óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá, ç áíéóüôçôá åßíáé ìç-

ôåôñéìÝíç ìüíï üôáí m ≤ n− 1. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí áêìþí. ¼ôáí

äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ êáé m = 0, Ý÷ïõìå n áðïìïíùìÝíåò êïñõöÝò ðïõ êáèåìßá óõãêñïôåß

ìßá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá. ÅðïìÝíùò, ç áíéóüôçôá éó÷ýåé ãéá m = 0.
Ôï åðáãùãéêü âÞìá ðñïêýðôåé åýêïëá áðü ôï ãåãïíüò üôé ìéá íÝá áêìÞ óõíäÝåé êïñõöÝò ðïõ

âñßóêïíôáé åßôå óôçí ßäéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá åßôå óå äýï äéáöïñåôéêÝò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ï áñéèìüò ôùí óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôïò, åíþ óôç

äåýôåñç ðåñßðôùóç ï áñéèìüò ôùí óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ìåéþíåôáé êáôÜ 1. ¸ôóé ç ìåôáâïëÞ

óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò áíéóüôçôáò åßíáé ìåãáëýôåñç Þ ßóç áðü ôç ìåôáâïëÞ óôï äåîéü ôçò ìÝëïò

êáé ç áíéóüôçôá óõíå÷ßæåé íá éó÷ýåé. Ç äéáôýðùóç ôùí ëåðôïìåñåéþí áöÞíåôáé ùò Üóêçóç. ut

¢óêçóç 6. ¸óôù äÝíäñï T ìå pi êïñõöÝò âáèìïý i, i = 1, . . . , k (k åßíáé ï ìÝãéóôïò âáèìüò ôïõ

T ). Íá áðïäåßîåôå üôé o áñéèìüò ôùí öýëëùí äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç 2 + p3 + 2 p4 + 3 p5 + . . . +
(k − 2)pk

Ëýóç.Ï áñéèìüò ôùí öýëëùí åßíáé p1 (áñéèìüò ôùí êïñõöþí âáèìïý 1), o óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí

êïñõöþí ôïõ T åßíáé p1 + p2 + p3 + . . . + pk, êáé ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí ôïõò åßíáé p1 + 2 p2 +
3 p3 + . . . k pk . Áöïý ôï T åßíáé äÝíôñï, ï áñéèìþí ôùí áêìþí ôïõ åßíáé p1 +p2 +p3 + . . .+pk−1.
Óõíåðþò,

p1+2 p2+3 p3+. . . k pk = 2(p1+p2+p3+. . .+pk−1) ⇒ p1 = 2+p3+2 p4+3 p5+. . .+(k−2)pk

ðïõ åßíáé ç æçôïýìåíç ó÷Ýóç. ut

2 ÄÝíôñá ìå Ñßæá

Áí ïñßóïõìå ìéá êïñõöÞ ôïõ äÝíôñïõ óáí ñßæá, ôüôå Ý÷ïõìå Ýíá äÝíôñï ìå ñßæá (rooted tree). Óå

Ýíá äÝíôñï ìå ñßæá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí êáôåýèõíóç áðü ôç ñßæá
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ðñïò ôá öýëëá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ç ñßæá Ý÷åé åéóåñ÷üìåíï âáèìü (Þ âáèìü åéóüäïõ) 0,

üëåò ïé õðüëïéðåò êïñõöÝò Ý÷ïõí åéóåñ÷üìåíï âáèìü 1, êáé ôá öýëëá Ý÷ïõí åîåñ÷üìåíï âáèìü

(Þ âáèìü åîüäïõ) 0.

Óå Ýíá äÝíôñï ìå ñßæá, ïé ðñüãïíïé (predecessors) ìéáò êïñõöÞò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò óôï

ìïíïðÜôé áðü ôç ñßæá ðñïò ôç v. Ï ðáôÝñáò ôçò v åßíáé ï ìïíáäéêüò ðñüãïíïò ðïõ Ý÷åé áêìÞ ðñïò

ôçò v. Ïé áðüãïíïé (successors) ôçò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò ãéá ôéò ïðïßåò ç v áðïôåëåß ðñüãïíï.

Ôá ðáéäéÜ (children) ôçò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò ãéá ôéò ïðïßåò ç v áðïôåëåß ðáôÝñá. Ôá áäÝëöéá

(siblings) ôçò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí êïéíü ðáôÝñá ìå ôç v. Ôï ýøïò (height) ôçò v

åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý áðü ôç ñßæá ðñïò ôç v. Ôï ýøïò åíüò äÝíôñïõ ìå ñßæá åßíáé ôï

ìÝãéóôï ýøïò åíüò öýëëïõ ôïõ.

¸íá äÝíôñï ìå ñßæá ïíïìÜæåôáé m-áäéêü üôáí êÜèå êïñõöÞ Ý÷åé ôï ðïëý m ðáéäéÜ. ¸íá m-

áäéêü äÝíôñï ïíïìÜæåôáé êáíïíéêü üôáí êÜèå åóùôåñéêÞ êïñõöÞ Ý÷åé áêñéâþò m ðáéäéÜ. Ç ñßæá

åíüò êáíïíéêïý m-áäéêïý äÝíôñïõ Ý÷åé âáèìü m êáé ïé õðüëïéðåò åóùôåñéêÝò êïñõöÝò Ý÷ïõí

âáèìü m+1. ¸íá m-áäéêü äÝíôñï ïíïìÜæåôáé ðëÞñåò üôáí åßíáé êáíïíéêü êáé üëá ôïõ ôá öýëëá

Ý÷ïõí áêñéâþò ôï ßäéï ýøïò2.

¸íá m-áäéêü äÝíôñï ýøïõò h Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí h + 1 êïñõöÝò. Åðßóçò, Ý÷åé 1 êïñõöÞ ýøïõò

0 (ôç ñßæá), ôï ðïëý m êïñõöÝò ýøïõò 1, ôï ðïëý m2 êïñõöÝò ýøïõò 2, . . ., êáé ôï ðïëý mh

êïñõöÝò ýøïõò h. ÓõíïëéêÜ, ôï äÝíôñï Ý÷åé ôï ðïëý

h∑
i=0

mi =
mh+1 − 1

m− 1
êïñõöÝò.

ÌÜëéóôá, ôï ðëÞñåò m-áäéêü äÝíôñï ýøïõò h Ý÷åé áêñéâþò mh+1−1
m−1 êïñõöÝò áðü ôéò ïðïßåò mh

åßíáé öýëëá.

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù, êÜèå äõáäéêü äÝíôñï ýøïõò h Ý÷åé ôï ðïëý 2h öýëëá êáé óõíïëéêÜ

ôï ðïëý 2h+1 − 1 êïñõöÝò. Ôï ðëÞñåò äõáäéêü äÝíôñï ýøïõò h Ý÷åé áêñéâþò 2h+1 − 1 êïñõöÝò

áðü ôéò ïðïßåò 2h åßíáé öýëëá êáé 2h− 1 åßíáé åóùôåñéêÝò. Áíôßóôñïöá, êÜèå äõáäéêü äÝíôñï ìå

n êïñõöÝò Ý÷åé ýøïò ôïõëÜ÷éóôïí dlog2(n + 1)e êáé ôï ðïëý n− 1.

¢óêçóç 7. ¸óôù êáíïíéêü m-áäéêü äÝíôñï ìå n êïñõöÝò, áðü ôéò ïðïßåò ïé ` åßíáé öýëëá êáé

ïé i åóùôåñéêÝò êïñõöÝò. Íá áðïäåßîåôå üôé: (á) n = m i + 1, (â) i (m − 1) = ` − 1, êáé (ã)
m ` = (m− 1) n + 1.

Ëýóç. Ãéá ôï (á), ðáñáôçñïýìå üôé üëåò ïé åóùôåñéêÝò êïñõöÝò Ý÷ïõí åîåñ÷üìåíï âáèìü m êáé

ôá öýëëá Ý÷ïõí åîåñ÷üìåíï âáèìü 0. Óõíåðþò, ôï Üèñïéóìá ôùí åîåñ÷üìåíùí âáèìþí åßíáé im.

Áðü ôçí Üëëç, ôï Üèñïéóìá ôùí åîåñ÷üìåíùí âáèìþí åßíáé ßóï ìå ôïí áñéèìü ôùí áêìþí, äçëáäÞ

ìå n− 1. Óõíåðþò, n− 1 = im üðùò áðáéôåßôáé.

Ôï (â) ðñïêýðôåé áðü ôï (á) èÝôïíôáò n = i + `. Ôï (ã) ðñïêýðôåé áðü ôï m ` = m n −m i

áíôéêáèéóôþíôáò ìå m i = n− 1 áðü ôï (á). ut
Ôá äÝíôñá ìå ñßæá äåí åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÜ áðü èåùñçôéêÞò Üðïøçò. ¼ìùò, ôá m-áäéêÜ

(êáé éäéáßôåñá ôá äõáäéêÜ) äÝíôñá ìå ñßæá Ý÷ïõí ðïëý óçìáíôéêÝò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò.

2 Ìå âÜóç áõôÞ ôçí ïñïëïãßá, ôï äÝíôñï óôï Åñþôçìá 3 ôçò 4çò Åñãáóßáò åßíáé êáíïíéêü êáé ü÷é áðáñáßôçôá ðëÞñåò.
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2.1 ÄõáäéêÜ ÄÝíôñá ÁíáæÞôçóçò

Áò èåùñÞóïõìå Ýíá äõáäéêü äÝíôñï ðïõ ïé êïñõöÝò ôïõ ðåñéÝ÷ïõí óôïé÷åßá ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé

ìéá ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜôáîçò. Ôá óôïé÷åßá ìðïñåß íá åßíáé áñéèìïß, ãñÜììáôá, ëÝîåéò, Þ ãåíéêüôåñá

íá áðïôåëïýí ôïõò ìïíáäéêïýò êùäéêïýò (êëåéäéÜ) ôùí åããñáöþí ìéáò ó÷Ýóçò óå ìéá âÜóç

äåäïìÝíùí.

¸íá ôÝôïéï äÝíôñï ïíïìÜæåôáé äõáäéêü äÝíôñï áíáæÞôçóçò üôáí ôï óôïé÷åßï êÜèå åóùôåñéêÞò

êïñõöÞò åßíáé ìåãáëýôåñï áðü üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ áñéóôåñïý ôçò õðïäÝíôñïõ (äçë. ôï õðïäÝíôñï

ìå ñßæá ôï áñéóôåñü ðáéäß ôçò êïñõöÞò) êáé ìéêñüôåñï áðü üëá ôá óôïé÷åßá óôï äåîéü ôçò

õðïäÝíôñï (äçë. ôï õðïäÝíôñï ìå ñßæá ôï äåîéü ðáéäß ôçò êïñõöÞò)

Ç áðïèÞêåõóç ôùí óôïé÷åßùí óå Ýíá æõãéóìÝíï äõáäéêü äÝíôñï áíáæÞôçóçò3 åðéôñÝðåé ôçí

åýêïëç êáé ãñÞãïñç áíáæÞôçóÞ ôïõò. Áí ôï óôïé÷åßï ðïõ æçôÜìå åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï óôïé÷åßï

ìéáò êïñõöÞò, ðñï÷ùñïýìå óôï áñéóôåñü ôçò ðáéäß. Áí åßíáé ìåãáëýôåñï ðñï÷ùñïýìå óôï äåîéü

ôçò ðáéäß. ÁõôÞ ç (áíáäñïìéêÞ) äéáäéêáóßá îåêéíÜåé áðü ôç ñßæá êáé óõíå÷ßæåôáé ìÝ÷ñé íá âñïýìå

ôï óôïé÷åßï Þ íá ìçí ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå Üëëï. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, óõìðåñáßíïõìå

üôé ôï æçôïýìåíï óôïé÷åßï äåí õðÜñ÷åé óôï äÝíôñï.

Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá äõáäéêü äÝíôñï áíáæÞôçóçò, åéóÜãïõìå êÜèå íÝï óôïé÷åßï (ðïõ

äåí õðÜñ÷åé Þäç óôï äÝíôñï) óôï óçìåßï ðïõ èá ðåñéìÝíáìå íá ôï âñïýìå. Ìå Üëëá ëüãéá, ôï

íÝï óôïé÷åßï åéóÜãåôáé óáí ðáéäß ôçò êïñõöÞò óôçí ïðïßá ìáò ïäÞãçóå ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá

áíáæÞôçóçò. Ôï íÝï óôïé÷åßï ãßíåôáé áñéóôåñü (äåîéü) ðáéäß áí åßíáé ìéêñüôåñï (áíôßóôïé÷á

ìåãáëýôåñï) áðü ôï óôïé÷åßï ôçò óõãêåêñéìÝíçò êïñõöÞò.

2.2 Äéåëåýóåéò ÄÝíôñùí

ÕðÜñ÷ïõí (ôïõëÜ÷éóôïí) ôñåéò äéáöïñåôéêïß óõóôçìáôéêïß áíáäñïìéêïß ôñüðïé (äéåëåýóåéò /

äéáó÷ßóåéò - traversals) íá ôõðþóïõìå üëåò ôéò êïñõöÝò åíüò äõáäéêïý äÝíôñïõ ìå ñßæá.

Ç ðñï-äéáôåôáãìÝíç äéÝëåõóç (preorder traversal) ëåéôïõñãåß áíáäñïìéêÜ ôõðþíïíôáò ðñþôá

ôç Ñßæá, ìåôÜ ôá óôïé÷åßá ôïõ Áñéóôåñïý õðïäÝíôñïõ, êáé ôÝëïò ôá óôïé÷åßá ôïõ Äåîéïý õðïäÝíôñïõ.

ÓõìâïëéêÜ Ñßæá-Áñéóôåñü-Äåîß.

Ç åíäï-äéáôåôáãìÝíç äéÝëåõóç (inorder traversal) ëåéôïõñãåß áíáäñïìéêÜ ôõðþíïíôáò ðñþôá

ôá óôïé÷åßá ôïõ Áñéóôåñïý õðïäÝíôñïõ, ìåôÜ ôç Ñßæá, êáé ôÝëïò ôá óôïé÷åßá ôïõ Äåîéïý

õðïäÝíôñïõ. ÓõìâïëéêÜ Áñéóôåñü-Ñßæá-Äåîß. ¼ôáí Ý÷ïõìå Ýíá äõáäéêü äÝíôñï áíáæÞôçóçò, ç

åíäï-äéáôåôáãìÝíç äéÝëåõóç ôõðþíåé ôá óôïé÷åßá ôïõ äÝíôñïõ óå áýîïõóá óåéñÜ. Ç áíôßóôñïöç

åíäï-äéáôåôáãìÝíç äéÝëåõóç Äåîß-Ñßæá-Áñéóôåñü óå öèßíïõóá óåéñÜ). Áõôü ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß

åýêïëá ìå åðáãùãÞ óôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ. Ç áðüäåéîç áöÞíåôáé óáí Üóêçóç óôïí áíáãíþóôç.

Ç ìåôÜ-äéáôåôáãìÝíç äéÝëåõóç (postorder traversal) ëåéôïõñãåß áíáäñïìéêÜ ôõðþíïíôáò ðñþôá

ôá óôïé÷åßá ôïõ Áñéóôåñïý õðïäÝíôñïõ, ìåôÜ ôá óôïé÷åßá ôïõ Äåîéïý õðïäÝíôñïõ, êáé ôÝëïò ôç

Ñßæá. ÓõìâïëéêÜ Áñéóôåñü-Äåîß-Ñßæá.

Ðáñáôçñåßóôå üôé ôï Áñéóôåñü õðïäÝíôñï ðñïçãåßôáé ðÜíôá ôïõ Äåîéïý. Ï ìíçìïíéêüò

êáíüíáò åßíáé üôé ôï ðñüèåìá ðïõ êáèïñßæåé ôï åßäïò ôçò äéÝëåõóçò (ðñï-, åíäï-, ìåôÜ-) äåß÷íåé

ðüôå åîåôÜæïõìå ôç Ñßæá óå ó÷Ýóç ìå ôá óôïé÷åßá ôïõ Áñéóôåñïý êáé ôïõ Äåîéïý õðïäÝíôñïõ (ðñéí,

åíäéÜìåóá, ìåôÜ).

3 ËÝìå üôé Ýíá äõáäéêü äÝíôñï áíáæÞôçóçò ìå n êïñõöÝò åßíáé æõãéóìÝíï üôáí ôï ìÝãéóôï ýøïò ôïõ åßíáé O(log n).
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