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1 Ïñéóìüò êáé ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò

ÊÜèå õðïãñÜöçìá ðïõ åßíáé äÝíôñï êáé ðåñéëáìâÜíåé (êáëýðôåé) üëåò ôéò êïñõöÝò åíüò

ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé åðéêáëýðôïí äÝíôñï (spanning tree) ôïõ ãñáöÞìáôïò. ¢ëëåò åëëçíéêÝò

áðïäüóåéò ôïõ ßäéïõ üñïõ åßíáé: ãåíåôéêü äÝíôñï, ãåííçôïñéêü äÝíôñï, ðáñÜãïí äÝíôñï, äéáíýïí

äÝíôñï, äÝíôñï-êÜëõìá, êáé óõíäåôéêü äÝíôñï.

Èåþñçìá 1. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü áí êáé ìüíï áí Ý÷åé Ýíá åðéêáëýðôïí äÝíôñï.

Áðüäåéîç. Áí õðÜñ÷åé Ýíá õðïãñÜöçìá ðïõ êáëýðôåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé åßíáé

äÝíôñï (Üñá óõíåêôéêü), ôüôå ôï ãñÜöçìá äåí ìðïñåß ðáñÜ íá åßíáé óõíåêôéêü (áöïý ç ðñïóèÞêç

ôùí áêìþí ðïõ ëåßðïõí áðëþò ``åíéó÷ýåé'' ôç óõíåêôéêüôçôá).

Áí ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü, èåùñïýìå Ýíá õðïãñÜöçìá T ðïõ áñ÷éêÜ óõìðßðôåé ìå

ôï ãñÜöçìá. ÅðïìÝíùò, ôï T êáëýðôåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Åíüóù ôï T Ý÷åé

êýêëïõò, áöáéñïýìå ìßá áêìÞ ðïõ âñßóêåôáé óå êýêëï (äçëáäÞ ìéá áêìÞ ðïõ äåí åßíáé ãÝöõñá).

Ôï T ðáñáìÝíåé óõíåêôéêü áöïý ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò ðïõ âñßóêåôáé óå êýêëï äåí áßñåé ôç

óõíåêôéêüôçôá. ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá ïëïêëçñþíåôáé üôáí ôï T ãßíåé Üêõêëï. Óå áõôÞ ôç öÜóç,

ôï T ðáñáìÝíåé óõíåêôéêü (áðü ôçí êáôáóêåõÞ) êáé óõíå÷ßæåé íá êáëýðôåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ

áñ÷éêïý ãñáöÞìáôïò (áöïý ðïôÝ äåí áöáéñÝóáìå êÜðïéá êïñõöÞ). Óõíåðþò, ôï õðïãñÜöçìá ðïõ

ðñïêýðôåé áðü áõôÞ ôç äéáäéêáóßá åßíáé Ýíá åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìáôïò. ut

ÊÜèå åðéêáëýðôïí äÝíôñï åíüò ãñáöÞìáôïò ìå n êïñõöÝò Ý÷åé n− 1 áêìÝò. Ìå Üëëá ëüãéá,

üëá ôá åðéêáëýðôïíôá äÝíôñá åíüò ãñáöÞìáôïò Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü áêìþí.

Ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1 äßíåé Ýíáí ôñüðï íá õðïëïãßóïõìå Ýíá åðéêáëýðôïí äÝíôñï

åíüò óõíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò. ¸íáò Üëëïò ôñüðïò åßíáé íá èåùñÞóïõìå ôéò áêìÝò ôïõ G ìßá-ðñïò-

ìßá óå ìéá (ïðïéáäÞðïôå) óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ êáé íá ðñïóèÝôïõìå óôï äÝíôñï êÜèå íÝá áêìÞ

ðïõ äåí ó÷çìáôßæåé êýêëï ìå ôéò õðÜñ÷ïõóåò. ¢ëëïé ôñüðïé åßíáé ôï ØÜîéìï Ðñþôá óå ÐëÜôïò

(ØÐÐ - Breadth First Search) êáé ôï ØÜîéìï Ðñþôá óå ÂÜèïò (ØÐÂ - Depth First Search).

Õðüäåéîç ãéá ØÐÐ êáé ØÐÂ. Ðñéí åöáñìüóåôå ØÜîéìï Ðñþôá óå ÐëÜôïò Þ ØÜîéìï Ðñþôá óå

ÂÜèïò, ðñÝðåé íá áíáöÝñåôå ðïéá åßíáé ç áñ÷éêÞ êïñõöÞ - ñßæá êáé ìå ðïéá óåéñÜ åîåôÜæåôå

ôéò êïñõöÝò. Äåí Ý÷åé óçìáóßá ðïéá åßíáé ç óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ ôùí êïñõöþí, üìùò ðñÝðåé íá

áêïëïõèåßôå ôçí ßäéá óåéñÜ óå êÜèå âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ. ut



2 Èåìåëéþäåéò Êýêëïé êáé Óýíïëá ÔïìÞò

¸óôù óõíåêôéêü ãñÜöçìá G(V,E) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, êáé Ýóôù T (V,ET ) Ýíá

åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G.

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå åðéêáëýðôïí äÝíôñï T , êÜèå êýêëïò ôïõ G ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá

áêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé óôï T (áëëéþò ôï T èá ðåñéåß÷å êýêëï). Ç ðñïóèÞêç êÜèå áêìÞò ðïõ äåí

áíÞêåé óôï T (äçëáäÞ êÜèå áêìÞò óôï óýíïëï E \ ET ) ó÷çìáôßæåé áêñéâþò Ýíáí (áðëü) êýêëï.

ÊÜèå ôÝôïéïò êýêëïò ïíïìÜæåôáé èåìåëéþäçò êýêëïò ôïõ G ùò ðñïò ôï åðéêáëýðôïí äÝíôñï T .

Áöïý ôï óýíïëï E \ET ðåñéÝ÷åé m− n + 1 áêìÝò (áõôÝò ïé áêìÝò ëÝãïíôáé êáé ÷ïñäÝò (chords)

ôïõ T ), õðÜñ÷ïõí m− n + 1 äéáöïñåôéêïß èåìåëéþäåéò êýêëïé ôïõ G ùò ðñïò êÜèå åðéêáëýðôïí

äÝíôñï ôïõ.

Ïñéóìüò 1. ¸íá óýíïëï áêìþí ôùí ïðïßùí ç áöáßñåóç êÜíåé ôï G ìç-óõíåêôéêü ïíïìÜæåôáé

óýíïëï ôïìÞò (cut set).

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå åðéêáëýðôïí äÝíôñï T , êÜèå óýíïëï ôïìÞò ôïõ G ðñÝðåé íá

ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé óôï T (áëëéþò ôï T äåí èá Þôáí óõíåêôéêü). Ç áöáßñåóç

êÜèå áêìÞò ôïõ T äçìéïõñãåß äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ¸óôù e ∈ ET ìéá áêìÞ ôïõ T , êáé

Ýóôù V1 êáé V2 ïé êïñõöÝò ôùí äýï óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ôïõ T − e (äçë. ïé óõíéóôþóåò ðïõ

ðñïêýðôïõí áðü ôçí áöáßñåóç ôçò áêìÞò e). ¸óôù δ(V1, V2) ôï óýíïëï ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ôï

Ýíá Üêñï ôïõò óôï V1 êáé ôï Üëëï óôï V2. Ðñïöáíþò, e ∈ δ(V1, V2) êáé ôï δ(V1, V2) áðïôåëåß

Ýíá åëá÷éóôïôéêü óýíïëï ôïìÞò ãéá ôï ãñÜöçìá G. ÊÜèå óýíïëï ôïìÞò ðïõ ðñïêýðôåé ìå áõôü

ôïí ôñüðï ïíïìÜæåôáé èåìåëéþäåò óýíïëï ôïìÞò ôïõ G ùò ðñïò ôï åðéêáëýðôïí äÝíôñï T . Áöïý

ôï óýíïëï ET ðåñéÝ÷åé n − 1 áêìÝò, õðÜñ÷ïõí n − 1 äéáöïñåôéêÜ èåìåëéþäç óýíïëá ôïìÞò ôïõ

G ùò ðñïò êÜèå åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ.

Óå Ýíá ãñÜöçìá, ôï óýíïëï üëùí ôùí êýêëùí (óõíüëùí ôïìÞò) áðïôåëåß Ýíá äéáíõóìáôéêü

÷þñï. Ç óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé ôï óýíïëï ôùí èåìåëéùäþí êýêëùí (óõíüëùí ôïìÞò) ùò

ðñïò Ýíá ïðïéïäÞðïôå åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G áðïôåëåß âÜóç ãéá ôï äéáíõóìáôéêü ÷þñï üëùí

ôùí êýêëùí (áíôßóôïé÷á óõíüëùí ôïìÞò). ÅðïìÝíùò, ç äéÜóôáóç ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ ôùí

êýêëùí (óõíüëùí ôïìÞò) ãéá Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò åßíáé m−n + 1
(n− 1 áíôßóôïé÷á).

Èåþñçìá 2. ÊÜèå êýêëïò Ý÷åé Üñôéï áñéèìü êïéíþí áêìþí ìå êÜèå åëá÷éóôïôéêü óýíïëï ôïìÞò.

Áðüäåéîç. Ç áöáßñåóç åíüò åëá÷éóôïôéêïý óõíüëïõ ôïìÞò ÷ùñßæåé ôéò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìáôïò

óå äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ÊÜèå êýêëïò ÷ñçóéìïðïéåß áêìÝò ôïõ óõíüëïõ ôïìÞò ãéá íá

``åðéóêåöèåß'' êáé íá ``áíá÷ùñÞóåé'' áðü ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá. ÅðéðëÝïí, ï áñéèìüò ôùí

``åðéóêÝøåùí'' åíüò êýêëïõ óå ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ðñÝðåé íá åßíáé ßóïò ìå ôïí áñéèìü

ôùí ``áíá÷ùñÞóåùí''. ¸óôù εk = αk ï áñéèìüò ôùí ``åðéóêÝøåùí'' êáé ôùí ``áíá÷ùñÞóåùí'' åíüò

êýêëïõ óôç ìßá áðü ôéò äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. Ï áñéèìüò ôùí êïéíþí áêìþí ôïõ êýêëïõ ìå

ôï áíôßóôïé÷ï åëá÷éóôïôéêü óýíïëï ôïìÞò åßíáé εk + αk = 2εk, äçëáäÞ Üñôéïò. ut

¢óêçóç 1. ¸óôù T êáé T ′ äýï åðéêáëýðôïíôá äÝíôñá åíüò (óõíåêôéêïý) ãñáöÞìáôïò G. Ãéá

êÜèå áêìÞ e ∈ T \ T ′, õðÜñ÷åé áêìÞ e′ ∈ T ′ \ T , ôÝôïéá þóôå ôï (T ′ + e)− e′ åßíáé åðéêáëýðôïí

äÝíôñï ôïõ G.
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Ëýóç. Áöïý e ∈ T \ T ′, ôï T ′ + e ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôçí e. ¸óôù

e′ ∈ T ′ ìéá áêìÞ áõôïý ôïõ êýêëïõ ðïõ äåí áíÞêåé óôï T . Ìéá ôÝôïéá áêìÞ e′ õðÜñ÷åé ãéáôß ôï

T ðåñéÝ÷åé ôçí e áëëÜ äåí ðåñéÝ÷åé ôïí êýêëï. Ç áöáßñåóç ôçò e′ áöáéñåß ôïí êýêëï áëëÜ äåí

åðçñåÜæåé ôç óõíåêôéêüôçôá. Óõíåðþò, ôï (T ′ + e)− e′ åßíáé åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G. ut

¢óêçóç 2. ¸óôù T êáé T ′ äýï åðéêáëýðôïíôá äÝíôñá åíüò (óõíåêôéêïý) ãñáöÞìáôïò G. Ãéá

êÜèå áêìÞ e ∈ T \ T ′, õðÜñ÷åé áêìÞ e′ ∈ T ′ \ T , ôÝôïéá þóôå ôï (T − e) + e′ åßíáé åðéêáëýðôïí

äÝíôñï ôïõ G.

Ëýóç. Áöáéñïýìå ôçí e áðü ôï T êáé ðñïêýðôïõí äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò, Ýóôù V1 êáé V2.

Áöïý ôï T ′ äåí ðåñéÝ÷åé ôçí e áëëÜ åßíáé óõíåêôéêü, õðÜñ÷åé ìéá áêìÞ e′ ∈ T ′ ðïõ óõíäÝåé

êïñõöÞ ôïõ V1 êáé ìå êïñõöÞ ôïõ V2. Ç e′ äåí áíÞêåé óôï T ãéáôß ç ðñïóèÞêç ôçò èá ó÷çìÜôéæå

êýêëï. ÅðïìÝíùò, ç ðñïóèÞêç ôçò e′ óôï T − e åðáíáöÝñåé ôç óõíåêôéêüôçôá êáé ôï (T − e) + e′

åßíáé åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G. ut

3 ÅëÜ÷éóôá Åðéêáëýðôïíôá ÄÝíôñá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, èåùñïýìå óõíåêôéêü ãñÜöçìá G(V,E, w) ìå âÜñç óôéò áêìÝò. Ç óõíÜñôçóç

w : E 7→ IR∗
+ äßíåé ôï âÜñïò êÜèå áêìÞò. ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E, w) ìå âÜñç

óôéò áêìÝò, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï óõíåêôéêü åðéêáëýðôïí (spanning) õðïãñÜöçìá ìå ôï

åëÜ÷éóôï óõíïëéêü âÜñïò. Áõôü ôï õðïãñÜöçìá èá åßíáé äÝíôñï, áöïý åßíáé óõíåêôéêü (åî´

ïñéóìïý) êáé Üêõêëï (áí åß÷å êýêëïõò èá ìðïñïýóáìå íá ìåéþóïõìå ôï âÜñïò ôïõ áöáéñþíôáò

áêìÝò).

Ôï ÅëÜ÷éóôï Åðéêáëýðôïí ÄÝíôñï (ÅÅÄ - Minimum Spanning Tree) åíüò ãñáöÞìáôïò ìå

âÜñç óôéò áêìÝò åßíáé ôï åðéêáëýðôïí äÝíôñï ìå ôï åëÜ÷éóôï óõíïëéêü âÜñïò. Ôï ðñüâëçìá ôïõ

õðïëïãéóìïý åíüò ôÝôïéïõ äÝíôñïõ åßíáé ãíùóôü óáí ðñüâëçìá ôïõ ÅëÜ÷éóôïõ Åðéêáëýðôïíôïò

ÄÝíôñïõ (ÅÅÄ) êáé áðïôåëåß Ýíá ôõðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìáôïò õðïëïãéóôéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò

ìå ðïëëÝò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò (ð.÷. ó÷åäéáóìüò ïäéêþí êáé ôçëåðéêïéíùíéáêþí äéêôýùí).

¢óêçóç 3. ¸óôù G(v,E,w) Ýíá ãñÜöçìá ìå äéáöïñåôéêÜ âÜñç óôéò áêìÝò, êáé Ýóôù e∗ ç

(ìïíáäéêÞ) áêìÞ ìå ôï åëÜ÷éóôï âÜñïò (áöïý üëá ôá âÜñç åßíáé äéáöïñåôéêÜ, éó÷ýåé üôé

∀e ∈ E \ {e∗}, w(e∗) < w(e). Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå ÅÅÄ ôïõ G ðåñéÝ÷åé ôçí e∗.

Ëýóç. Ç áðüäåéîç åßíáé ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï. ¸óôù T Ýíá ÅÅÄ ôïõ G ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôçí e∗.

Ç ðñïóèÞêç ôçò e∗ óôï T äçìéïõñãåß áêñéâþò Ýíá êýêëï. ¸óôù e ìéá ïðïéáäÞðïôå áêìÞ áõôïý

ôïõ êýêëïõ. Ç áöáßñåóÞ ôçò ``óðÜåé'' ôïí êýêëï äåí åðçñåÜæåé ôç óõíåêôéêüôçôá. Óõíåðþò, ôï

(T + e∗) − e áðïôåëåß Ýíá åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G. ¼ìùò åßíáé w(e) > w(e∗), åðåéäÞ ç e∗

åßíáé ç ìïíáäéêÞ áêìÞ åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò, êáé ôï (T +e∗)−e Ý÷åé ìéêñüôåñï óõíïëéêü âÜñïò áðü

ôï T . Áõôü áðïôåëåß áíôßöáóç óôï ãåãïíüò üôé ôï T åßíáé Ýíá ÅÅÄ.

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìðïñåßôå íá áðïäåßîåôå üôé ç áêìÞ ìÝãéóôïõ âÜñïõò äåí

óõìðåñéëáìâÜíåôáé óå êáíÝíá ÅÅÄ ôïõ G êáé üôé ôï ÅÅÄ ôïõ G åßíáé ìïíáäéêü. ut
Óôç óõíÝ÷åéá ôçò åíüôçôáò, èá äéáôõðþóïõìå äýï áðïäïôéêïýò áëãüñéèìïõò ãéá ôïí

õðïëïãéóìü åíüò ÅÅÄ. Ïé áëãüñéèìïé âáóßæïíôáé óå ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôïõ ÅÅÄ ðïõ åßíáé

ãíùóôÞ êáé óáí éäéüôçôá ôùí âÝëôéóôùí åðéìÝñïõò ëýóåùí (optimal substructures).
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¸óôù T Ýíá ÅÅÄ ãéá ôï ãñÜöçìá G(V,E, w) ìå âÜñç óôéò áêìÝò, êáé Ýóôù e ìéá ïðïéáäÞðïôå

áêìÞ ôïõ T . Ç áöáßñåóç ôçò e áðü ôï T äçìéïõñãåß äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ¸óôù V1 êáé V2

ôá óýíïëá êïñõöþí ôùí äýï óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí, êáé Ýóôù T1 êáé T2 ôá äýï õðïäÝíôñá ôïõ

T − e. Ôüôå ôï T1 åßíáé Ýíá ÅÅÄ ôïõ åðáãþìåíïõ õðïãñáöÞìáôïò G(V1), ôï T2 åßíáé Ýíá ÅÅÄ

ôïõ åðáãþìåíïõ õðïãñáöÞìáôïò G(V2), êáé ç e åßíáé ìéá åëáöñýôåñç áêìÞ ôïõ (èåìåëéþäïõò ùò

ðñïò T ) óõíüëïõ ôïìÞò δ(V1, V2). Ãéá ôçí áðüäåéîç, áí õðïèÝóåôå üôé êÜôé áðü ôá ðáñáðÜíù äåí

éó÷ýåé, ðñïêýðôåé åýêïëá üôé õðÜñ÷åé åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G ìå ìéêñüôåñï óõíïëéêü âÜñïò

áðü ôï T . Áõôü öõóéêÜ åßíáé Üôïðï.

ÁõôÞ ç éäéüôçôá åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü åíüò ÅÅÄ áðü Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ ëåéôïõñãåß

áõîçôéêÜ êáé áêïëïõèåß ôç ìÝèïäï ôçò áðëçóôßáò. Ï áëãüñéèìïò äéáôçñåß Ýíá äÜóïò ∆ ôï ïðïßï

áðïôåëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ1. Áñ÷éêÜ, ôï äÜóïò åßíáé êåíü. Óå êÜèå âÞìá ðñïóôßèåôáé óôï

äÜóïò ∆ ìßá áêìÞ ìå ôçí ðñïóèÞêç ôçò ïðïßáò ôï ∆ ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ. Èá ëÝìå

áõôÝò ôéò áêìÝò áóöáëåßò ãéá ôï ∆. Ï áëãüñéèìïò ïëïêëçñþíåôáé üôáí ôï ∆ áðïêôÞóåé n − 1
áêìÝò, ïðüôå áðïôåëåß Ýíá ÅÅÄ.

Ìéá áêìÞ e åßíáé áóöáëÞò ãéá ôï ∆ üôáí (á) áí ôï ∆ åßíáé äÜóïò, ôï ∆ ∪ {e} ðáñáìÝíåé
äÜóïò (äçëáäÞ åîáêïëïõèåß íá åßíáé Üêõêëï), êáé (â) áí ôï ∆ åßíáé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ, ôüôå

êáé ôï ∆ ∪ {e} åßíáé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ.

Ç ìéá äéáôýðùóç ôïõ ðáñáðÜíù ãåíéêïý áëãïñßèìïõ åßíáé:

MST(G(V,E, w))

∆← ∅;
while |∆| < |V | − 1 do

Âñåò ìéá áóöáëÞ áêìÞ e ãéá ôï ∆;

∆← ∆ ∪ {e};
return(∆);

Ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò áóöáëïýò áêìÞò, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå åðáãùãéêÜ üôé ï

óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÅÄ. Áñ÷éêÜ ôï ãñÜöçìá ÷ùñßò áêìÝò áðïôåëåß

õðïãñÜöçìá êÜèå ÅÅÄ ôïõ G. Áí óå êÜðïéï âÞìá ôï ∆ áðïôåëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ

(åðáãùãéêÞ õðüèåóç), ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò áóöáëïýò áêìÞò ôï ∆ ∪ {e} ðáñáìÝíåé

õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ. ¼ôáí ôï ∆ áðïêôÞóåé |V | − 1 áêìÝò, ôáõôßæåôáé ìå êÜðïéï ÅÅÄ.

Áõôü ðïõ áðïìÝíåé åßíáé íá äåßîïõìå ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áðïäïôéêÜ ìéá áóöáëÞ

áêìÞ óå êÜèå âÞìá ôïõ áëãüñéèìïõ. Ãéá áõôü ôï óêïðü, èá ÷ñçóéìïðïðïéÞóïõìå ôçí éäéüôçôá

ôùí âÝëôéóôùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. ¸óôù ìéá äéáìÝñéóç ôùí êïñõöþí ôïõ G óôá óýíïëá V1 êáé

V2, êáé Ýóôù δ(V1, V2) ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï ôïìÞò. ÊÜèå ÅÅÄ ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ

åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò áðü ôï δ(V1, V2). Èá áðïäåßîïõìå üôé üëåò ïé áêìÝò åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò ôïõ

óõíüëïõ ôïìÞò δ(V1, V2) åßíáé áóöáëåßò ãéá êÜèå ∆ ðïõ áðïôåëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ ôïõ G

êáé äåí ``äéáó÷ßæåé'' ôçí ôïìÞ (V1, V2) (äçë. äåí ðåñéÝ÷åé Üëëç áêìÞ ôïõ óõíüëïõ ôïìÞò δ(V1, V2)).

1 Õðåíèõìßæåôáé üôé üëá ôá åðéêáëýðôïíôá äÝíôñá åíüò ãñáöÞìáôïò ìå n êïñõöÝò Ý÷ïõí n− 1 áêìÝò. Ðáñáôçñåßóôå
üôé êÜèå õðïãñÜöçìá åíüò åðéêáëýðôïíôïò äÝíôñïõ åßíáé äÜóïò üôáí Ý÷åé ëéãüôåñåò áðü n − 1 áêìÝò êáé ãßíåôáé
åðéêáëýðôïí äÝíôñï üôáí áðïêôÞóåé áêñéâþò n− 1 áêìÝò.
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p

u

v

x

y

V1

V2

Ó÷Þìá 1. ÕðÜñ÷åé ÅÅÄ ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò ôïõ óõíüëïõ ôïìÞò δ(V1, V2).

Èåþñçìá 3. ¸óôù G(V,E, w) óõíåêôéêü ãñÜöçìá ìå âÜñç óôéò áêìÝò, Ýóôù V1, V2 ìéá äéáìÝñéóç

ôùí êïñõöþí ôïõ G, êáé Ýóôù ∆ Ýíá õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ ôïõ

óõíüëïõ δ(V1, V2). ÊÜèå áêìÞ åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò ôïõ δ(V1, V2) áðïôåëåß áóöáëÞ áêìÞ ãéá ôï ∆.

Áðüäåéîç. ¸óôù T Ýíá ÅÅÄ ôïõ G ôïõ ïðïßï ôï ∆ åßíáé õðïãñÜöçìá, êáé Ýóôù e = {u, v} ìéá
áêìÞ åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò ôïõ óõíüëïõ δ(V1, v2). Áí ôï ∆ ∪ {e} ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá ôïõ T , ç

áêìÞ e åßíáé üíôùò áóöáëÞò ãéá ôï ∆. Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé ç e äåí áíÞêåé óôï T êáé ôï

∆∪ {e} äåí áðïôåëåß õðïãñÜöçìá ôïõ T . Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ÅÅÄ

T ′ ôïõ ïðïßïõ ôï ∆ ∪ {e} áðïôåëåß õðïãñÜöçìá.
¸óôù p ôï ìïíïðÜôé óýíäåóçò ôùí Üêñùí ôçò áêìÞò e, äçë. ôùí êïñõöþí u êáé v, óôï T . To

p + e áðïôåëåß êýêëï ãéáôß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ç e äåí áíÞêåé óôï T . Áöïý ôï Ýíá Üêñï ôçò e

áíÞêåé óôï V1 êáé ôï Üëëï áíÞêåé óôï V2 (Ýóôù u ∈ V1 êáé v ∈ V2), èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìéá

áêìÞ ôïõ p ðïõ áíÞêåé óôï δ(V1, V2) (äéáéóèçôéêÜ, ôï p ðñÝðåé íá ``äéáó÷ßæåé'' ôçí ôïìÞ V1, V2).

¸óôù e′ = {x, y} áõôÞ ç áêìÞ (âë. Ó÷Þìá 1).

Ôï T ′ = (T + e) − e′ áðïôåëåß Ýíá åðéêáëýðôïí äÝíôñï ôïõ G åðåéäÞ ç áöáßñåóç ôçò e′

áðü ôï T + e ``óðÜåé'' ôïí êýêëï p + e ÷ùñßò íá åðçñåÜæåé ôç óõíåêôéêüôçôá. Åðßóçò, ôï ∆ åßíáé

õðïãñÜöçìá ôïõ T − e′ ãéáôß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ôï ∆ äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ ôïõ óõíüëïõ

δ(V1, V2). Óõíåðþò, ôï ∆ ∪ {e} áðïôåëåß õðïãñÜöçìá ôïõ T ′.

Áöïý õðïèÝóáìå üôé ç e åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò ôïõ δ(V1, V2) êáé üôé e′ ∈ δ(V1, V2),
åßíáé ôï âÜñïò ôçò e åßíáé ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ âÜñïõò ôçò e′. Óõíåðþò, ôï óõíïëéêü âÜñïò ôïõ

T ′ äåí îåðåñíÜ ôï óõíïëéêü âÜñïò ôïõ T êáé ôï T ′ áðïôåëåß Ýíá ÅÅÄ ôïõ G. Äåßîáìå ëïéðüí üôé

ôï ∆ ∪ {e} áðïôåëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÅÄ ôïõ G êáé åðïìÝíùò ç áêìÞ e áðïôåëåß ìéá áóöáëÞ

áêìÞ ãéá ôï ∆. ut

3.1 Áëãüñéèìïò Kruskal

Ï áëãüñéèìïò ôïõ Kruskal åîåôÜæåé ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò ìßá-ðñïò-ìßá óå áýîïõóá óåéñÜ

âÜñïõò êáé ðñïóèÝôåé óôï äÜóïò êÜèå áêìÞ ðïõ äåí ó÷çìáôßæåé êýêëï ìå ôéò Þäç õðáñ÷ïõóåò.
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MST-Kruskal(G(V,E, w))

¸óôù üôé ïé áêìÝò åßíáé ôáîéíïìçìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò,

äçë. w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).
∆← ∅; i← 1;
while |∆| < |V | − 1 and i ≤ m do

if ∆ ∪ {ei} äåí Ý÷åé êýêëï then

∆← ∆ ∪ {ei};
i← i + 1;

return(∆);

Ç õëïðïßçóç ôïõ áëãüñéèìïõ áðáéôåß Ýíáí áëãüñéèìï ôáîéíüìçóçò ôùí áêìþí óå áýîïõóá

óåéñÜ âÜñïõò êáé ìéá äïìÞ äéá÷åßñéóçò îÝíùí óõíüëùí ðïõ ãéá ôïí Ýëåã÷ï áí ç ðñïóèÞêç ìéáò

áêìÞò äçìéïõñãåß êýêëï. Ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß þóôå íá Ý÷åé ÷ñüíï åêôÝëåóçò

÷åéñüôåñçò ðåñßðôùóçò Θ(m log m).
Ãéá ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãüñéèìïõ, ðáñáôçñïýìå üôé áí ç ðñïóèÞêç ôçò áêìÞò ei äåí

äçìéïõñãåß êýêëï óôï ∆, ðñÝðåé íá ``äéáó÷ßæåé'' ìéá ôïìÞ ôçí ïðïßá äåí ``äéáó÷ßæåé'' ôï ∆. Áöïý

åîåôÜæïõìå ôéò áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò, ç áêìÞ ei Ý÷åé ôï åëÜ÷éóôï âÜñïò áðü üëåò ôéò

áêìÝò ðïõ ``äéáó÷ßæïõí'' ôçí ßäéá ôïìÞ. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 3, êÜèå áêìÞ ðïõ ðñïóôßèåôáé

åßíáé áóöáëÞò ãéá ôï ∆. ¢ñá ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÅÄ ôïõ G.

3.2 Áëãüñéèìïò Prim

Ï áëãüñéèìïò ôïõ Prim äéáôçñåß Ýíá äÝíôñï ðïõ êáëýðôåé Ýíá õðïóýíïëï ôùí êïñõöþí.

Ï áëãüñéèìïò îåêéíÜåé áðü ìéá ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ ìå Ýíá áñ÷éêÜ êåíü äÝíôñï. Óå êÜèå

åðáíÜëçøç, ï áëãüñéèìïò ðñïóèÝôåé óôï äÝíôñï ôçí åëáöñýôåñç áêìÞ ðïõ óõíäÝåé ìéá êïñõöÞ

åíôüò ìå ìéá êïñõöÞ åêôüò ôïõ äÝíôñïõ. Ï áëãüñéèìïò ôåñìáôßæåé Ýðåéôá áðü n− 1 åðáíáëÞøåéò

êáé åðéóôñÝöåé Ýíá ÅÅÄ ôïõ G.

Ï áëãüñéèìïò ôïõ Prim ìðïñåß íá õëïðïéçèåß þóôå íá Ý÷åé ÷ñüíï åêôÝëåóçò ÷åéñüôåñçò

ðåñßðôùóçò Θ(m + n log n). Áõôüò ï ÷ñüíïò åßíáé áóõìðôùôéêÜ ìéêñüôåñïò áðü ôï ÷ñüíï

åêôÝëåóçò ôïõ áëãüñéèìïõ ôïõ Kruskal ãéá ðõêíÜ ãñáöÞìáôá, äçë. ãñáöÞìáôá ìå ðïëëÝò áêìÝò.

Ãéá ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãüñéèìïõ ôïõ Prim, ðáñáôçñïýìå üôé ç áêìÞ ðïõ ðñïóôßèåôáé óå êÜèå

åðáíÜëçøç (á) äåí äçìéïõñãåß êýêëï ãéáôß óõíäÝåé ìéá êïñõöÞ åíôüò ìå ìéá êïñõöÞ åêôüò ôïõ

äÝíôñïõ, êáé (â) åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éóôïõ âÜñïõò ðïõ ``äéáó÷ßæåé'' ôçí ôïìÞ ðïõ äçìéïõñãåßôáé

áðü ôéò êïñõöÝò åíôüò ôïõ äÝíôñïõ êáé ôéò êïñõöÝò åêôüò ôïõ äÝíôñïõ. Áðü ôï Èåþñçìá 3, ç

áêìÞ ðïõ ðñïóôßèåôáé åßíáé áóöáëÞò ãéá ôï äÝíôñï êáé ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÅÄ.
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