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1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

¸íá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï (planar) áí ìðïñåß íá áðïôõðùèåß / ``æùãñáöéóôåß'' óôï åðßðåäï

÷ùñßò íá äéáóôáõñþíïíôáé ïé áêìÝò ôïõ. ÊÜèå åðßðåäç áðïôýðùóç åíüò (åðßðåäïõ) ãñáöÞìáôïò

ïñßæåé ``êëåéóôÝò ðåñéï÷Ýò'' ðïõ ïíïìÜæïíôáé üøåéò (faces) ôïõ ãñáöÞìáôïò. ÔõðéêÜ, äåäïìÝíçò

ìéáò åðßðåäçò áðïôýðùóçò åíüò ãñáöÞìáôïò, üøç ïíïìÜæåôáé êÜèå ðåñéï÷Þ ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ

ðåñéïñßæåôáé áðü áêìÝò êáé äåí ìðïñåß íá ÷ùñéóôåß óå ìéêñüôåñåò üøåéò. Ïé åóùôåñéêÝò üøåéò

(interior faces) ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé ðåðåñáóìÝíåò. Ç åîùôåñéêÞ üøç (exterior face) åßíáé

áðåñéüñéóôç êáé ðåñéëáìâÜíåé ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ åêôåßíåôáé åêôüò ôçò

áðïôýðùóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò.

ÊÜèå áêìÞ åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìáôïò óõììåôÝ÷åé óå äýï ôï ðïëý üøåéò. Áí ìßá áêìÞ áíÞêåé

óå êýêëï, áõôÞ áðïôåëåß óýíïñï / óõììåôÝ÷åé óå äýï üøåéò. Áí ìßá áêìÞ äåí áíÞêåé óå êýêëï,

áõôÞ óõììåôÝ÷åé óå ìßá üøç. ÊÜèå Üêõêëï åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ìüíï ìßá üøç, ôçí åîùôåñéêÞ.

Ðáñáôçñåßóôå åðßóçò üôé áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï, êÜèå õðïãñÜöçìá ôïõ åßíáé åðßóçò

åðßðåäï.

2 Ï Ôýðïò ôïõ Euler

¸óôù óõíåêôéêü åðßðåäï ãñÜöçìá G (ü÷é áðáñáßôçôá áðëü) ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, êáé f üøåéò.

Ï ôýðïò ôïõ Euler óõíäÝåé áõôÝò ôéò ôñåéò ðïóüôçôåò:

n + f = m + 2

Ï ôýðïò ôïõ Euler ãåíéêåýåôáé êáé ãéá ìç óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá, áëëÜ áõôü åßíáé åêôüò ôùí

ïñßùí ôçò ýëçò ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá. Ìéá óçìáíôéêÞ óõíÝðåéá ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler (áðü

ôéò ðïëëÝò) åßíáé üôé ï áñéèìüò ôùí üøåùí åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ

ãñáöÞìáôïò êáé äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí áðïôýðùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò óôï åðßðåäï (ãéá óõíåêôéêÜ

ãñáöÞìáôá, ï áñéèìüò ôùí üøåùí åßíáé ðÜíôá f = m− n + 2 áíåîÜñôçôá ôçò áðïôýðùóçò).

¸íáò ôñüðïò íá áðïäåé÷èåß ï ôýðïò ôïõ Euler åßíáé ìå åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí üøåùí

ôïõ ãñáöÞìáôïò1. Áí ôï ãñÜöçìá Ý÷åé ìßá ìüíï üøç (ôçí åîùôåñéêÞ), ôüôå áõôü åßíáé Üêõêëï êáé

óõíåêôéêü, äçëáäÞ äÝíôñï. Ï ôýðïò Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé n = m+1. ÕðïèÝôïõìå åðáãùãéêÜ
üôé ï ôýðïò ôïõ Euler éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíåêôéêü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå f ôï ðïëý üøåéò. ¸óôù

1 Ç áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéåß Ýííïéåò ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå ãéá ðñþôç öïñÜ óôçí ýëç ôùí äÝíôñùí. Ìðïñåßôå ëïéðüí
íá ôçí ðáñáëåßøåôå óå áõôÞ ôç öÜóç. Åßíáé üìùò êáëü íá åðéóôñÝøåôå óå áõôÞ üôáí èá Ý÷åôå ìåëåôÞóåé ôéò âáóéêÝò
éäéüôçôåò ôùí äÝíôñùí.



ïðïéïäÞðïôå óõíåêôéêü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, êáé f + 1 üøåéò. ÐñÝðåé íá

äåßîïõìå üôé n + (f + 1) = m + 2.
Áöïý ôï ãñÜöçìá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 2 üøåéò, ðñÝðåé íá Ý÷åé Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí êýêëï êáé Üñá

ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áêìÞ ðïõ äåí åßíáé ãÝöõñá2. Ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò e ðïõ áíÞêåé óå êýêëï

ìåéþíåé ôïí áñéèìü ôùí üøåùí êáôÜ 1 (ïé äýï üøåéò ðïõ ÷ùñßæïíôáé áðü ôçí e åíþíïíôáé óå

ìßá), ìåéþíåé ôïí áñéèìü ôùí áêìþí êáôÜ 1, åíþ äåí åðçñåÜæåé ôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí, ôç

óõíåêôéêüôçôá, êáé ôçí åðéðåäüôçôá. ÅðïìÝíùò, ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí áöáßñåóç

ôçò e åßíáé óõíåêôéêü êáé åðßðåäï, êáé Ý÷åé n êïñõöÝò, m − 1 áêìÝò, êáé f üøåéò. Áðü ôçí

åðáãùãéêÞ õðüèåóç, Ý÷ïõìå

n + f = (m− 1) + 2 ⇒ n + f + 1 = m + 2

üðùò áðáéôåßôáé.

Ï ôýðïò ôïõ Euler ãåíéêåýåôáé óå ãñáöÞìáôá ìå k óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. Óå êÜèå åðßðåäï

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, f üøåéò, êáé k óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò, éó÷ýåé üôé

n + f = m + k + 1

Ç áðüäåéîç ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ ôýðïõ ãßíåôáé áêñéâþò ìå ôïí ßäéï ôñüðï. Ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ

ôýðïõ ôïõ Euler ãéá ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðñïêýðôåé èÝôïíôáò k = 1 (êÜèå óõíåêôéêü ãñÜöçìá
Ý÷åé ìßá ìüíï óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá).

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ôýðï ôïõ Euler, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá

G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò Ý÷åé m ≤ 3n− 6 áêìÝò. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå

üôé ôï ãñÜöçìá G åßíáé óõíåêôéêü (áí äåí åßíáé ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå áêìÝò þóôå íá ãßíåé

óõíåêôéêü ðáñáìÝíïíôáò áðëü êáé åðßðåäï).

¸óôù f ï áñéèìüò ôùí üøåùí ôïõ G. Áöïý ôï ãñÜöçìá åßíáé áðëü, ï ìéêñüôåñïò êýêëïò Ý÷åé

ìÞêïò 3. ÊÜèå üøç ðåñéëáìâÜíåé ëïéðüí ôïõëÜ÷éóôïí 3 áêìÝò. ÅðïìÝíùò, ôï Üèñïéóìá ôùí áêìþí

üëùí ôùí üøåùí åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 3f . Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, êÜèå áêìÞ óõììåôÝ÷åé ôï ðïëý óå

äýï üøåéò. ÅðïìÝíùò, ôï Üèñïéóìá ôùí áêìþí üëùí ôùí üøåùí åßíáé ôï ðïëý 2m. ÓõíäõÜæïíôáò

ôéò äýï áíéóüôçôåò, Ý÷ïõìå

3f ≤ Üèñïéóìá áêìþí üëùí ôùí üøåùí ≤ 2m ⇒ f ≤ 2
3m

ÓõíäõÜæïíôáò ôïí ôýðï ôïõ Euler ìå ôçí ðáñáðÜíù áíéóüôçôá, Ý÷ïõìå

m + 2 = n + f ≤ n + 2
3m ⇒ 1

3m ≤ n− 2 ⇒ m ≤ 3n− 6

Ç áíéóüôçôá áõôÞ åßíáé áêñéâÞò (tight) áöïý êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé

üëåò ôïõ ôéò üøåéò ôñßãùíá (äçë. áðïôåëïýìåíåò áðü áêñéâþò 3 áêìÝò ôçí êáèåìßá) Ý÷åé áêñéâþò

3n− 6 áêìÝò.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ßäéá ìåèïäïëïãßá, ìðïñåßôå íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå áðëü äéìåñÝò

åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò Ý÷åé m ≤ 2n − 4 áêìÝò. Ç ìüíç äéáöïñïðïßçóç

2 Èõìßæïõìå üôé ãÝöõñá åßíáé êÜèå áêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé óå êýêëï. Ç áöáßñåóç ìéáò ãÝöõñáò áßñåé ôç óõíåêôéêüôçôá
ôïõ ãñáöÞìáôïò.
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åßíáé üôé áöïý ôï ãñÜöçìá åßíáé áðëü êáé äéìåñÝò3, ï ìéêñüôåñïò êýêëïò ôïõ Ý÷åé ìÞêïò 4. ¸ôóé

êÜèå üøç åíüò ôÝôïéïõ ãñáöÞìáôïò ðåñéëáìâÜíåé ôïõëÜ÷éóôïí 4 áêìÝò. Ìå ôçí ßäéá óõëëïãéóôéêÞ,

áðïäåéêíýïõìå üôé f ≤ m/2. Áíôéêáèéóôþíôáò óôïí ôýðï ôïõ Euler, ðáßñíïõìå ôï æçôïýìåíï.

¢óêçóç. ÊáôáóêåõÜóôå áðëÜ åðßðåäá ãñáöÞìáôá ìå 6 êïñõöÝò êáé 12 áêìÝò, êáé ìå 7 êïñõöÝò

êáé 15 áêìÝò. Åðßóçò êáôáóêåõÜóôå áðëü åðßðåäï äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå 8 êïñõöÝò êáé 12 áêìÝò.

ut

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá êïñõöÞ ìå âáèìü

ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 5.

Áöïý ï áñéèìüò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé ôï ðïëý 3n− 6, ôï Üèñïéóìá ôïõ âáèìïý üëùí

ôùí êïñõöþí äåí ìðïñåß íá îåðåñíÜ ôï 6n − 12. Óõíåðþò, õðÜñ÷åé ìßá êïñõöÞ ìå âáèìü ðïõ

äåí îåðåñíÜ ôï 5. (ÄéáöïñåôéêÜ, áò õðïèÝóïõìå üôé üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí âáèìü ìåãáëýôåñï Þ

ßóï ôïõ 6. Ôï ãñÜöçìá èá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 6n/2 = 3n áêìÝò. Áõôü åßíáé áíôßöáóç, áöïý êÜèå

áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ôï ðïëý 3n− 6 áêìÝò). ut

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï K5 êáé ôï K3,3 äåí åßíáé åðßðåäá.

Ôï K5 äåí åßíáé åðßðåäï ãéáôß åßíáé áðëü ãñÜöçìá êáé Ý÷åé 10 áêìÝò, áñéèìüò ðïõ îåðåñíÜ ôï

3 × 5 − 6 = 9. Ôï K3,3 äåí åßíáé åðßðåäï, ãéáôß åßíáé Ýíá áðëü äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå 9 áêìÝò,

áñéèìüò ðïõ îåðåñíÜ ôï 2× 6− 4 = 8. ut

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå ãñÜöçìá G ìå n ≥ 11 êïñõöÝò, åßôå ôï G åßôå ôï

óõìðëçñùìáôéêü ôïõ äåí åßíáé åðßðåäï.

¸óôù m ï áñéèìüò ôùí áêìþí ôïõ G êáé m′ ï áñéèìüò ôùí áêìþí ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý

ãñáöÞìáôïò. Áöïý ðñüêåéôáé ãéá óõìðëçñùìáôéêÜ ãñáöÞìáôá, åßíáé m + m′ = n(n − 1)/2.
Áí ôüóï ôï G üóï êáé ôï óõìðëçñùìáôéêü ôïõ åßíáé åðßðåäá, èá éó÷ýåé üôé m ≤ 3(n − 2) êáé

m′ ≤ 3(n− 2). ÐñïóèÝôïíôáò áõôÝò ôéò áíôéóüôçôåò êáôÜ ìÝëç, ðáßñíïõìå:

n(n− 1)/2 = m + m′ = 6(n− 2) ⇒ n2 − n ≤ 12n− 14 ⇒ n2 − 13n + 24 ≤ 0

Áõôü åßíáé Üôïðï ãéáôß ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá äåí éó÷ýåé ãéá êáíÝíá n ≥ 11. ut

3 ×áñáêôçñéóìüò Åðßðåäùí ÃñáöçìÜôùí - Ôï Èåþñçìá ôïõ Kuratowski

Áðëïðïßçóç óåéñÜò óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé ç ``ðáñÜëåéøç'' ìéáò êïñõöÞò âáèìïý 2 (äçë. äýï

áêìÝò áíÜìåóá óôéò ïðïßåò ðáñåìâÜëëåôáé ìßá êïñõöÞ âáèìïý 2 áíôéêáèßóôáíôáé áðü ìßá áêìÞ).

Ðáñáôçñåßóôå üôé ç áðëïðïßçóç óåéñÜò äåí åðçñåÜæåé ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ ãñáöÞìáôïò (äçë. ìéá

áðëïðïßçóç óåéñÜò äåí ìðïñåß íá êÜíåé åðßðåäï Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äåí åßíáé Þ ôï áíôßóôñïöï). Äýï

ãñáöÞìáôá åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ (homeomorphic) áí ìðïñïýí íá áðëïðïéçèïýí óå äýï éóïìïñöéêÜ

ãñáöÞìáôá äéåíåñãþíôáò ìüíï áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò. ÄéáéóèçôéêÜ, ôá ïìïéïìïñöéêÜ ãñáöÞìáôá

åßíáé ``ôïðïëïãéêÜ éóïäýíáìá''.

Ôï Èåþñçìá ôïõ Kuratowski åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêü ãéáôß ÷áñáêôçñßæåé ôçí êëÜóç ôùí

åðßðåäùí ãñáöçìÜôùí ìå âÜóç ôá äýï áðëïýóôåñá ìç-åðßðåäá ãñáöÞìáôá.

3 ¸íá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò áí êáé ìüíï áí äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñéôôïý ìÞêïõò. Óõíåðþò, Ýíá áðëü äéìåñÝò ãñÜöçìá
äåí Ý÷åé êýêëïõò ìÞêïõò ôñßá (ôñßãùíá).
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Èåþñçìá 1 (Èåþñçìá Kuratowski). ¸íá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï áí êáé ìüíï áí äåí ðåñéÝ÷åé

õðïãñÜöçìá ïìïéïìïñöéêü ìå ôï K5 Þ ôï K3,3.

Ìå áðëÜ ëüãéá, êÜèå ìç-åðßðåäï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé Ýíá õðïãñÜöçìá ``ôïðïëïãéêÜ

éóïäýíáìï'' ìå Ýíá áðü ôá äýï áðëïýóôåñá ìç-åðßðåäá ãñáöÞìáôá.

Ðþò äåß÷íïõìå üôé Ýíá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï. Áðïôõðþíïõìå / ``æùãñáößæïõìå'' ôï ãñÜöçìá

óôï åðßðåäï ÷ùñßò íá äéáóôáõñþíïíôáé ïé áêìÝò ôïõ.

Ðþò äåß÷íïõìå üôé Ýíá ãñÜöçìá äåí åßíáé åðßðåäï. Ãíùñßæïõìå Þäç äýï ôñüðïõò. Ï ðñþôïò åßíáé

íá äåßîïõìå üôé Ý÷åé ôüóï ðïëëÝò áêìÝò þóôå íá ðáñáâéÜæåé ôá ðïñßóìáôá ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler

(âë. áðüäåéîç üôé ôá K5 êáé K3,3 äåí åßíáé åðßðåäá). Ï äåýôåñïò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï

Èåþñçìá ôïõ Kuratowski.

¢óêçóç. Íá äåßîåôå üôé ôï óõìðëçñùìáôéêü ôïõ ãñáöÞìáôïò Petersen (Ó÷Þìá 5Ð.4, óåë. 217) äåí

åßíáé åðßðåäï.

Ôï ãñÜöçìá Petersen Ý÷åé 10 êïñõöÝò êáé 15 áêìÝò. Ôï óõìðëçñùìáôéêü ôïõ Ý÷åé åðßóçò 10

êïñõöÝò êáé 10×9
2 − 15 = 45− 15 = 30 áêìÝò. ¼ìùò 30 > 3× 10− 6 = 24 üðùò áðáéôåßôáé. ut

¢óêçóç. Íá äåßîåôå üôé ôï ãñÜöçìá Petersen (Ó÷Þìá 5Ð.4, óåë. 217) äåí åßíáé åðßðåäï.

Ôï ãñÜöçìá Petersen Ý÷åé 15 ≤ 24 áêìÝò êáé Üñá äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ãåãïíüò

üôé êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ôï ðïëý 3n−6 êïñõöÝò. Èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï

Èåþñçìá ôïõ Kuratowski Þ íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï ôïõ Euler óå óõíäõáóìü ìå ôï ãåãïíüò

üôé ôï ãñÜöçìá Petersen Ý÷åé êýêëïõò ìÞêïõò 5 Þ ìåãáëýôåñïõò. ut
¢óêçóç.¸óôù ãñáöÞìáôá G1 ìå n1 êïñõöÝò êáé m1 áêìÝò êáé G2 ìå n2 êïñõöÝò êáé m2 áêìÝò.

Áí ôá G1 êáé G2 åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ, íá äåßîåôå üôé n1 + m2 = n2 + m1.

Áöïý ôá G1 êáé G2 åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ, ìåôÜ áðü ôéò êáôÜëëçëåò áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò èá ðñÝðåé

íá êáôáëÞîïõí íá åßíáé éóïìïñöéêÜ ìå ôï ßäéï ãñÜöçìá G. ¸óôù üôé ôï G Ý÷åé n êïñõöÝò êáé

m áêìÝò. Ðáñáôçñþ üôé êÜèå áðëïðïßçóç óåéñÜò ìåéþíåé ôüóï ôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí üóï êáé

ôïí áñéèìü ôùí áêìþí êáôÜ 1. ÅðïìÝíùò, ïé áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò äåí ìåôáâÜëïõí ôç äéáöïñÜ

ôïõ áñéèìïý ôùí áêìþí áðü ôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. Áöïý ôï G ðñïêýðôåé

áðü ôï G1 ìå áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò, åßíáé m−n = m1−n1. Ïìïßùò ãéá ôï G2, n−m = m2−n2.

Åîéóþíïíôáò ôá äýï ìÝëç, Ý÷ïõìå m1 − n1 = m2 − n2 ⇒ n1 + m2 = n2 + m1. ut

4 ×ñùìáôéêüò Áñéèìüò ÃñáöçìÜôùí

(¸ãêõñïò) ÷ñùìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé êÜèå áíÜèåóç ÷ñùìÜôùí óôéò êïñõöÝò ôïõ

þóôå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ðïõ óõíäÝåôáé ìå áêìÞ íá Ý÷åé äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. Ï ÷ñùìáôéêüò

áñéèìüò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò ÷ñùìÜôùí ãéá ôïí ïðïßï õðÜñ÷åé Ýíáò

(Ýãêõñïò) ÷ñùìáôéóìüò ôïõ. Ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åíüò ãñáöÞìáôïò G óõìâïëßæåôáé ìå χ(G).
Óå Ýíáí Ýãêõñï ÷ñùìáôéóìü, ïé êïñõöÝò ìå ôï ßäéï ÷ñþìá óõãêñïôïýí Ýíá óýíïëï

áíåîáñôçóßáò (independent set) áöïý äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ìåôáîý ôïõò. ÊÜèå Ýãêõñïò

÷ñùìáôéóìüò äéáìåñßæåé ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò óå ôüóá óýíïëá áíåîáñôçóßáò (independent

sets) üóá êáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß. ÅðïìÝíùò, ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åíüò ãñáöÞìáôïò

åßíáé ï ìéêñüôåñïò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï ïé êïñõöÝò ôïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéóôïýí óå óýíïëá

áíåîáñôçóßáò. ¸íá ãñÜöçìá ìå ÷ñùìáôéêü áñéèìü k åßíáé äçëáäÞ Ýíá k-ìåñÝò (k-partite)

ãñÜöçìá.
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v

v1

v2

v3v4

v5

Ó÷Þìá 1. Ç êïñõöÞ v âáèìïý 5 êáé ïé ãåéôïíéêÝò ôçò êïñõöÝò.

Ôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá Ý÷ïõí ÷ñùìáôéêü áñéèìü 2. ÅðïìÝíùò, Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü

áñéèìü 2 áí êáé ìüíï áí äåí Ý÷åé êýêëïõò ìå ðåñéôôü ìÞêïò. Åðßóçò åßíáé χ(Kn) = n, χ(Kn−v) =

n− 1 ãéá êÜèå êïñõöÞ v, χ(Kn) = 1, êáé χ(Cn) =

{
2 áí n Üñôéïò

3 áí n ðåñéôôüò

Áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé êÜèå ãñÜöçìá ìå ìÝãéóôï âáèìü ∆ Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôï ðïëý

∆+1. Ç éäÝá åßíáé üôé ôá ∆+1 ÷ñþìáôá åßíáé áñêåôÜ ãéá íá ÷ñùìáôßóïõìå ìéá êïñõöÞ êáé ôïõò

ãåéôüíïõò ôçò ìå äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá. ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò ðïõ åîåôÜæåé ôéò êïñõöÝò ìßá-

ðñïò-ìßá êáé ÷ñùìáôßæåé êÜèå êïñõöÞ ìå ôï ìéêñüôåñï äéáèÝóéìï ÷ñþìá õðïëïãßæåé Ýíá (Ýãêõñï)

÷ñùìáôéóìü ôùí êïñõöþí ìå ü÷é ðåñéóóüôåñá áðü ∆ + 1 ÷ñþìáôá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå

ãñÜöçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá êëßêá ìåãÝèïõò k óáí õðïãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôïõëÜ÷éóôïí

k.

4.1 ×ñùìáôéêüò Áñéèìüò Åðßðåäïõ ÃñáöÞìáôïò

Ðñüóöáôá áðïäåß÷ôçêå ç äéÜóçìç åéêáóßá üôé êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá (éóïäýíáìá åðßðåäïò

÷Üñôçò) ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ìå 4 ÷ñþìáôá (4-color theorem). Åäþ èá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå

åðßðåäï ãñÜöçìá ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ìå 5 ôï ðïëý ÷ñþìáôá.

Èåþñçìá 2. ÊÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ìå 5 ôï ðïëý ÷ñþìáôá.

Proof. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ï

éó÷õñéóìüò åßíáé ôåôñéìÝíá áëçèÞò áí ôï ãñÜöçìá Ý÷åé ìÝ÷ñé 5 êïñõöÝò. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝôïõìå

üôé ï éó÷õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n−1 ôï ðïëý êïñõöÝò. Èá äåßîïõìå

üôé ï éó÷õñéóìüò åßíáé áëçèÞò êáé êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò.

¸óôù G(V,E) áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò (áí ôï ãñÜöçìá äåí åßíáé áðëü,

ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå ôéò ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé ôïõò âñüã÷ïõò ãéáôß äåí ðáßæïõí êáíÝíá

ñüëï óôï ÷ñùìáôéóìü ãñáöçìÜôùí). Ãíùñßæïõìå üôé êÜèå áðëü ãñÜöçìá Ý÷åé ìéá êïñõöÞ ìå

âáèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 5. ¸óôù v ìéá êïñõöÞ ôïõ G ìå âáèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 5, êáé

v1, v2, . . . , v5 ïé ãåßôïíåò ôïõ v (ç áñßèìçóç ãßíåôáé óôç öïñÜ ôùí äåéêôþí ôïõ ñïëïãéïý, âë.

Ó÷Þìá 1). Áöáéñþíôáò ôç v ðñïêýðôåé Ýíá åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n − 1 êïñõöÝò ðïõ ìðïñåß íá

÷ñùìáôéóôåß ìå 5 ÷ñþìáôá áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç. Èåùñïýìå Ýíáí ôÝôïéï ÷ñùìáôéóìü ôïõ

ãñáöÞìáôïò G \ v.
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Áí õðÜñ÷ïõí äýï ãåßôïíåò ôçò v ìå ôï ßäéï ÷ñþìá, ôüôå ÷ñùìáôßæïõìå ôç v ìå ôï ÷ñþìá ðïõ

äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü ôïõò ãåéôüíïõò ôçò êáé ïëïêëçñþíù ôï ÷ñùìáôéóìü ôïõ G ìå 5 ÷ñþìáôá.

¸óôù ëïéðüí üôé üëïé ïé ãåßôïíåò ôçò v Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá (õðïèÝôïõìå üôé ç êïñõöÞ

vi Ý÷åé ôï ÷ñþìá i, i = 1, . . . , 5).
Áí ïé êïñõöÝò v1 êáé v3 äåí óõíäÝïíôáé ìå ìïíïðÜôé óôï åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá G1,3 ðïõ

ïñßæåôáé áðü ôéò êïñõöÝò ìå ÷ñþìáôá 1 êáé 3, ôüôå ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå áìïéâáßá ôá ÷ñþìáôá

ôùí êïñõöþí óôç óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ G1,3 ðïõ áíÞêåé ç êïñõöÞ v1 (äçë. êÜèå êïñõöÞ ôçò

óõãêåêñéìÝíçò óõíåêôéêÞò óõíéóôþóáò ôïõ G1,3 ðïõ Ý÷åé ÷ñþìá 1 ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá 3,

êáé êÜèå êïñõöÞ ÷ñþìáôïò 3 ÷ñùìáôßæåôáé 1). Ôþñá ç êïñõöÞ v1 Ý÷åé ÷ñþìáôá 3 êáé ìðïñïýìå

íá ÷ñùìáôßóïõìå ôçí êïñõöÞ v ìå ôï ÷ñþìá 1.

¸óôù ëïéðüí üôé ïé êïñõöÝò v1 êáé v3 óõíäÝïíôáé ìå ìïíïðÜôé óôï G1,3. Ëüãù ôçò

åðéðåäüôçôáò ôïõG, ïé êïñõöÝò v2 êáé v4 äåí óõíäÝïíôáé ìå ìïíïðÜôé óôï åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá

G2,4 ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò êïñõöÝò ìå ÷ñþìáôá 2 êáé 4. ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå

áìïéâáßá ôá ÷ñþìáôá ôùí êïñõöþí óôç óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ G2,4 ðïõ áíÞêåé ç êïñõöÞ v2

êáé íá ÷ñùìáôßóïõìå ôçí êïñõöÞ v ìå ôï ÷ñþìá 2. ut
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