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1 Âáóéêïß Ïñéóìïß êáé Ïñïëïãßá

¸óôù ãñÜöçìá G(V,E). ¸íá åðéêáëýðôïí (spanning) õðïãñÜöçìá üðïõ üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí

âáèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ k ïíïìÜæåôáé k-ðáñÜãïíôáò ôïõ G (k-factor). ¸íáò k-ðáñÜãïíôáò

ïíïìÜæåôáé ôÝëåéïò (perfect) üôáí üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí âáèìü áêñéâþò k. Ïé ðéï óçìáíôéêïß

ðáñÜãïíôåò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé ïé 1-ðáñÜãïíôåò êáé ïé 2-ðáñÜãïíôåò.

Ìéá äéáìÝñéóç ôùí êïñõöþí ôïõ G óå áðëïýò êýêëïõò êáé áðëÜ ìïíïðÜôéá óõíéóôÜ Ýíáí

2-ðáñÜãïíôá. Ìéá äéáìÝñéóç ôùí êïñõöþí ôïõ G óå êýêëïõò óõíéóôÜ Ýíáí ôÝëåéï 2-ðáñÜãïíôá.

¸íáò êýêëïò Hamilton áðïôåëåß Ýíáí ôÝëåéï 2-ðáñÜãïíôá (êáé ìÜëéóôá óõíåêôéêü). Áíôßóôñïöá,

êÜèå óõíåêôéêüò ôÝëåéïò 2-ðáñÜãïíôáò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé êýêëïò Hamilton. ÅðïìÝíùò, ï

õðïëïãéóìüò ôïõ ôÝëåéïõ 2-ðáñÜãïíôá ìå ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü êýêëùí/óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí

áðïôåëåß éóïäýíáìï ðñüâëçìá ìå ôï íá áðïöáíèïýìå áí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton.

Ïé 1-ðáñÜãïíôåò ôïõ G ïíïìÜæïíôáé ôáéñéÜóìáôá (matchings). Éóïäýíáìá, Ýíá õðïóýíïëï

áêìþí M ⊆ E ïíïìÜæåôáé ôáßñéáóìá ôïõ G üôáí êÜèå êïñõöÞ åöÜðôåôáé óå ìßá ôï ðïëý áêìÞ

ôïõ M (ìå áðëÜ ëüãéá, ïé áêìÝò ôïõ M äåí Ý÷ïõí êïéíÜ Üêñá). Èá ëÝìå üôé ìéá êïñõöÞ ðïõ

åöÜðôåôáé óå áêìÞ ôïõ M Ý÷åé ôáßñé Þ åßíáé ôáéñéáóìÝíç (matched) óôï M . Ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí

Ý÷åé ôáßñé èá ëÝìå üôé åßíáé åëåýèåñç (free) óôï M .

ÔÝëåéá, ÌÝãéóôá, êáé ÌåãéóôïôéêÜ ÔáéñéÜóìáôá. ¸íá ôáßñéáóìá ïíïìÜæåôáé ôÝëåéï (perfect

matching) üôáí üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí ôáßñé óôï M . ¸íá ôáßñéáóìá ïíïìÜæåôáé ìÝãéóôï (maxi-

mum matching) áí äåí õðÜñ÷åé ôáßñéáóìá ìå ìåãáëýôåñï áñéèìü áêìþí. ÊÜèå ôÝëåéï ôáßñéáóìá

åßíáé ìÝãéóôï, áëëÜ ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé (íá äþóåôå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá). ¸íá

ôáßñéáóìá M ïíïìÜæåôáé ìåãéóôïôéêü (maximal) áí äåí õðÜñ÷åé áêìÞ óôï E \M (äçë. åêôüò M)

ðïõ íá Ý÷åé åëåýèåñåò êïñõöÝò óáí Üêñá.

Ðñüôáóç 1. ¸íá ôáßñéáóìá M åßíáé ìåãéóôïôéêü áí êáé ìüíï áí ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò óôï M

áðïôåëïýí Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ïñéóìïý ôïõ ìåãéóôïôéêïý ôáéñéÜóìáôïò. ut

Ç Ðñüôáóç 1 ðñïôåßíåé ôïí áêüëïõèï áðëü áëãüñéèìï ãéá ôïí õðïëïãéóìü åíüò ìåãéóôïôéêïý

ôáéñéÜóìáôïò. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå ôáßñéáóìá (ð.÷. êåíü óýíïëï áêìþí). Åíüóù

ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò ôáéñéÜóìáôïò äåí áðïôåëïýí óýíïëï áíåîáñôçóßáò,

ðñïóèÝôïõìå ìéá áêìÞ ìå åëåýèåñá Üêñá óôï ôáßñéáóìá.¼ôáí ïëïêëçñùèåß ï áëãüñéèìïò, Ý÷ïõìå

Ýíá ìåãéóôïôéêü ôáßñéáóìá.



ÅíáëëáêôéêÜ êáé ÅðáõîçôéêÜ ÌïíïðÜôéá. ¸óôù M ôáßñéáóìá óôï ãñÜöçìá G(V,E). ¸íá

ìïíïðÜôé ôïõ G ôïõ ïðïßïõ ïé áêìÝò åíáëëÜóóïíôáé óôá óýíïëá E \ M êáé M ïíïìÜæåôáé

åíáëëáêôéêü (alternating) ìïíïðÜôé ãéá ôï M . ¸íá åíáëëáêôéêü ìïíïðÜôé ìå Üêñá åëåýèåñåò

êïñõöÝò ïíïìÜæåôáé åðáõîçôéêü (augmenting) ìïíïðÜôé ãéá ôï M .

¸óôù p Ýíá åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôï M . ïé áêìÝò ôïõ p ðïõ äåí áíÞêïõí óôï M äåí Ý÷ïõí

êïéíÜ Üêñá, ãéáôß ïé áêìÝò ôïõ p \M êáé ôïõ M åíáëëÜóóïíôáé. ÅðïìÝíùò, ïé áêìÝò ôïõ p \M

áðïôåëïýí ôáßñéáóìá êáé êáëýðôïõí üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ p. Ïé áêìÝò ôïõ p \M åßíáé êáôÜ ìßá

ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò áêìÝò ôïõ p ∩ M , ãéáôß ôá äýï Üêñá ôïõ p åßíáé åëåýèåñåò êïñõöÝò. Ïé

ôáéñéáóìÝíåò êïñõöÝò óôï M \ (p ∩ M) åßíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò ôáéñéáóìÝíåò êïñõöÝò óôï

p \M , áöïý ôï M \ (p∩M) áðïôåëåßôáé áðü ôéò áêìÝò ôïõ M ðïõ äåí áíÞêïõí óôï p. Óõíåðþò,

ôï óýíïëï (M \ (p ∩M)) ∪ (p \M) áðïôåëåß ôáßñéáóìá óôï G êáé Ý÷åé |M |+ 1 áêìÝò (äçëáäÞ

ìßá áêìÞ ðåñéóóüôåñç áðü ôï M). Áðü ôï ãåãïíüò áõôü ðñïÝñ÷åôáé ç ïíïìáóßá ôïõ åðáõîçôéêïý

ìïíïðáôéïý.

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï óýíïëï (M \(p∩M))∪(p\M) ôáõôßæåôáé ìå ôï óýíïëï (M∪p)\(M∩p).
Ôï ôåëåõôáßï áðïôåëåß ôç ëåãüìåíç óõììåôñéêÞ äéáöïñÜ ôùí óõíüëùí M êáé p. Õðåíèõìßæïõìå

üôé ç óõììåôñéêÞ äéáöïñÜ ôùí óõíüëùí M êáé p óõìâïëßæåôáé ìå M ⊕p êáé áðïôåëåßôáé áðü üëá

ôá äéáöïñåôéêÜ óôïé÷åßá ôùí äýï óõíüëùí. ÊáôáëÞãïõìå ëïéðüí óôï áêüëïõèï óõìðÝñáóìá.

Ðñüôáóç 2. Ãéá êÜèå ôáßñéáóìá M êáé êÜèå åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé p ãéá ôï M , ôï M⊕p áðïôåëåß

ôáßñéáóìá ìå |M |+ 1 áêìÝò.

2 ×áñáêôçñéóìüò ÌÝãéóôùí ÔáéñéáóìÜôùí

Èåþñçìá 1 (Èåþñçìá ôïõ Berge). ¸íá ôáßñéáóìá M åßíáé ìÝãéóôï áí êáé ìüíï áí äåí õðÜñ÷åé

åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôï M .

Áðüäåéîç. ¸óôù M ôáßñéáóìá óôï ãñÜöçìá G(V,E). Éóïäýíáìá, èá áðïäåßîïõìå üôé ôï M äåí

åßíáé ìÝãéóôï áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôï M (áíôéèåôï-áíôéóôñïöÞ).

Áí õðÜñ÷åé åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé p ãéá ôï M , Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé (Ðñüôáóç 2) üôé ôï M⊕p

áðïôåëåß ôáßñéáóìá ìå ìéá áêìÞ ðåñéóóüôåñç áðü ôï M . Óõíåðþò, ôï M äåí åßíáé ìÝãéóôï.

Ãéá ôï áíôßóôñïöï, Ýóôù üôé ôï M äåí åßíáé ìÝãéóôï êáé Ýóôù Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá M ′ ãéá

ôï ãñÜöçìá G(V,E). Åî' ïñéóìïý åßíáé |M ′| > |M | (äçë. ôï M ′ Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áêìÝò áðü ôï

M). Óôï õðïãñÜöçìá G(V,M ∪ M ′), êÜèå êïñõöÞ Ý÷åé âáèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 2. ÄçëáäÞ,

ôï M ∪ M ′ åßíáé Ýíáò 2-ðáñÜãïíôáò ôïõ G. ¢ñá ôï G(V,M ∪ M ′) áðïôåëåßôáé áðü (áðëïýò)

êýêëïõò êáé (áðëÜ) ìïíïðÜôéá óôá ïðïßá ïé áêìÝò ôïõ M ′ åíáëëÜóóïíôáé ìå ôéò áêìÝò ôïõ M

(åðåéäÞ êáé ôá M ′ êáé M åßíáé ôáéñéÜóìáôá).

Ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå êýêëïò óôï G(V,M ∪ M ′) Ý÷åé ßäéï áñéèìü áêìþí áðü ôï M êáé

ôï M ′ êáé üôé ìüíï Ýíá ìïíïðÜôé ìðïñåß íá Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áêìÝò áðü êÜðïéï áðü ôá äýï

ôáéñéÜóìáôá. ÅðåéäÞ ëïéðüí ôï M ′ Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áêìÝò áðü ôï M , ôï G(V,M ∪M ′) ðñÝðåé
íá ðåñéÝ÷åé ìïíïðÜôé p óôï ïðïßï ïé áêìÝò ôïõ M ′ íá åßíáé ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò áêìÝò ôïõ M .

Áöïý óôï p åíáëëÜóóïíôáé ïé áêìÝò ôùí M ′ êáé M , ï ìüíïò ôñüðïò íá óõìâåß áõôü åßíáé ïé

áñ÷éêÞ êáé ôåëéêÞ áêìÞ ôïõ p íá áíÞêïõí óôï M ′.

ÅðïìÝíùò, ïé áêìÝò ôïõ p åíáëëÜóóïíôáé óôá E \M êáé M , êáé ôá Üêñá ôïõ p åßíáé åëåýèåñá

óôï M . ¢ñá ôï p åßíáé åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôï M óôï ãñÜöçìá G. ut
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Ôï Èåþñçìá ôïõ Berge ðñïôåßíåé ôçí áêüëïõèç ìåèïäïëïãßá õðïëïãéóìïý åíüò ìÝãéóôïõ

ôáéñéÜóìáôïò: ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå ôáßñéáóìá (ð.÷. ôï êåíü óýíïëï áêìþí Þ Ýíá

ìåãéóôïôéêü ôáßñéáóìá). ¸óôù M ôï ôñÝ÷ïí ôáßñéáóìá óå êÜèå âÞìá ôïõ áëãüñéèìïõ. Åíüóù ôï

M äåí åßíáé ìÝãéóôï ôáßñéáóìá, âñßóêïõìå Ýíá åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé p (ôï Èåþñçìá 1 åããõÜôáé

ôçí ýðáñîç åðáõîçôéêïý ìïíïðáôéïý). Áíôéêáèéóôïýìå ôï ôñÝ÷ïí ôáßñéáóìá ìå ôï M⊕p, ðïõ åßíáé

ôáßñéáóìá êáé Ý÷åé ìéá áêìÞ ðáñáðÜíù. ¼ôáí ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ïëïêëçñùèåß, Ý÷ïõìå Ýíá

ìÝãéóôï ôáßñéáóìá.

Äõóôõ÷þò, ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Berge äåí åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ áöïý äåí

ðåñéãñÜöåé ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå Ýíá åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá Ýíá ôáßñéáóìá ðïõ

äåí åßíáé ìÝãéóôï.

3 ÔÝëåéá ÔáéñéÜóìáôá óå ÄéìåñÞ ÃñáöÞìáôá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, èá áðïäåßîïõìå ôï Èåþñçìá ôïõ Hall ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôá ôÝëåéá

ôáéñéÜóìáôá óå äéìåñÞ ãñáöÞìáôá ìå ßäéï áñéèìü êïñõöþí óôá äýï ìÝñç. Ç áðüäåéîç ôïõ

ÈåùñÞìáôïò ôïõ Hall åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ êáé åðéôñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå Ýíá ôÝëåéï ôáßñéáóìá

Þ íá ðéóôïðïéÞóïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé.

Ãéá ôç äéáôýðùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Hall, ÷ñåéáæüìáóôå ôïí áêüëïõèï óõìâïëéóìü. ¸óôù

ãñÜöçìá G(V,E), êáé Ýóôù S ⊆ V Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí ôïõ. Óõìâïëßæïõìå ìå Γ (S) ôï

óýíïëï ôùí êïñõöþí ðïõ óõíäÝïíôáé ìå êïñõöÝò óôï S. ÔõðéêÜ, Γ (S) = {v ∈ V : ∃u ∈
S, {u, v} ∈ E}. Ôï óýíïëï Γ (S) ïíïìÜæåôáé ãåéôïíéÜ ôïõ S. ¸óôù M Ýíá ôáßñéáóìá óôï äéìåñÝò

ãñÜöçìá G(X, Y,E), êáé Ýóôù S Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí ôïõ X (áíôßóôïé÷á ôïõ Y ) ðïõ åßíáé

ôáéñéáóìÝíåò óôï M . Óõìâïëßæïõìå ìå M(S) ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí ôïõ Y (áíôßóôïé÷á ôïõ X)

ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ S áðü ôéò áêìÝò ôïõ M (äçë. ôá ``ôáßñéá'' ôùí êïñõöþí ôïõ S

óôï M). Áöïý êÜèå êïñõöÞ ôïõ S Ý÷åé ôáßñé óôï M , åßíáé |M(S)| = |S|.

Èåþñçìá 2 (Èåþñçìá ôïõ Hall). ¸óôù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X, Y,E) ìå |X| = |Y |. Ôï ãñÜöçìá

G Ý÷åé ôÝëåéï ôáßñéáóìá áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå S ⊆ X , |Γ (S)| ≥ |S|.

Áðüäåéîç. ¸óôù M ôÝëåéï ôáßñéáóìá óôï G. Ãéá êÜèå S ⊆ X , åßíáé |M(S)| = |S| åðåéäÞ ôï M

åßíáé ôÝëåéï êáé üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ S åßíáé ôáéñéáóìÝíåò. Ï áñéèìüò üëùí ôùí ãåéôüíùí ôïõ S

äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü |M(S)|. ÔõðéêÜ, |Γ (S)| ≥ |S| üðùò áðáéôåß ôï èåþñçìá.

Ãéá ôï áíôßóôñïöï, Ýóôù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X, Y,E) ìå |X| = |Y | ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé

üôé ∀S ⊆ X, |Γ (S)| ≥ |S|. Ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå Üôïðï, õðïèÝôïõìå üôé ôï G äåí Ý÷åé

ôÝëåéï ôáßñéáóìá. ¸óôù ëïéðüí M Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá ôïõ G, ôï ïðïßï áðü ôçí õðüèåóç

ðïõ êÜíáìå äåí åßíáé ôÝëåéï. ¸óôù w ∈ X ìéá åëåýèåñç êïñõöÞ óôï M . Áöïý |X| = |Y |,
õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá åëåýèåñç êïñõöÞ óôï Y . Èá êáôáëÞîïõìå óå Üôïðï êáôáóêåõÜæïíôáò

åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôï M ðïõ îåêéíÜåé áðü ôç w êáé êáôáëÞãåé óå åëåýèåñç êïñõöÞ ôïõ Y .

Áõôü âñßóêåôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç üôé ôï M åßíáé ìÝãéóôï (âë. Èåþñçìá 1).

Èá ðåñéãñÜøïõìå ôç äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò ôïõ åðáõîçôéêïý ìïíïðáôéïý. Áñ÷éêÜ Ýóôù Y0 =
∅. Ç äéáäéêáóßá åîåëßóåôáé óå öÜóåéò ðïõ áñéèìïýíôáé ìå ôï äåßêôç i = 0, 1, 2, . . .. Ç äéáäéêáóßá

ïëïêëçñþíåôáé óôç öÜóç i áí ôï Yi ðåñéÝ÷åé åëåýèåñç êïñõöÞ. ÄéáöïñåôéêÜ óõíå÷ßæåé óôçí

åðüìåíç öÜóç èÝôïíôáò Xi+1 = M(Yi) ∪ {w} êáé Yi+1 = Γ (Xi+1).
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Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôï Xi+1 ÷ñçóéìïðïéïýìå áêìÝò ôïõ M êáé üôé ïé

êïñõöÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé ðñþôç öïñÜ óôï Yi+1 óõíäÝïíôáé ìå áõôÝò ôïõ Xi+1 ìå áêìÝò åêôüò

ôïõ M . Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ï ìïíáäéêüò ôñüðïò íá ïëïêëçñùèåß áõôÞ ç äéáäéêáóßá åßíáé íá

êáôáëÞîïõìå óå åëåýèåñç êïñõöÞ ôïõ Y .

Èá äåßîïõìå üôé áõôÞ ç äéáäéêáóßá äåí ìðïñåß íá óõíå÷ßæåôáé ãéá ðÜíôá. ¸óôù yi = |Yi|
êáé xi = |Xi| ïé ðëçèÜñéèìïé ôùí óõíüëùí Yi êáé Xi óå êÜèå öÜóç. Áñ÷éêÜ åßíáé y0 = 0 êáé

x1 = 1. Ï ðëçèÜñéèìïò ôïõ óõíüëïõ Yi áõîÜíåôáé üôáí ôï Yi äåí ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò êïñõöÝò.

Áñ÷éêÜ, y0 = 0. Ãéá êÜèå öÜóç i, i = 0, 1, . . ., åßíáé xi+1 = yi + 1 åðåéäÞ Xi+1 = M(Yi) ∪ {w}.
Õðåíèõìßæïõìå üôé |M(Yi)| = |Yi| åðåéäÞ ôï Yi äåí ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò êïñõöÝò êáé üôé ôï w

åßíáé åëåýèåñç êïñõöÞ (Üñá äåí áíÞêåé óôï M(Yi)). Åðßóçò, åßíáé yi+1 ≥ xi+1 = yi + 1 > yi

ãéáôß Yi+1 = Γ (Xi+1) êáé éó÷ýåé üôé |Γ (S)| ≥ |S| ãéá êÜèå S ⊆ X .

Áöïý ôï óýíïëï Yi ìåãáëþíåé óå êÜèå öÜóç êáé ôï |Y | åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ç ðáñáðÜíù

äéáäéêáóßá èá ïëïêëçñùèåß êáôáëÞãïíôáò óå ìéá åëåýèåñç êïñõöÞ v ∈ Y . Ïëïêëçñþíïõìå ôçí

áðüäåéîç äåß÷íïíôáò üôé ôï ìïíïðÜôé áðü ôçí w óôç v áðïôåëåß Ýíá åíáëëáêôéêü ìïíïðÜôé, Üñá

êáé Ýíá åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé áöïý Ý÷åé äýï åëåýèåñá Üêñá.

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá äçìéïõñãåß Ýíá äÝíôñï åíáëëáêôéêþí ìïíïðáôéþí1 ìå ñßæá (åðßðåäï

0) ôçí êïñõöÞ w, óôï ðñþôï åðßðåäï ôéò êïñõöÝò ôïõ Y1, óôï äåýôåñï åðßðåäï ôéò êïñõöÝò ôïõ

M(Y1), óôï ôñßôï åðßðåäï ôéò êïñõöÝò ôïõ Y2\Y1, óôï ôÝôáñôï åðßðåäï ôçò êïñõöÝò ôïõM(Y2\Y1),
êáé ãåíéêÜ, óôï åðßðåäï 2i − 1 ôéò êïñõöÝò ôïõ Yi \ (

⋃i−1
j=1 Yj) (äçëáäÞ ôéò êïñõöÝò ôïõ Y ðïõ

åìöáíßóôçêáí ãéá ðñþôç öïñÜ óôï Yi) êáé óôï åðßðåäï 2i ôéò êïñõöÝò ôïõ M(Yi(
⋃i−1

j=1 Yj))
(äçëáäÞ ôá ``ôáßñéá'' ôùí íÝùí êïñõöþí ôïõ Yi). ¼ëá ôá ìïíïðÜôéá óå áõôü ôï äÝíôñï åßíáé

åíáëëáêôéêÜ ãéáôß ïé áêìÝò áðü ôï åðßðåäï 2(i− 1) óôï åðßðåäï 2i− 1 äåí áíÞêïõí óôï M êáé

ïé áêìÝò áðü ôï åðßðåäï 2i− 1 óôï åðßðåäï 2i áíÞêïõí óôï M . ¸÷ïõìå áðïäåßîåé üôé ôï äÝíôñï

áõôü óõíå÷ßæåé íá ìåãáëþíåé (äçë. óå êÜèå öÜóç ðñïóôßèåíôáé íÝåò êïñõöÝò óôï Yi) ìÝ÷ñé íá

öôÜóïõìå óå ìéá åëåýèåñç êïñõöÞ v ∈ Y .

¼ìùò ôï ìïíïðÜôé áðü ôç w ∈ X óôç v ∈ Y åßíáé åíáëëáêôéêü êáé Ý÷åé åëåýèåñá Üêñá.

¢ñá åßíáé åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôï M . Áõôü åßíáé Üôïðï áöïý õðïèÝóáìå üôé ôï M åßíáé Ýíá

ìÝãéóôï ôáßñéáóìá. ut

ÅðéóÞìáíóç. Ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôçí áêüëïõèç ðéï ãåíéêÞ

ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Hall ðïõ éó÷ýåé ãéá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá ìå äéáöïñåôéêü áñéèìü

êïñõöþí óôá äýï ìÝñç. ¸óôù äéìåñÝò ãñÜöçìáG(X, Y,E). ¸íá ôáßñéáóìá ïíïìÜæåôáéX-ôÝëåéï

(X-perfect) áí äåí áöÞíåé êáìßá êïñõöÞ ôïõ X åëåýèåñç. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ

Hall åßíáé: ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X, Y,E) Ý÷åé X-ôÝëåéï ôáßñéáóìá áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå

S ⊆ X , |Γ (S)| ≥ |S|. ut

Ðáñáôçñïýìå üôé ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Hall åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ. ¸óôù

G(X, Y,E) äéìåñÝò ìå |X| = |Y |. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ïðïéáäÞðïôå ôáßñéáóìá óôï G(X, Y,E)
(ð.÷. Ýíá ìåãéóôïôéêü ôáßñéáóìá). ¸óôù M ôï ôñÝ÷ïí ôáßñéáóìá. Åíüóù ôï M äåí åßíáé ôÝëåéï,

1 Ôï äÝíôñï áõôü åßíáé ãíùóôü êáé óáí äÝíôñï åíáëëáêôéêþí ìïíïðáôéþí ôïõ M ìå ñßæá ôï w. ÊáôáóêåõÜæåôáé
ìå ÁíáæÞôçóç Ðñþôá óå ÐëÜôïò (îåêéíþíôáò áðü åëåýèåñç êïñõöÞ w ∈ X) óôï êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ðïõ
ðñïêýðôåé áí ðñïóáíáôïëßóïõìå ôéò áêìÝò ðïõ äåí åßíáé óôï M áðü ôï X óôï Y , êáé ôéò áêìÝò óôï M áðü ôï Y

óôï X .
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åöáñìüæïõìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá îåêéíþíôáò áðü åëåýèåñç êïñõöÞ w ∈ X . Áí âñïýìå

Ýíá åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé p, áíôéêáèéóôïýìå ôï ôñÝ÷ïí ôáßñéáóìá ìå ôï M ⊕ p, ôï ïðïßï Ý÷åé

ìéá áêìÞ ðáñáðÜíù, êáé óõíå÷ßæïõìå. Áí óå êÜèå öÜóç âñßóêïõìå åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé, èá

êáôáëÞîïõìå óå Ýíá ôÝëåéï ôáßñéáóìá. Áõôü öõóéêÜ ``ðéóôïðïéåß'' ôçí éäéüôçôá üôé ôï ãñÜöçìá

Ý÷åé ôÝëåéï ôáßñéáóìá.

Áí óå êÜðïéá äåí âñïýìå åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé, êáôáëÞãïõìå óå óýíïëï Yi ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé

åëåýèåñç êïñõöÞ êáé Ý÷åé Γ (M(Yi) ∪ {w}) = Yi (ïðüôå äåí åìöáíßæïíôáé íÝåò êïñõöÝò óôçí

åðüìåíç öÜóç). Åíôïðßæïõìå ëïéðüí Ýíá óýíïëï S = M(Yi) ∪ {w} ìå |Γ (S)| < |S|. Áðü ôï

Èåþñçìá ôïõ Hall, ôï óýíïëï áõôü áðïôåëåß ``ðéóôïðïéçôéêü'' üôé ôï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé ôÝëåéï

ôáßñéáóìá.
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