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1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

¸óôù ãñÜöçìá G(V,E). ¸íá óýíïëï êïñõöþí S ⊆ V ïíïìÜæåôáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò (in-

dependent set) áí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ìåôáîý áõôþí ôùí êïñõöþí. ¸íá óýíïëï áíåîáñôçóßáò

åßíáé ìÝãéóôï (Maximum Independent Set - MIS) üôáí äåí õðÜñ÷åé Üëëï ìåãáëýôåñï óýíïëï

áíåîáñôçóßáò óôï ãñÜöçìá. Ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí (Þ ôï ìÝãåèïò) ôïõ ìåãáëýôåñïõ óõíüëïõ

áíåîáñôçóßáò ïíïìÜæåôáé áñéèìüò áíåîáñôçóßáò (independence number) ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé

óõìâïëßæåôáé ìå α(G). ¸íá óýíïëï êïñõöþí S åßíáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò óôï G áí êáé ìüíï

áí ôï S åßíáé êëßêá (clique), äçëáäÞ ðëÞñåò õðïãñÜöçìá, óôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá G.

¸íá óýíïëï êïñõöþí C ⊆ V ïíïìÜæåôáé óýíïëï êÜëõøçò Þ êÜëõììá êïñõöþí (vertex cover)

üôáí êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá Üêñá ôçò óôï C. ¸íá óýíïëï

êÜëõøçò åßíáé åëÜ÷éóôï (MinimumVertex Cover - MVC) üôáí äåí õðÜñ÷åé Üëëï ìéêñüôåñï óýíïëï

êÜëõøçò óôï ãñÜöçìá. Ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí (Þ ôï ìÝãåèïò) ôïõ ìéêñüôåñïõ óõíüëïõ êÜëõøçò

ïíïìÜæåôáé áñéèìüò êÜëõøçò (covering number) ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå β(G).

Ðñüôáóç 1. ¸óôù ãñÜöçìá G(V,E). ¸íá óýíïëï êïñõöþí S ⊆ V åßíáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò

ôïõ G áí êáé ìüíï áí ôï óýíïëï V \ S åßíáé óýíïëï êÜëõøçò.

Áðüäåéîç. Åî' ïñéóìïý, ôï S åßíáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò áí êáé ìüíï áí äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ

ðïõ Ý÷åé êáé ôá äýï Üêñá ôçò óôï S. Áõôü óõìâáßíåé áí êáé ìüíï áí êÜèå áêìÞ Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíá áðü ôá Üêñá ôçò óôï V \ S, äçëáäÞ áí êáé ìüíï áí ôï V \ S åßíáé óýíïëï êÜëõøçò. ut

Ðñüôáóç 2. Óå êÜèå ãñÜöçìá G(V,E), α(G) + β(G) = |V |.

Áðüäåéîç. ¸óôù S Ýíá ìÝãéóôï óýíïëï áíåîáñôçóßáò ôïõ G. Åî' ïñéóìïý åßíáé |S| = α(G). Áðü
ôçí Ðñüôáóç 1, ôï V \ S åßíáé Ýíá óýíïëï êÜëõøçò, êáé åðïìÝíùò β(G) ≤ n− α(G) ⇒ α(G) ≤
n− β(G).

¸óôù C Ýíá åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò ôïõ G. Åî' ïñéóìïý åßíáé |C| = β(G). Áðü ôçí

Ðñüôáóç 1, ôï V \ C åßíáé Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò, êáé åðïìÝíùò α(G) ≥ n − β(G). Ôï
æçôïýìåíï ðñïêýðôåé óõíäõÜæïíôáò ôéò äýï áíéóüôçôåò. ut

Ìéá Üìåóç óõíÝðåéá ôçò Ðñüôáóçò 2 åßíáé üôé Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò S åßíáé ìÝãéóôï áí

êáé ìüíï áí ôï óýíïëï êÜëõøçò V \ S åßíáé åëÜ÷éóôï.

Ï õðïëïãéóìüò åíüò ìÝãéóôïõ óõíüëïõ áíåîáñôçóßáò óå ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá åßíáé Ýíá ðïëý

äýóêïëï ðñüâëçìá (áðü Üðïøç õðïëïãéóôéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò). ¸íá ìåãéóôïôéêü óýíïëï



áíåîáñôçóßáò ðñïêýðôåé åýêïëá áí îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò S (ð.÷. áñ÷éêÜ

ôï êåíü óýíïëï). Åíüóù õðÜñ÷åé êïñõöÞ v ∈ V \ S ðïõ äåí óõíäÝåôáé ìå êáìßá êïñõöÞ ôïõ S,

áíôéêáèéóôïýìå ôï S ìå ôï S ∪ {v} êáé óõíå÷ßæïõìå. ÁõôÞ ç åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ôåñìáôßæåé

ìå Ýíá ìåãéóôïôéêü óýíïëï áíåîáñôçóßáò S (áí ðñïóèÝóù ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ óôï S, áõôü ðáýåé

íá åßíáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò).

Êáô' áíáëïãßá, ï õðïëïãéóìüò åíüò åëÜ÷éóôïõ óõíüëïõ êÜëõøçò åßíáé Ýíá ðïëý äýóêïëï

ðñüâëçìá (áðü Üðïøç õðïëïãéóôéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò). Åßíáé üìùò ó÷åôéêÜ áðëü íá

õðïëïãßóïõìå Ýíá óýíïëï êÜëõøçò ðïõ Ý÷åé ôï ðïëý 2β(G) êïñõöÝò.
Õðïëïãßæïõìå Ýíá ìåãéóôïôéêü ôáßñéáóìá M . Ãíùñßæïõìå üôé ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò ôïõ

M áðïôåëïýí Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò. Óõíåðþò, ïé êïñõöÝò ðïõ åßíáé ôáéñéáóìÝíåò óôï M

áðïôåëïýí Ýíá óýíïëï êÜëõøçò. ¸óôù ëïéðüí C ôï óýíïëï êÜëõøçò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü

ôéò ôáéñéáóìÝíåò êïñõöÝò óôï M . Åßíáé |C| = 2 |M | (ãéá êÜèå áêìÞ ôïõ M Ý÷ïõìå ôá

äýï Üêñá ôçò óôï C). ¼ìùò åßíáé β(G) ≥ |M | ãéáôß êÜèå óýíïëï êÜëõøçò (ôïõ åëÜ÷éóôïõ

óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ) ðåñéëáìâÜíåé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá äýï Üêñá êÜèå áêìÞò ôïõ M .

ÄéáöïñåôéêÜ, èá ç óõãêåêñéìÝíç áêìÞ ôïõ M èá Þôáí áêÜëõðôç. Óõíåðþò, |C| = 2|M | ≤ 2β(G).
Åßäáìå ëïéðüí üôé ãéá êÜèå ôáßñéáóìá M êáé êÜèå óýíïëï êÜëõøçò C, éó÷ýåé üôé |M | ≤ |C|.

Ï ëüãïò åßíáé üôé ôï óýíïëï êÜëõøçò ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá äýï Üêñá

êÜèå áêìÞò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò. ÌÜëéóôá ç éóüôçôá áðïôåëåß êñéôÞñéï âåëôéóôüôçôáò (optimality

criterion) ôüóï ãéá Ýíá ôáßñéáóìá üóï êáé ãéá ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï êÜëõøçò.

Ðñüôáóç 3. ¸óôù Ýíá ôáßñéáóìá M êáé óýíïëï êÜëõøçò C ôÝôïéá þóôå |M | = |C|. Ôüôå ôï M

áðïôåëåß Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá êáé ôï C áðïôåëåß Ýíá åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò.

Áðüäåéîç. ¸óôù M∗ Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá êáé C∗ Ýíá åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò. Éó÷ýåé üôé

|M | ≤ |M∗| ≤ |C∗| ≤ |C|

Ç ðñþôç áíéóüôçôá éó÷ýåé ãéáôß ôï M∗ åßíáé Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá, ç äåýôåñç ãéáôß ôï ìÝãåèïò

êÜèå óõíüëïõ êÜëõøçò åßíáé ìåãáëýôåñï Þ ßóï áðü ôï ìÝãåèïò êÜèå ôáéñéÜóìáôïò, êáé ç ôñßôç

áíéóüôçôá ãéáôß ôï C∗ åßíáé Ýíá åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò. Áöïý õðïèÝóáìå üôé |M | = |C|, üëåò
ïé ðáñáðÜíù áíéóüôçôåò ðñÝðåé íá åßíáé éóüôçôåò. ¸ôóé |M | = |M∗| êáé |C∗| = |C|. ut

Ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç ëÝåé üôé üôáí Ýíá ôáßñéáóìá Ý÷åé ôï ßäéï ìÝãåèïò ìå Ýíá óýíïëï

êÜëõøçò, ôüôå êáé ôá äýï åßíáé âÝëôéóôá (äçë. ôï ôáßñéáóìá åßíáé ìÝãéóôï êáé ôï óýíïëï êÜëõøçò

åëÜ÷éóôï). ¼ìùò õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ãñáöÞìáôá ðïõ ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò åßíáé ìåãáëýôåñï

áðü ôï ìÝãéóôï ôáßñéáóìá.

2 Óýíïëá ÊÜëõøçò óå ÄéìåñÞ ÃñáöÞìáôá

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå üôé óôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá ôï ìÝãåèïò ôïõ ìÝãéóôïõ ôáéñéÜóìáôïò

åßíáé ðÜíôá ßóï ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ åëÜ÷éóôïõ óõíüëïõ êÜëõøçò. Áõôü ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ãíùóôü

óáí Èåþñçìá ôïõ König êáé áðïôåëåß ïõóéáóôéêÜ ìéá åíáëëáêôéêÞ äéáôýðùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò

ôïõ Hall (óõ÷íÜ ôá äýï ÈåùñÞìáôá áíáöÝñïíôáé óáí Èåþñçìá König-Hall).

Èåþñçìá 1 (Èåþñçìá ôïõ König). Óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá, ï áñéèìüò ôùí áêìþí óôï ìÝãéóôï

ôáßñéáóìá åßíáé ßóïò ìå ôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí óôï åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò.
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Áðüäåéîç. ¸óôù G(X, Y,E) äéìåñÝò ãñÜöçìá, êáé Ýóôù M Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá óôï G. ×ùñßò

âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝôïõìå üôé ôï M äåí åßíáé X-ôÝëåéï1. ¸óôù W ⊆ X ôï óýíïëï ôùí

åëåýèåñùí êïñõöþí ôïõ X .

Åöáñìüæïõìå ôç äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò äÝíôñùí åíáëëáêôéêþí ìïíïðáôéþí ðïõ

ðåñéãñÜöçêå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Hall. ÁõôÞ ôç öïñÜ îåêéíÜìå áðü ôï óýíïëï

W ôùí åëåýèåñùí êïñõöþí ôïõ X . Áñ÷éêÜ Y0 = ∅. Óå êÜèå öÜóç i, i = 0, 1, 2, . . ., èÝôïõìå

Xi+1 = M(Yi) ∪W êáé Yi+1 = Γ (Xi+1).
Áöïý ôïM åßíáé ìÝãéóôï ôáßñéáóìá, äåí õðÜñ÷åé åðáõîçôéêü ìïíïðÜôé ãéá ôïM (âë. Èåþñçìá

ôïõ Berge). Óõíåðþò, áõôÞ ç äéáäéêáóßá äåí ìðïñåß íá êáôáëÞîåé óå óýíïëï Yi ðïõ ðåñéÝ÷åé

åëåýèåñç êïñõöÞ ôïõ Y (âë. åðßóçò áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Hall). Áöïý äåí åßíáé äõíáôüí

íá ðñïóôßèåíôáé óõíå÷þò íÝåò êïñõöÝò óôï óýíïëï Yi, óå êÜðïéá öÜóç êáôáëÞãïõìå óå Ýíá Yi

ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ôáéñéáóìÝíåò êáé Γ (M(Yi) ∪W ) = Yi. Åßíáé Xi = M(Yi) ∪W .

Èåùñþ ôï óýíïëï êïñõöþí C = Yi ∪ (X \Xi). Ðáñáôçñïýìå üôé ôï óýíïëï X \Xi ðåñéÝ÷åé

ìüíï ôáéñéáóìÝíåò êïñõöÝò (üëåò ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò áíÞêïõí óôï W êáé Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß

óôï Xi). ÌÜëéóôá ôá ``ôáßñéá'' ôùí êïñõöþí ôïõ X \Xi åßíáé ïé ôáéñéáóìÝíåò êïñõöÝò ôïõ Y ðïõ

äåí áíÞêïõí óôï Yi. ÐñÜãìáôé, ìéá ôáéñéáóìÝíç êïñõöÞ ôïõ X áíÞêåé óôï Xi áí êáé ìüíï áí ôï

ôáßñé ôçò áíÞêåé óôï Yi. Éóïäýíáìá, ìéá ôáéñéáóìÝíç êïñõöÞ ôïõ X äåí áíÞêåé óôï Xi áí êáé

ìüíï áí ôï ôáßñé ôçò äåí áíÞêåé óôï Yi. Óõíåðþò, ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ôïõ C åßíáé ßóïò ìå ôïí

áñéèìü ôùí ôáéñéáóìÝíùí êïñõöþí óôï Y (Þ éóïäýíáìá óôï X), äçëáäÞ ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí

ôïõ C åßíáé ßóïò ìå ôïí áñéèìü ôùí áêìþí ôïõ M (ôõðéêÜ, |C| = |M |).
×ñåéÜæåôáé áêüìç íá äåßîïõìå üôé ôï C åßíáé Ýíá óýíïëï êÜëõøçò. Áöïý Γ (Xi) = Yi, äåí

õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ìåôáîý ôùí êïñõöþí ôïõ Xi êáé ôùí êïñõöþí ôïõ Y \Yi. Ìå Üëëá ëüãéá, ôï

(Y \ Yi)∪Xi åßíáé Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò. ÅðïìÝíùò, ôï C = Yi ∪ (X \Xi) åßíáé Ýíá óýíïëï

êÜëõøçò.

Áöïý ôï C åßíáé óýíïëï êÜëõøçò êáé |C| = |M |, ôï C åßíáé Ýíá åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò

ëüãù ôçò Ðñüôáóçò 3. ¢ñá ôï ìÝãåèïò ôïõ åëÜ÷éóôïõ óõíüëïõ êÜëõøçò åßíáé ßóï ìå ôï ìÝãåèïò

ôïõ ìÝãéóôïõ ôáéñéÜóìáôïò. ut

Ôï Èåþñçìá ôïõ Hall õðïäåéêíýåé Ýíáí áðïäïôéêü áëãüñéèìï ãéá ôïí õðïëïãéóìü åíüò

ìÝãéóôïõ ôáéñéÜóìáôïò óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá. Óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá, Ýíá åëÜ÷éóôï óýíïëï

êÜëõøçò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß áðü Ýíá ìÝãéóôï ôáßñéáóìá ìå âÜóç ôï Èåþñçìá ôïõ König.

ÅðéðëÝïí, Ýíá ìÝãéóôï óýíïëï áíåîáñôçóßáò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ðáßñíïíôáò ôéò êïñõöÝò ðïõ

äåí áíÞêïõí óôï åëÜ÷éóôï óýíïëï êÜëõøçò. ÅðïìÝíùò, ôá ðñïâëÞìáôá ôïõ õðïëïãéóìïý åíüò

åëÜ÷éóôïõ óõíüëïõ êÜëõøçò êáé åíüò ìÝãéóôïõ óõíüëïõ áíåîáñôçóßáò ëýíïíôáé áðïäïôéêÜ óå

äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (áí êáé áðïôåëïýí äõóåðßëõôá ðñïâëÞìáôá ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá).

3 Áñéèìïß Ramsey

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá êÜèå æåõãÜñé áêåñáßùí n, m, õðÜñ÷åé Ýíáò åëÜ÷éóôïò áñéèìüò

r(n, m) ôÝôïéïò þóôå êÜèå ãñÜöçìá ìå ôïõëÜ÷éóôïí r(n, m) êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé åßôå ôï Kn (êëßêá

ìå n êïñõöÝò) åßôå ôï Km (óýíïëï áíåîáñôçóßáò ìå m êïñõöÝò). Ïé áñéèìïß áõôïß óõìâïëßæïíôáé

1 Áöïý ôï ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò, ôï X áðïôåëåß óýíïëï êÜëõøçò ãéáôß ôï Y áðïôåëåß óýíïëï áíåîáñôçóßáò. Áí ôï
M Þôáí X-ôÝëåéï, èá åß÷áìå |M | = |X| êáé ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé åõèÝùò áðü ôçí Ðñüôáóç 3.
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ìå r(n, m) êáé ïíïìÜæïíôáé áñéèìïß Ramsey. Ï áñéèìüò Ramsey r(n, m) åßíáé ï åëÜ÷éóôïò ðïõ

åîáóöáëßæåé ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá ìå ôçí Ýííïéá üôé õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ãñÜöçìá ìå

r(n, m) − 1 êïñõöÝò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé åßôå ôï Kn åßôå ôï Km. Ï áêñéâÞò õðïëïãéóìüò ôùí

áñéèìþí Ramsey ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôùí n, m áðïôåëåß Ýíá åîáéñåôéêÜ äýóêïëï ðñüâëçìá ãéá ôï

ïðïßï äåí ãíùñßæïõìå ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï åðßëõóçò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå üôé r(3, 3) = 6. Ðáñáôçñïýìå áñ÷éêÜ üôé r(3, 3) ≥ 6 åðåéäÞ

ï êýêëïò ìå 5 êïñõöÝò Ý÷åé ìÝãéóôç êëßêá êáé ìÝãéóôï óýíïëï áíåîáñôçóßáò ìåãÝèïõò 2. Ãéá íá

äåßîïõìå ôçí éóüôçôá, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé êÜèå ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé åßôå êëßêá åßôå

óýíïëï áíåîáñôçóßáò ìå 3 êïñõöÝò. Ç ðñïóèÞêç êáé Üëëùí êïñõöþí äåí ìðïñåß íá åðçñåÜóåé

áõôÞ ôçí éäéüôçôá.

Ðñüôáóç 4. ÊÜèå ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé åßôå ôï K3 åßôå ôï K3.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé óôï ãñÜöçìá õðÜñ÷åé êïñõöÞ v ìå âáèìü ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ 3, êáé Ýóôù

u1, u2, u3 ôñåéò ãåßôïíåò ôçò v. Áí äýï áðü ôéò u1, u2, u3 óõíäÝïíôáé ìå áêìÞ (ð.÷. ç u1 ìå ôç u2),

ôï ôñßãùíï v, u1, u2 áðïôåëåß êëßêá ìå 3 êïñõöÝò. ÄéáöïñåôéêÜ, ïé u1, u2, u3 áðïôåëïýí óýíïëï

áíåîáñôçóßáò ìå 3 êïñõöÝò.

Áí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò Ý÷ïõí âáèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 2, èåùñïýìå ôï

óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá. Áõôü ðåñéÝ÷åé êïñõöÞ ìå âáèìü ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ 3, êáé åðïìÝíùò

ðåñéÝ÷åé åßôå ôï ôï K3 åßôå ôï K3. Áí ôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ôï K3 (áíôßóôïé÷á,

ôï K3), ôï áñ÷éêü ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ôï K3 (áíôßóôïé÷á, ôï K3). ut

4 ×ñùìáôéêüò Áñéèìüò ÃñáöçìÜôùí

¸íáò Ýãêõñïò ÷ñùìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé ìéá áíÜèåóç ÷ñùìÜôùí óôéò êïñõöÝò

þóôå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ðïõ óõíäÝåôáé ìå áêìÞ íá Ý÷åé äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. Ï ÷ñùìáôéêüò

áñéèìüò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò ÷ñùìÜôùí ãéá ôïí ïðïßï õðÜñ÷åé Ýíáò

Ýãêõñïò ÷ñùìáôéóìüò. Ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åíüò ãñáöÞìáôïò G óõìâïëßæåôáé ìå χ(G).
Óå Ýíáí Ýãêõñï ÷ñùìáôéóìü, ïé êïñõöÝò ìå ôï ßäéï ÷ñþìá óõãêñïôïýí Ýíá óýíïëï

áíåîáñôçóßáò áöïý äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ìåôáîý ôïõò. ÊÜèå Ýãêõñïò ÷ñùìáôéóìüò äéáìåñßæåé

ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò óå ôüóá óýíïëá áíåîáñôçóßáò üóá êáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß.

Ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé ï ìéêñüôåñïò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï ïé êïñõöÝò

ôïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéóôïýí óå óýíïëá áíåîáñôçóßáò. ¸ôóé, Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü

áñéèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ k áí êáé ìüíï áí åßíáé k-ìåñÝò.

Ôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá Ý÷ïõí ÷ñùìáôéêü áñéèìü 2. ÅðïìÝíùò, Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü

áñéèìü 2 áí êáé ìüíï áí äåí Ý÷åé êýêëïõò ìå ðåñéôôü ìÞêïò. Óáí Üìåóç óõíÝðåéá ðñïêýðôåé üôé

ï êýêëïò ìå n êïñõöÝò, óõìâïëßæåôáé ìå Cn, Ý÷åé

χ(Cn) =

{
2 áí n Üñôéïò

3 áí n ðåñéôôüò

Åðßóçò åßíáé χ(Kn) = n, χ(Kn− v) = n− 1 ãéá êÜèå êïñõöÞ v, êáé χ(Kn) = 1. ¸÷ïõìå áêüìç

áðïäåßîåé üôé êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 5. ÌÜëéóôá
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ôï äéÜóçìï Èåþñçìá ôùí 4 ÷ñùìÜôùí ëÝåé üôé êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü

ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 4.

Áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé êÜèå ãñÜöçìá ìå ìÝãéóôï âáèìü ∆ Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôï

ðïëý ∆ + 1 (âë. ¢óêçóç 6, ôçò 1çò Åñãáóßáò). Ç éäÝá åßíáé üôé ôá ∆ + 1 ÷ñþìáôá åßíáé áñêåôÜ

ãéá íá ÷ñùìáôßóïõìå ìéá êïñõöÞ êáé ôïõò ãåéôüíïõò ôçò ìå äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá. ÅðïìÝíùò, ï

áëãüñéèìïò ðïõ åîåôÜæåé ôéò êïñõöÝò ìßá-ðñïò-ìßá êáé ÷ñùìáôßæåé êÜèå êïñõöÞ ìå ôï ìéêñüôåñï

äéáèÝóéìï ÷ñþìá õðïëïãßæåé Ýíá (Ýãêõñï) ÷ñùìáôéóìü ôùí êïñõöþí ìå ∆ + 1 ÷ñþìáôá ôï ðïëý.

ÅíáëëáêôéêÜ, áõôü ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß åýêïëá ìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ.

ÊÜèå ãñÜöçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá êëßêá ìåãÝèïõò k Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôïõëÜ÷éóôïí

k (÷ñåéÜæïíôáé k äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá ãéá ôéò êïñõöÝò ôçò êëßêáò). Ãíùñßæïõìå üôé ç

ìåãáëýôåñç êëßêá åíüò ãñáöÞìáôïò G áíôéóôïé÷åß óôï ìåãáëýôåñï óýíïëï áíåîáñôçóßáò ôïõ

óõìðëçñùìáôéêïý ãñáöÞìáôïò G. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå ãñÜöçìá G, Ý÷ïõìå χ(G) ≥ α(G).

Ðñüôáóç 5. Ãéá êÜèå ãñÜöçìá G(V,E) ìå n êïñõöÝò, n/α(G) ≤ χ(G) ≤ n− α(G) + 1.

Áðüäåéîç. ¸óôù χ(G) = k. Ïé êïñõöÝò ôïõ G ìðïñïýí íá äéáìåñéóôïýí óå k óýíïëá

áíåîáñôçóßáò V1, V2, . . . , Vk. Áöïý ôï ìåãáëýôåñï óýíïëï áíåîáñôçóßáò óôï G Ý÷åé α(G)
êïñõöÝò, Ý÷ïõìå |Vi| ≤ α(G), ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , k. ÅðïìÝíùò,

n =
k∑

i=1

|Vi| ≤ k α(G) = χ(G)α(G) ⇒ n/α(G) ≤ χ(G)

Ãéá ôï ðÜíù öñÜãìá, ïé êïñõöÝò ôïõ ìåãáëýôåñïõ óõíüëïõ áíåîáñôçóßáò ìðïñïýí íá

÷ñùìáôéóôïýí ìå Ýíá ÷ñþìá. Ï ÷ñùìáôéóìüò ôùí õðüëïéðùí n−α(G) êïñõöþí áðáéôåß ôï ðïëý
n− α(G) äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá. ÓõíïëéêÜ, ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ G äåí ìðïñåß íá îåðåñíÜ

ôï n− α(G) + 1. ut

¢óêçóç 1. Íá äþóåôå Ýíá ðáñÜäåéãìá ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò êáé ÷ñùìáôéêü áñéèìü

χ(G) = n/α(G), êáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ãñáöÞìáôïò G′ ìå n êïñõöÝò êáé ÷ñùìáôéêü áñéèìü

χ(G′) = n− α(G′) + 1.
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