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1 ÅêèåôéêÝò ÃåííÞôñéåò ÓõíáñôÞóåéò

Ïé óõíÞèåéò ÃÓ ìåôñïýí óõíäõáóìïýò áíôéêåéìÝíùí áëëÜ äåí ìðïñïýí íá ìåôñÞóïõí äéáôÜîåéò

áíôéêåéìÝíùí (ï ëüãïò åßíáé üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò åßíáé

áíôéìåôáèåôéêÞ ðñÜîç).

Ãéá íá ìåôñÞóù äéáôÜîåéò k áíôéêåéìÝíùí áðü n ÷ñåéÜæåôáé íá ðïëëáðëáóéÜóù ôï óõíôåëåóôÞ

ôïõ xk ìå k! (èõìçèåßôå üôé P (n, k) = C(n, k) × k!). Áõôü áêñéâþò óõìâáßíåé áí åíäéáöÝñïìáé

ãéá ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ xk

k! óôï áíÜðôõãìá ôçò ÃÓ áíôß ãéá ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ xk. ÏõóéáóôéêÜ

ðïëëáðëáóéÜæù êáé äéáéñþ ôïí k-ïóôü üñï ôïõ áèñïßóìáôïò ìå k!: ôï xk äéáéñåßôáé k! êáé ï
óõíôåëåóôÞò ôïõ xk ðïëëáðëáóéÜæåôáé ìå k! þóôå ç óõíïëéêÞ ðïóüôçôá íá ðáñáìåßíåé áíáëëïßùôç.

ÐáñÜäåéãìá: ¼ôáí Ý÷ù n äéáöïñåôéêÜ áíôéêåßìåíá ÷ùñßò äõíáôüôçôá åðáíÜëçøçò, ç ÃÓ åßíáé:
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Óôï ðñþôï Üèñïéóìá, ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xk äßíåé ôïí áñéèìü ôùí óõíäõáóìþí k áðü n áíôéêåßìåíá

÷ùñßò åðáíÜëçøç. Óôï ôåëåõôáßï Üèñïéóìá, ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xk

k! äßíåé ôïí áñéèìü ôùí äéáôÜîåùí

k áðü n áíôéêåßìåíá ÷ùñßò åðáíÜëçøç.

Ç åêèåôéêÞ ÃåííÞôñéá ÓõíÜñôçóç ìéáò áêïëïõèßáò a0, a1, . . . , an, . . . äßíåôáé áðü ôç óåéñÜ

A(x) =
∑∞

i=0 ai
xi

i! . Ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xi

i! åßíáé ï i-ïóôüò üñïò ôçò áêïëïõèßáò (äçë. ï ai). Ïé

åêèåôéêÝò ÃÓ ïöåßëïõí ôï ïíïìÜ ôïõò óôçí ôáõôüôçôá:
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ÐáñÜäåéãìá: Ç ÃÓ ãéá ôéò ìåôáèÝóåéò n ßäéùí áíôéêåéìÝíùí åßíáé xn

n! . ÐñÜãìáôé õðÜñ÷åé ìßá êáé

ìüíç ìåôÜèåóç üôáí üëá ôá áíôéêåßìåíá åßíáé ßäéá.

ÐáñÜäåéãìá: Áí Ý÷ù n áíôéêåßìåíá ÷ùñéóìÝíá óå k ïìÜäåò (êÜèå ïìÜäá áðïôåëåßôáé áðü ßäéá

áíôéêåßìåíá) ìå ðëçèÜñéèìïõò n1, . . . , nk, n = n1 + · · ·+ nk, ç ÃÓ åßíáé:
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üðïõ ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xn

n! äßíåé ôïí áñéèìü ôùí äéáöïñåôéêþí ìåôáèÝóåùí.



ÐáñÜäåéãìá: Áí åíäéáöÝñïìáé ãéá äéáôÜîåéò áðü n áíôéêåßìåíá ìå áðåñéüñéóôåò åðáíáëÞøåéò

(êÜèå áíôéêåßìåíï ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôç äéÜôáîç êáìßá Þ ìßá Þ äýï êïê. öïñÝò), ç

åêèåôéêÞ ÃÓ åßíáé:
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Ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xk

k! , ðïõ åßíáé nk, äßíåé ôéò äéáöïñåôéêÝò äéáôÜîåéò k áðü n áíôéêåßìåíá ìå

åðáíÜëçøç.

ÐáñÜäåéãìá: Íá õðïëïãéóôåß ï áñéèìüò ôùí ôåôñáäéêþí áñéèìþí ìå ìÞêïò k óôïõò ïðïßïõò:

á) Ôá øçößá 1, 2 êáé 3 ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ,

â) ¸÷ïõìå Üñôéï áñéèìü åìöáíßóåùí ôïõ øçößïõ 0 êáé

ã) ¸÷ïõìå ðåñéôôü áñéèìü åìöáíßóåùí ôïõ øçößïõ 0.

Áöïý äéáöïñåôéêÝò áêïëïõèßåò øçößùí äßíïõí äéáöïñåôéêïýò áñéèìïýò, ðñüêåéôáé ãéá

ðñüâëçìá äéáôÜîåùí êáé èá ÷ñçóéìïðïéÞóù åêèåôéêÝò ÃÓ.

á) Ç ÃÓ åßíáé:

ex(ex − 1)3 = ex(e3x − 3e2x + 3ex − 1) = e4x − 3e3x + 3e2x − ex

Ôï ex = 1 + x
1! + x2

2! + . . . åßíáé ç åêèåôéêÞ ÃÓ ãéá ôéò äéáôÜîåéò åíüò áíôéêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç

÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò (åäþ áíôéóôïé÷åß óôï øçößï 0). Ôï ex− 1 = x
1! +

x2

2! + . . . åßíáé ç åêèåôéêÞ ÃÓ

ãéá ôéò äéáôÜîåéò åíüò áíôéêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç üðïõ ôï áíôéêåßìåíï åìöáíßæåôáé ôïõëÜ÷éóôïí

ìßá öïñÜ (åäþ åìöáíßæåôáé ìßá öïñÜ ãéá êáèÝíá áðü ôá øçößá 1, 2 êáé 3).

Ôï æçôïýìåíï äßíåôáé áðü ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ xk

k! , ðïõ åßíáé 4k − 3k+1 + 3 · 2k − 1.
â) Îåêéíþ áðü ôçí ðáñáôÞñçóç üôé

ex + e−x

2
= 1 +

x2

2!
+

x4

4!
+ . . .

åßíáé ç åêèåôéêÞ ÃÓ ãéá äéáôÜîåéò åíüò áíôéêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç üðïõ ôï áíôéêåßìåíï

åìöáíßæåôáé Üñôéï áñéèìü öïñþí. Åäþ ï ðåñéïñéóìüò ãéá Üñôéï áñéèìü åìöáíßóåùí õðÜñ÷åé

ãéá ôï øçößï 0. Ôá Üëëá øçößá äåí Ý÷ïõí ðåñéïñéóìïýò. Óõíåðþò ç ÃÓ ãéá ôá ôÝóóåñá øçößá

åßíáé:
ex + e−x

2
e3x =

e4x + e2x

2

Ôï æçôïýìåíï äßíåôáé áðü ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ xk

k! , ðïõ åßíáé
4k+2k

2 .

ã) Îåêéíþ áðü ôçí ðáñáôÞñçóç üôé

ex − e−x
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3!
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åßíáé ç åêèåôéêÞ ÃÓ ãéá äéáôÜîåéò åíüò áíôéêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç üðïõ ôï áíôéêåßìåíï

åìöáíßæåôáé ðåñéôôü áñéèìü öïñþí. Åäþ ï ðåñéïñéóìüò ãéá ðåñéôôü áñéèìü åìöáíßóåùí õðÜñ÷åé

ãéá ôï øçößï 0. Ôá Üëëá øçößá äåí Ý÷ïõí ðåñéïñéóìïýò. Óõíåðþò ç ÃÓ ãéá ôá ôÝóóåñá øçößá

åßíáé:
ex − e−x

2
e3x =

e4x − e2x

2

2



Ôï æçôïýìåíï äßíåôáé áðü ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ xk

k! , ðïõ åßíáé
4k−2k

2 .

Ðáñáôçñþ üôé ôï Üèñïéóìá ôùí (â) êáé (ã) äßíåé 4k üðùò áíáìÝíåôáé.

ÐáñÜäåéãìá: Æçôåßôáé ç ÃÓ ãéá ôç äéáíïìÞ k äéáêåêñéìÝíùí áíôéêåéìÝíùí óå n äéáêåêñéìÝíåò

õðïäï÷Ýò üôáí äåí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ ôùí áíôéêåéìÝíùí óôéò õðïäï÷Ýò êáé êáìßá õðïäï÷Þ äåí

ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíÞ (k ≥ n).

Ç äéáíïìÞ äéáêåêñéìÝíùí áíôéêåéìÝíùí óå äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò åßíáé ðñüâëçìá

äéáôÜîåùí. Ç ÃÓ ãéá êÜèå õðïäï÷Þ åßíáé

ex − 1 =
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ . . .

áöïý ç õðïäï÷Þ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá, äýï, êïê. áíôéêåßìåíá. Ç ÃÓ ãéá üëåò ôéò õðïäï÷Ýò

ðñïêýðôåé áðü ôïí êáíüíá ôïõ ãéíïìÝíïõ êáé åßíáé

(ex − 1)n

Ï æçôïýìåíïò óõíôåëåóôÞò åßíáé áõôüò ôïõ xk

k! .

ÐáñÜäåéãìá: Ìå ðüóïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ìðïñþ íá ìïéñÜóù ôá 52 äéáöïñåôéêÜ ÷áñôéÜ

ìéáò ôñÜðïõëáò óå 4 ðáßêôåò (äéáêåêñéìÝíïõò) üôáí êÜèå ðáßêôçò ðñÝðåé íá ðÜñåé ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíá ÷áñôß.

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ç åêèåôéêÞ ÃÓ1 åßíáé:

(ex − 1)4 = e4x − 4e3x + 6e2x − 4ex + 1

êáé ï æçôïýìåíïò óõíôåëåóôÞò åßíáé áõôüò ôïõ x52

52! . Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé 452− 4 · 352 +6 · 252− 4.

1 ÐñïóÝîôå üôé ôá ÷áñôéÜ åßíáé ìüíï 52 êáé êáíïíéêÜ èá Ýðñåðå íá Ý÷ù óôáìáôÞóåé ôï Üèñïéóìá x
1!

+ x2

2!
+ x3

3!
+ . . .

óôïí üñï x49

49!
(áöïý êÜèå ðáßêôçò ðáßñíåé ôïõëÜ÷éóôïí 1 ÷áñôß, êáíÝíáò äåí ìðïñåß íá ðÜñåé ðåñéóóüôåñá áðü 49).

Áõôü ôï Üèñïéóìá äåí åßíáé ßóï ex − 1 êáé ç áëãåâñéêÞ áíôéìåôþðéóç åßíáé äõóêïëüôåñç. Ãéá åõêïëßá èåùñþ ôï
Üèñïéóìá ìÝ÷ñé ôï Üðåéñï. Áõôü äåí åðçñåÜæåé ôï áðïôÝëåóìá åðåéäÞ ïé ìåãáëýôåñåò äõíÜìåéò ôïõ x äåí åðçñåÜæïõí
ôï æçôïýìåíï óõíôåëåóôÞ.
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