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1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé k-ìåñÝò (k-partite) áí ïé êïñõöÝò ôïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéóôïýí1 óå k

óýíïëá áíåîáñôçóßáò2.

Ðñüôáóç 1. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé k-ìåñÝò áí êáé ìüíï áí Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï

ôïõ k.

Áðüäåéîç. ¸íá k-ìåñÝò ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôï ðïëý k, áöïý ïé êïñõöÝò êÜèå

óõíüëïõ áíåîáñôçóßáò ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí ìå ôï ßäéï ÷ñþìá. Áíôßóôñïöá, Ýíá ãñÜöçìá

ìå ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôï ðïëý k åßíáé k-ìåñÝò áöïý ïé êïñõöÝò ôïõ ßäéïõ ÷ñþìáôïò áðïôåëïýí

óýíïëï áíåîáñôçóßáò. ut

Óôç óõíÝ÷åéá åóôéÜæïõìå óôçí (óçìáíôéêÞ) åéäéêÞ ðåñßðôùóç k-ìåñþí ãñáöçìÜôùí ãéá k = 2.
¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé äéìåñÝò (bipartite) áí ïé êïñõöÝò ôïõ ìðïñïýí íá ÷ùñéóôïýí óå äýï

óýíïëá áíåîáñôçóßáò. ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá åßíáé ðëÞñåò üôáí êÜèå êïñõöÞ óôï Ýíá ìÝñïò

(óýíïëï áíåîáñôçóßáò) óõíäÝåôáé ìå êÜèå êïñõöÞ óôï Üëëï ìÝñïò. Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá

ìå n êïñõöÝò óôï Ýíá ìÝñïò êáé m êïñõöÝò óôï Üëëï ìÝñïò óõìâïëßæåôáé ìå Kn,m êáé Ý÷åé n ·m
áêìÝò.

¢óêçóç 1. Ðïéïò åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí ðïõ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü äéìåñÝò

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò; Éóïäýíáìá, íá äåßîåôå üôé êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé

ðåñéóóüôåñåò áðü n2/4 áêìÝò äåí åßíáé äéìåñÝò.

Ëýóç. Ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí óõìâáßíåé üôáí Ý÷ïõìå ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá. Áöïý üëåò

ïé êïñõöÝò åßíáé n, áí ôï Ýíá óýíïëï êïñõöþí ðåñéÝ÷åé k êïñõöÝò, ôï äåýôåñï èá ðåñéÝ÷åé

(n−k). Ï óõíïëéêüò áñéèìüò áêìþí ôïõ Kk,n−k åßíáé k(n−k). Ôï ãéíüìåíï ìåãéóôïðïéåßôáé ãéá

k = n/2 áí ôï n åßíáé Üñôéïò êáé ãéá k = (n−1)/2 áí ôï n åßíáé ðåñéôôüò. Óõíåðþò, áí ôï n åßíáé

Üñôéïò, ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí åßíáé n2/4, åíþ áí ôï n åßíáé ðåñéôôüò, ï ìÝãéóôïò áñéèìüò

áêìþí åßíáé (n2 − 1)/4. Ðáñáôçñåßóôå üôé ïé áíôßóôïé÷ïé áñéèìïß åßíáé ðÜíôá áêÝñáéïé. ut
Óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå G(X, Y,E) Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá G ôïõ ïðïßïõ ïé êïñõöÝò

äéáìåñßæïíôáé óå óýíïëá áíåîáñôçóßáò (ìÝñç) X êáé Y .

Èåþñçìá 1. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò áí êáé ìüíï áí äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñéôôïý ìÞêïõò.

1 Ôá õðïóýíïëá X1, . . . , Xk áðïôåëïýí ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ X üôáí åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò áíÜ äýï (∀i 6=
j, Xi ∩Xj = ∅) êáé ç ÝíùóÞ ôïõò åßíáé ôï X (

⋃k
i=1 Xi = X).

2 ¸íá óýíïëï êïñõöþí áðïôåëåß óýíïëï áíåîáñôçóßáò (independent set) áí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ìåôáîý ôïõò.



Áðüäåéîç. ¸óôù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(, , E). Óå êÜèå äéáäñïìÞ (áíïéêôÞ Þ êëåéóôÞ), ïé êïñõöÝò

ôïõ X ðñÝðåé íá áêïëïõèïýíôáé áðü êïñõöÝò ôïõ Y , êáé ïé êïñõöÝò ôïõ Y ðñÝðåé íá

áêïëïõèïýíôáé áðü êïñõöÝò ôïõ Y (åðåéäÞ ôá X êáé Y åßíáé óýíïëá áíåîáñôçóßáò). ÅðïìÝíùò,

êÜèå êýêëïò åßíáé ôçò ìïñöÞò x1y1x2y2 . . . x`y`x1 ìå ôéò êïñõöÝò x1, x2 . . . , x` ∈ X êáé ôéò

êïñõöÝò y1, y2, . . . , y` ∈ Y . Ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ åßíáé 2`, äçëáäÞ Üñôéï. ¢ñá, áí Ýíá ãñÜöçìá

åßíáé äéìåñÝò, Ý÷åé êýêëïõò ìüíï Üñôéïõ ìÞêïõò.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï áíôßóôñïöï, èåùñïýìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå óõíåêôéêü ãñÜöçìá G(V,E)
÷ùñßò êýêëïõò ðåñéôôïý ìÞêïõò. Ç õðüèåóç üôé ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü ãßíåôáé ÷ùñßò âëÜâç

ôçò ãåíéêüôçôáò. Áí ôï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåêôéêü, ôï æçôïýìåíï éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíåêôéêÞ

óõíéóôþóá ôïõ ãñáöÞìáôïò, êáé Üñá ãéá üëï ôï ãñÜöçìá. Èá äåßîïõìå ðùò êáôáóêåõÜæïõìå ôá

äýï óýíïëá áíåîáñôçóßáò ôïõ G.

Èåùñïýìå ìéá ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ v ∈ V êáé ôéò áðïóôÜóåéò ôçò áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ

ãñáöÞìáôïò3. Óôï X ôïðïèåôïýìå ôç v êáé üëåò ôéò êïñõöÝò ðïõ âñßóêïíôáé óå Üñôéá áðüóôáóç

áðü áõôÞ, êáé óôï Y üëåò ôéò êïñõöÝò ðïõ âñßóêïíôáé óå ðåñéôôÞ áðüóôáóç áðü ôç v. ÔõðéêÜ,

X = {u ∈ V : d(v, u) Üñôéïò} êáé Y = {u ∈ V : d(v, u) ðåñéôôüò}. Ôá óýíïëá X êáé Y åßíáé

óýíïëá áíåîáñôçóßáò åðåéäÞ ôï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñéôôïý ìÞêïõò. ÐñÜãìáôé, áí õðÞñ÷å

áêìÞ ìåôáîý äýï êïñõöþí u, w ∈ X (Þ ôïõ Y ), ç Ýíùóç ôùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áðü ôç

v óôç u êáé áðü ôç v óôçí w ìå ôçí áêìÞ {u, w} äçìéïõñãåß êýêëï ðåñéôôïý ìÞêïõò.

Ðéï áíáëõôéêÜ, Ýóôù üôé õðÜñ÷åé áêìÞ ìåôáîý äýï êïñõöþí u, w ∈ X . Èåùñïýìå Ýíá

óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü ôç u óôç v, Ýóôù p êáé Ýíá óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü ôç w óôç

v, Ýóôù q. Åî' ïñéóìïý ôï ìÞêïò ôïõ p åßíáé d(v, u) êáé ôï ìÞêïò ôïõ q åßíáé d(v, w). Åðßóçò, ïé
áðïóôÜóåéò d(v, u) êáé d(v, w) åßíáé Üñôéåò ãéáôß ïé êïñõöÝò u, w ∈ X .

¸óôù v1 ôï ðñþôï êïéíü óçìåßï (ðëçóéÝóôåñï ðñïò ôéò u, w) ôùí ìïíïðáôéþí p êáé q (ôá p

êáé q Ý÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êïéíü óçìåßï åðåéäÞ êáôáëÞãïõí óôçí ßäéá êïñõöÞ). Ãíùñßæïõìå

üôé êÜèå ôìÞìá åíüò óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý åßíáé åðßóçò óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé. Óõíåðþò, ôá

ôìÞìáôá ôùí p êáé q áðü ôç v ìÝ÷ñé ôç v1 áðïôåëïýí óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ìåôáîý áõôþí ôùí

êïñõöþí êáé ðñÝðåé íá Ý÷ïõí (ôï ßäéï) ìÞêïò ßóï ìå ôçí áðüóôáóç d(v, v1). Ôï ôìÞìá ôïõ p áðü

v1 ìÝ÷ñé u, ç (õðïôéèÝìåíç) áêìÞ {u, w}, êáé ôï ôìÞìá ôïõ q áðü w ìÝ÷ñé v1 äçìéïõñãïýí Ýíá

(áðëü) êýêëï ìå ìÞêïò

[d(u, v)− d(v, v1)] + [d(w, v)− d(v, v1)] + 1 = d(u, v) + d(w, v) + 1− 2 d(v, v1)

Ï áñéèìüò áõôüò åßíáé ðåñéôôüò ãéáôß ôá d(u, v) + d(w, v) (Üèñïéóìá Üñôéùí) êáé 2 d(v, v1) åßíáé
Üñôéïé áñéèìïß. Áõôü áíôéâáßíåé óôçí õðüèåóç üôé ôï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëï ðåñéôôïý ìÞêïõò.

Áí èåùñÞóïõìå êïñõöÝò u, w ∈ Y , ôï d(u, v) + d(w, v) åßíáé åðßóçò Üñôéïò (óáí Üèñïéóìá

äýï ðåñéôôþí) êáé êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï. ut

Ðáñáôçñåßóôå üôé ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ êáé ìáò åðéôñÝðåé íá

åëÝãîïõìå áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò êáé íá ðéóôïðïéÞóïõìå ôçí áðÜíôçóÞ ìáò. Îåêéíþíôáò

áðü ìéá ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ, êáôáóêåõÜæïõìå ôá óýíïëá X êáé Y üðùò óôçí áðüäåéîç. Áí ôá

X êáé Y åßíáé óýíïëá áíåîáñôçóßáò, ãíùñßæïõìå üôé ôï ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò. ¸÷ïõìå ìÜëéóôá

õðïëïãßóåé ìéá äéáìÝñéóç ôùí êïñõöþí ôïõ óå äýï óýíïëá áíåîáñôçóßáò, Ý÷ïõìå äçëáäÞ Ýíá

3 Ç áðüóôáóç äõï êïñõöþí v, u, óõìâïëßæåôáé ìå d(v, u), åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ìåôáîý ôïõò.

2



``ðéóôïðïéçôéêü'' ãéá ôï ãåãïíüò üôé ôï ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò. Áí ôï X (Þ ôï Y ) äåí åßíáé óýíïëï

áíåîáñôçóßáò, âñßóêïõìå Ýíáí êýêëï ðåñéôôïý ìÞêïõò üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôçí áðüäåéîç ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 1. Ï êýêëïò ðåñéôôïý ìÞêïõò áðïôåëåß Ýíá ``ðéóôïðïéçôéêü'' üôé ôï ãñÜöçìá äåí

åßíáé äéìåñÝò.
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