
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßï

Ó÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þí

Äéáêñé�Ýò ÌÝèïäïé ãéá �çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí

ÄéäÜóêïí�åò: Êáè. Ö. ÁöñÜ�ç, Ëåê�. Ä. Öù�Üêçò

3ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí, Ó÷Ýäéï Ëýóåùí

¢óêçóç 1 (Êá�çãïñçìá�éêÞ ËïãéêÞ êáéÌáèçìá�éêÞ ÅðáãùãÞ).Èåùñïýìå ìéá ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá

ìå Ýíá äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï P . ¸ó�ù ç ðñü�áóç:

' � [8xP (x; x) ^ 8x8y8z(P (x; y) ^ P (y; z) ! P (x; z)) ^ 8x8y(P (x; y) _ P (y; x))℄ ! 9y8xP (y; x)

1. ×ñçóéìïðïéþí�áò ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ïí ðëçèÜñéèìï �ïõ óýìðáí�ïò, íá äåßîå�å ü�é êÜèå åñ-

ìçíåßá óå ðåðåñáóìÝíï óýìðáí áðï�åëåß ìïí�Ýëï �çò '.

2. Íá äéá�õðþóå�å åñìçíåßá ðïõ äåí áðï�åëåß ìïí�Ýëï �çò '.

Ëýóç. (1) ¸ó�ù åñìçíåßáA ìå ðåðåñáóìÝíï (ìç-êåíü) óýìðáíA. �áñá�çñïýìå ü�é ëüãù �çò õðüèåóçò,

ç ðñü�áóç ' áöïñÜ óå ó÷Ýóåéò P ìå �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò: (i) áíáêëáó�éêÞ éäéü�ç�á, 8xP (x; x), (ii)

ìå�áâá�éêÞ éäéü�ç�á, 8x8y8z(P (x; y) ^ P (y; z) ! P (x; z)), êáé (iii) ü�é ãéá êÜèå æåýãïò ó�ïé÷åßùí,

êÜðïéï ó÷å�ßæå�áé ìå �ï Üëëï, 8x8y(P (x; y) _ P (y; x)) (ó�çí óõíÝ÷åéá, èá áíáöåñüìáó�å óå áõ�Þ �çí

éäéü�ç�á ùò Éä3, ÷Üñéí óõí�ïìßáò). Áí ç ó÷Ýóç P äåí Ý÷åé êÜðïéá áðü �éò ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ó�çí A,

�ü�å ç ' áëçèåýåé �å�ñéììÝíá, ùò óõíåðáãùãÞ ìå øåõäÞ õðüèåóç. Áí ç ó÷Ýóç P Ý÷åé �éò �ñåéò ðáñáðÜíù

éäéü�ç�åò, �ü�å ç ' áëçèåýåé áíí õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï �ïõ A ðïõ P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A.

Ç áðüäåéîç åßíáé ìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ jAj. Ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíù ðáñá�Þ-

ñçóç, åó�éÜæïõìå ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç P Ý÷åé �éò �ñåéò ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ó�çí A.

ÂÜóç �çò åðáãùãÞò: ¸ó�ù jAj = 1 êáé áõèáßñå�ç åñìçíåßá A ó�ï A. Áí ç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, �ï

ìïíáäéêü ó�ïé÷åßï �ïõ óýìðáí�ïò P -ó÷å�ßæå�áé ìå �ïí åáõ�ü �ïõ. Äéáöïñå�éêÜ, ç ' áëçèåýåé ãéá�ß Ý÷åé

øåõäÞ õðüèåóç. ¢ñá ç ' áëçèåýåé ó�çí A.

ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç: �éá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíï öõóéêü n � 1, èåùñïýìå óýìðáí A = f�

1

; : : : ; �

n

g

êáé áõèáßñå�ç åñìçíåßá A ó�ï A, êáé õðïèÝ�ïõìå ü�é ç ' áëçèåýåé ó�çí A. ÄçëáäÞ õðïèÝ�ïõìå ü�é

áí ç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, ìå�áâá�éêÞ, êáé Ý÷åé �çí Éä3 ó�çí A, �ü�å õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï � 2 A ðïõ

P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A.

Åðáãùãéêü âÞìá: Èåùñïýìå óýìðáí A

0

= A[f�

n+1

g êáé áõèáßñå�ç åñìçíåßá A

0

ó�ï A

0

. Èá äåßîïõìå

ü�é ç ' áëçèåýåé ó�çí A

0

. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é ç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, ìå�áâá-

�éêÞ, êáé Ý÷åé �çí Éä3 ó�çí A

0

(äéáöïñå�éêÜ ç ' áëçèåýåé åðåéäÞ Ý÷åé øåõäÞ õðüèåóç). �áñá�çñïýìå

ü�é ç P äéá�çñåß áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò áí ðåñéïñßóïõìå �çí åñìçíåßá A

0

ó�ï A (äçë. áí áãíïÞóïõìå

ðñïóùñéíÜ �ï ó�ïé÷åßï �

n+1

). Óõíåðþò, ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï � 2 A ðïõ

P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A.

�éá íá åîå�Üóïõìå �çí �éìÞ áëÞèåéáò �çò ' ó�çíA

0

, äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò: Áí �ï P (�; �

n+1

)

áëçèåýåé ó�çí A

0

, �ü�å �ï ó�ïé÷åßï � P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A

0

, êáé ç ' áëçèåýåé. Áí

�ï P (�; �

n+1

) äåí áëçèåýåé, ðñÝðåé ëüãù �çò Éä3, íá áëçèåýåé ü�é P (�

n+1

; �). Ëüãù �çò åðáãùãéêÞò

õðüèåóçò, �ï ó�ïé÷åßï � P -ó÷å�ßæå�áé ìå êÜèå ó�ïé÷åßï �

i

2 A. ¢ñá, ëüãù �çò ìå�áâá�éêÞò éäéü�ç�áò,

�ï ó�ïé÷åßï �

n+1

P -ó÷å�ßæå�áé ìå êÜèå ó�ïé÷åßï �

i

2 A. ÅðéðëÝïí, ëüãù �çò áíáêëáó�éêÞò éäéü�ç�áò,

�ï �

n+1

P -ó÷å�ßæå�áé ìå �ïí åáõ�ü �ïõ. ¢ñá �ï ó�ïé÷åßï �

n+1

P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A

0

,

êáé ç ' áëçèåýåé. Óõíåðþò ç ' áëçèåýåé ó�çí A

0

.



(2) Åöüóïí üëåò ïé åñìçíåßåò ìå ðåðåñáóìÝíï óýìðáí åßíáé ìïí�Ýëá �çò ', ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå

åñìçíåßåò ìå Üðåéñï óýìðáí. ¸ó�ù ü�é �ï óýìðáí åßíáé ïé öõóéêïß áñéèìïß êáé ü�é �ï êá�çãïñçìá�éêü

óýìâïëï P åñìçíåýå�áé ìå �çí ó÷Ýóç ``ìåãáëý�åñï Þ ßóï'' (äçë. �ï P (x; y) áëçèåýåé áíí x � y). Óå

áõ�Þ �çí åñìçíåßá, ç ó÷Ýóç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, ìå�áâá�éêÞ, êáé Ý÷åé �çí Éä3. ¼ìùò, äåí õðÜñ÷åé

öõóéêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñïò Þ ßóïò üëùí �ùí öõóéêþí (�ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí

åê�åßíå�áé ó�ï Üðåéñï, äåí åßíáé öñáãìÝíï Üíù). ÅðïìÝíùò ç ' äåí áëçèåýåé óå áõ�Þ �çí åñìçíåßá. ut

¢óêçóç 2 (Áëõóßäåò êáé Áí�éáëõóßäåò). ¸ó�ù a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

ìéá áêïëïõèßá áðü n

2

+ 1 äéáöï-

ñå�éêïýò áêåñáßïõò. Èåùñïýìå �ï óýíïëï A ðïõ áðï�åëåß�áé áðü n

2

+ 1 äéá�å�áãìÝíá æåýãç áêå-

ñáßùí �çò ìïñöÞò (a

k

; k), k 2 f1; : : : ; n

2

+ 1g, êáé ïñßæïõìå ìéá äéìåëÞ ó÷Ýóç R ó�ï A �Ý�ïéá þó�å

((a

k

; k); (a

`

; `)) 2 R áí êáé ìüíï áí a

k

� a

`

êáé k � ` (üðïõ � ç óõíÞèçò äéÜ�áîç �ùí áñéèìþí).

1. Íá äåßîå�å ü�é ç ó÷Ýóç R åßíáé ìéá ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò.

2. �ïéá åßíáé ç óçìáóßá ìéáò áëõóßäáò êáé ìéáò áí�éáëõóßäáò ó�ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï (A;R);

3. Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

ðåñéÝ÷åé åß�å ìßá áýîïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò n+1

åß�å ìßá öèßíïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò n+ 1.

Ëýóç. (1) Ç ó÷Ýóç R åßíáé áíáêëáó�éêÞ ãéá�ß ãéá êÜèå k 2 f1; : : : ; n

2

+ 1g, a

k

� a

k

êáé k � k, Üñá

((a

k

; k); (a

k

; k)) 2 R. Ç ó÷Ýóç R åßíáé ìå�áâá�éêÞ ãéá�ß ãéá êÜèå ((a

k

; k); (a

`

; `)); ((a

`

; `); (a

j

; j)) 2 R,

Ý÷ïõìå ü�é a

k

� a

`

� a

j

êáé ü�é k � ` � j, êáé óõíåðþò ((a

k

; k); (a

j

; j)) 2 R. Ç ó÷Ýóç R åßíáé

áí�éóõììå�ñéêÞ ãéá�ß ãéá êÜèå ((a

k

; k); (a

`

; `)) 2 R ìå k 6= `, Ý÷ïõìå ü�é ((a

`

; `); (a

k

; k)) 62 R, ãéá�ß

` > k. ¢ñá ç ó÷Ýóç R åßíáé ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò.

(2) ÊÜèå áëõóßäá ìÞêïõòm �çòR áí�éó�ïé÷åß óå ìßá áýîïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõòm �çò a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

,

êáé áí�ßó�ñïöá. �ñÜãìá�é, �á (a

k

1

; k

1

); (a

k

2

; k

2

); : : : ; (a

k

m

; k

m

) áðï�åëïýí ìéá áëõóßäá ìÞêïõò m �çò

R áíí (ëüãù �ïõ ïñéóìïý �çò R) k

1

� k

2

� � � � � k

m

êáé a

k

1

� a

k

2

� � � � � a

k

m

áíí ç áêïëïõèßá

a

k

1

; a

k

2

; : : : ; a

k

m

áðï�åëåß ìéá áýîïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

.

ÊÜèå áí�éáëõóßäá ìåãÝèïõò m �çò R áí�éó�ïé÷åß óå ìßá öèßíïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò

a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

, êáé áí�ßó�ñïöá. Êá�' áñ÷Þí ðáñá�çñïýìå ü�é áí �á (a

k

1

; k

1

); (a

k

2

; k

2

); : : : ; (a

k

m

; k

m

)

áðï�åëïýí ìéá áí�éáëõóßäá �çòR, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é k

1

� k

2

� � � � � k

m

(äçë. áðáñéèìïýìå

�á ó�ïé÷åßá �çò áí�éáëõóßäáò óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí äåéê�þí �ïõò). ÅðïìÝíùò �á (a

k

1

; k

1

); (a

k

2

; k

2

);

: : : ; (a

k

m

; k

m

), k

1

� k

2

� � � � � k

m

, áðï�åëïýí ìéá áí�éáëõóßäá ìåãÝèïõò m �çò R áíí k

1

� k

2

�

� � � � k

m

êáé (ëüãù �ïõ ïñéóìïý �çò R) a

k

1

> a

k

2

> � � � > a

k

m

áíí ç áêïëïõèßá a

k

1

; a

k

2

; : : : ; a

k

m

áðï�åëåß ìéá öèßíïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

.

(3) Áðï�åëåß Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ (2) êáé �ïõ ü�é �ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï (A;R) åß�å ðåñéÝ÷åé

ìéá áëõóßäá ìÞêïõò n åß�å ðåñéÝ÷åé ìéá áí�éáëõóßäá ìåãÝèïõò n. ut


