
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÄéáêñé�Ýò ÌÝèïäïé ãéá �çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þíÄéäÜóêïí�åò: Êáè. Ö. ÁöñÜ�ç, Ëåê�. Ä. Öù�Üêçò6ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí, Ó÷Ýäéï ËýóåùíÈÝìá 1. Íá õðïëïãßóå�å ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ìïéñÜóïõìå n (äéáêåêñéìÝíïõò) öïé�ç�Ýòóå 6 (äéáêåêñéìÝíá) áìöéèÝá�ñá þó�å êáíÝíá áìöéèÝá�ñï íá ìçí ìåßíåé êåíü, �ï ðñþ�ï êáé �ï �ñß�ïáìöéèÝá�ñï íá Ý÷ïõí ðåñé��ü áñéèìü öïé�ç�þí, êáé �ï äåý�åñï êáé �ï �Ý�áñ�ï áìöéèÝá�ñï íá Ý÷ïõíÜñ�éï áñéèìü öïé�ç�þí.Ëýóç. �ñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá äéáíïìÞò n äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí (öïé�ç�þí) óå 6 äéáêåêñéìÝíåòõðïäï÷Ýò (áìöéèÝá�ñá), þó�å êáìßá õðïäï÷Þ íá ìçí ìåßíåé êåíÞ, êáé ÷ùñßò íá Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ �ùíáí�éêåéìÝíùí ó�éò õðïäï÷Ýò. �ñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá äéá�Üîåùí, Üñá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÞãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç. Óýìöùíá êáé ìå �ï (á.1), ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ï ðÝìð�ï êáé �ï Ýê�ïáìöéèÝá�ñï, ðïõ ðñÝðåé áðëþò íá ìçí ìåßíïõí êåíÜ åßíáé ex � 1. Ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ïðñþ�ï êáé �ï �ñß�ï áìöéèÝá�ñï ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ðåñé��ü áñéèìü öïé�ç�þí êáé íá ìçí ìåßíïõí êåíÜåßíáé: x1! + x33! + x55! + � � � = ex � e�x2Ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ï äåý�åñï êáé �ï �Ý�áñ�ï áìöéèÝá�ñï ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷ïõí Üñ�éï áñéèìüöïé�ç�þí êáé íá ìçí ìåßíïõí êåíÜ åßíáé:x22! + x44! + x66! + � � � = ex + e�x2 � 1¢ñá ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé:(ex � 1)2 �ex + e�x2 � 1�2�ex � e�x2 �2êáé �ï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xn=n!.�éá íá õðïëïãßóïõìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xn=n!, áíáð�ýóóïõìå �çí ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç óå äõíÜ-ìåéò �ïõ ex ùò åîÞò:116 �e6x � 6e5x + 13e4x � 8e3x � 14e2x + 28ex � 14� 8e�x + 13e�2x � 6e�3x + e�4x�O óõí�åëåó�Þò �ïõ xn=n! ó�çí ðáñáðÜíù Ýêöñáóç åßíáé:116 (6n � 6 � 5n + 13 � 4n � 8 � 3n � 14 � 2n + 28� 8(�1)n + 13(�2)n � 6(�3)n + (�4)n)ÈÝìá 2. ¸÷ïõìå n ßäéåò ðñÜóéíåò ìðÜëåò êáé k áñéèìçìÝíåò (äéáêåêñéìÝíåò) êüêêéíåò ìðÜëåò ðïõäéáíÝìïí�áé óå m äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò. Èåùñïýìå ü�é m � minfk; ng, êáé ü�é äåí ðáßæåé ñüëï çóåéñÜ ìå �çí ïðïßá �ïðïèå�ïýí�áé ïé ìðÜëåò ó�éò õðïäï÷Ýò. Íá äéá�õðþóå�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçêáé íá ðñïóäéïñßóå�å �ïí üñï �ïõ ïðïßïõ ï óõí�åëåó�Þò äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùíãéá: 1



1. �çí äéáíïìÞ �ùí ðñÜóéíùí êáé �ùí êüêêéíùí ìðáëþí ó�éò õðïäï÷Ýò þó�å êáìßá õðïäï÷Þ íá ìçíìåßíåé êåíÞ êáé êÜèå õðïäï÷Þ íá Ý÷åé ßäéï áñéèìü áðü ðñÜóéíåò êáé êüêêéíåò ìðÜëåò (ìüíï ãéááõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, èåùñïýìå ü�é k = n).2. �çí äéáíïìÞ �ùí ðñÜóéíùí êáé �ùí êüêêéíùí ìðáëþí ó�éò õðïäï÷Ýò þó�å êÜèå õðïäï÷Þ íá Ý÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ðñÜóéíç êáé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá êüêêéíç ìðÜëá.Ëýóç. (1) �áñá�çñïýìå ü�é ï áñéèìüò �ùí êüêêéíùí ìðáëþí óå êÜèå õðïäï÷Þ êáèïñßæåé ìå ìïíáäéêü�ñüðï �ç äéáíïìÞ �ùí ðñÜóéíùí ìðáëþí. Áöïý ìüíï �ï ðëÞèïò �ùí êüêêéíùí ìðáëþí óå êÜèå õðï-äï÷Þ Ý÷åé óçìáóßá, ï áñéèìüò �ùí äéáíïìþí üëùí �ùí ìðáëþí �áõ�ßæå�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí äéáíïìþí�ùí k äéáêåêñéìÝíùí êüêêéíùí ìðáëþí ó�éò m äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ðñüâëçìá ãéá �ï ïðïßï äéá�õ-ðþíïõìå �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç. �ñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá äéá�Üîåùí, Üñá ÷ñçóéìïðïéïýìå åêèå�éêÞãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç. Áöïý äåí ðáßæåé ñüëï ç óåéñÜ �ùí ìðáëþí ó�éò õðïäï÷Ýò êáé êÜèå õðïäï÷ÞäÝ÷å�áé �ïõëÜ÷éó�ïí 1 êüêêéíç ìðÜëá, ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ïí áñéèìü �ùí êüêêéíùí ìðáëþíóå êÜèå õðïäï÷Þ åßíáé: x1! + x22! + x33! + � � � = ex � 1Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç äßíå�áé áðü �ï ãéíüìåíï �ùí ðáñáðÜíù åêèå�éêþí áðáñéèìç�þí ãéáüëåò �éò õðïäï÷Ýò, êáé åßíáé (ex � 1)m, êáé ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí äßíå�áé áðü �ïíóõí�åëåó�Þ �ïõ xk=k!.Ùò Üóêçóç, íá äéá�õðþóå�å �çí áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç óåéñÜäéáíïìÞò �ùí ìðáëþí ó�éò õðïäï÷Ýò Ý÷åé óçìáóßá.(2) ¼ðùò åßäáìå ó�ï (1), ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ç äéáíïìÞ �ùí êüêêéíùí ìðáëþí åßíáé(ex � 1)m êáé ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xk=k!.Ç äéáíïìÞ �ùí ðñÜóéíùí ìðáëþí åßíáé áíåîÜñ�ç�ç áðü �ç äéáíïìÞ �ùí êüêêéíùí ìðáëþí (åðïìÝ-íùò, óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí äéáíïìþí èá äßíå�áé áðü �ïãéíüìåíï �ïõ áñéèìïý �ùí äéáíïìþí ãéá �éò êüêêéíåò ìðÜëåò åðß �ïí áñéèìü �ùí äéáíïìþí ãéá �éòðñÜóéíåò ìðÜëåò). �éá íá åßíáé ïé åðéìÝñïõò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò áíåîÜñ�ç�åò, êùäéêïðïéïýìå �çíãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �éò ðñÜóéíåò ìðÜëåò ìå ÷ñÞóç äéáöïñå�éêÞò ìå�áâëç�Þò z. �íùñßæïõìå ü�é çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ç äéáíïìÞ n ßäéùí áí�éêåéìÝíùí óå m äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò þó�å êáìßáõðïäï÷Þ íá ìçí ìåßíåé êåíÞ åßíáé(z + z2 + z3 + � � � )m = � z1� z�m ;êáé ü�é ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ zn.ÅðïìÝíùò, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ç äéáíïìÞ üëùí �ùí ìðáëþí åßíáé�z(ex � 1)1� z �m ;êáé �ï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ znxk=k!. utÈÝìá 3. Íá äéá�õðþóå�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç êáé íá ðñïóäéïñßóå�å �ïí üñï �ïõ ïðïßïõ ï óõ-í�åëåó�Þò äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá �ïðïèå�çèïýí 200 äéáöïñå�éêÜ âéâëßá óå 4äéáêåêñéìÝíá ñÜöéá, ü�áí:1. êÜèå ñÜöé ðñÝðåé íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 10 êáé �ï ðïëý 100 âéâëßá, êáé äåí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ ìå�çí ïðïßá �ïðïèå�ïýí�áé �á âéâëßá óå êÜèå ñÜöé.2



2. êÜèå ñÜöé ðñÝðåé íá Ý÷åé ðåñéóóü�åñá âéâëßá áðü �ï åðüìåíü �ïõ, �ï ðñþ�ï ñÜöé äåí ðñÝðåé íáìåßíåé êåíü, êáé Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá �ïðïèå�ïýí�áé �á âéâëßá ó�á ñÜöéá.Ëýóç. Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, Ý÷ïõìå äéáíïìÞ äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí (âéâëßá) óå äéáêåêñéìÝ-íåò õðïäï÷Ýò (ñÜöéá), äçë. ðñüâëçìá äéá�Üîåùí. ¸�óé ÷ñçóéìïðïéïýìå åêèå�éêÝò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þ-óåéò.(1) Áöïý äåí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ �ùí âéâëßùí ó�á ñÜöéá, êáé êÜèå ñÜöé ðñÝðåé íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí10 êáé �ï ðïëý 100 âéâëßá, ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ïí áñéèìü �ùí âéâëßùí óå êÜèå ñÜöé åßíáé:x1010! + x1111! + x1212! + � � �+ x100100!Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç äßíå�áé áðü �ï ãéíüìåíï �ùí ðáñáðÜíù åêèå�éêþí áðáñéèìç�þí ãéáüëá �á ñÜöéá, êáé åßíáé: �x1010! + x1111! + x1212! + � � � + x100100!�4Ôï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x200=200!.(2) ¸ó�ù z1, z2, z3, z4 �ï ðëÞèïò �ùí âéâëßùí ó�ï áí�ßó�ïé÷ï ñÜöé. Áí èåùñÞóïõìå ü�é �á âéâëßá äåí åßíáéäéáêåêñéìÝíá, �ï ðëÞèïò �ùí äéáíïìþí �ïõò óå 4 ñÜöéá ìå �ïí ðåñéïñéóìü �çò åêöþíçóçò åßíáé ßóï ìå�ï ðëÞèïò �ùí áêåñáßùí ëýóåùí �çò åîßóùóçò z1+z2+z3+z4 = 200, üðïõ z1 > z2 > z3 > z4 � 0. �éáíá êùäéêïðïéÞóïõìå �ïí ðåñéïñéóìü z1 > z2 > z3 > z4, èÝ�ïõìå z3 = z4+�, z2 = z3+� = z4+�+�,êáé z1 = z2+� = z4+�+�+�, ãéá êÜðïéá �; �; � � 1. ¸�óé êá�áëÞãïõìå ü�é (áí �á âéâëßá äåí åßíáéäéáêåêñéìÝíá,) �ï ðëÞèïò �ùí äéáíïìþí �ïõò óå 4 ñÜöéá ìå �ïí ðåñéïñéóìü �çò åêöþíçóçò åßíáé ßóï ìå�ï ðëÞèïò �ùí áêåñáßùí ëýóåùí �çò åîßóùóçò 3�+ 2�+ �+ 4z4 = 200, üðïõ z4 � 0 êáé �; �; � � 1.Ó÷çìá�ßæïõìå ëïéðüí �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò áðáñéèìç�Ýò. ÅðåéäÞ �á âéâëßá åßíáé äéáêåêñéìÝíá êáé ðáß-æåé ñüëï ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá �ïðïèå�ïýí�áé ó�á ñÜöéá, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêïýò áðáñéèìç�Ýò(üðïõ ðïëëáðëáóéÜæïõìå êÜèå üñï ìå �ï áí�ßó�ïé÷ï ðëÞèïò ìå�áèÝóåùí, åðåéäÞ ç óåéñÜ �ùí âéâëßùíÝ÷åé óçìáóßá). ¸�óé ï áðáñéèìç�Þò ãéá �ï � åßíáé 3!x33! +6!x66! +9!x99! +12!x1212! + : : :, ï áðáñéèìç�Þò ãéá�ï � åßíáé 2!x22! +4!x44! +6!x66! +8!x88! + : : :, ï áðáñéèìç�Þò ãéá �ï � åßíáé 1! x1!+2!x22! +3!x33! +4!x44! + : : :, êáéï áðáñéèìç�Þò ãéá �ï z4 åßíáé 1+4!x44! +8!x88! +12!x1212! +16!x1616! + : : :. Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçðñïêýð�åé áðü �ï ãéíüìåíï �ùí áí�ßó�ïé÷ùí áðáñéèìç�þí, êáé åßíáé:(x3+x6+x9+x12+ : : :)(x2+x4+x6+x8+ : : :)(x+x2+x3+x4+ : : :)(1+x4+x8+x12+x16+ : : :)Ôï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x200=200!. utÈÝìá 4. Íá õðïëïãßóå�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò �çò ïðïßáò ï n-ïó�üò üñïò äßíåé �ïíáñéèìü �ùí äõáäéêþí óõìâïëïóåéñþí ìÞêïõò n ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �çí õðïóõìâïëïóåéñÜ 111.Ëýóç. ¸ó�ù �n �ï ðëÞèïò �ùí äõáäéêþí óõìâïëïóåéñþí ìÞêïõò n ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �çí õðïóõìâïëï-óåéñÜ 111. �áñá�çñïýìå ü�é �0 = 1, �1 = 2, �2 = 4, �3 = 7, �4 = 13, : : : . Ìéá äõáäéêÞ óõìâïëïóåéñÜìÞêïõò n ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï 111 ìðïñåß íá �åëåéþíåé óå 0, óå 01, Þ óå 011. ÁíÜëïãá ìå �çí êá�ÜëçîÞ�çò, ìéá �Ý�ïéá óõìâïëïóåéñÜ ðñïêýð�åé:� Áí �åëåéþíåé óå 0, ìå �çí ðñïóèÞêç �ïõ øçößïõ 0 ó�ï �Ýëïò ìéáò äõáäéêÞò óõìâïëïóåéñÜò ìÞêïõòn� 1 ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï 111 (Ý�óé ó÷çìá�ßæïí�áé �n�1 óõìâïëïóåéñÝò).� Áí �åëåéþíåé óå 01, ìå �çí ðñïóèÞêç �ùí øçößùí 01 ó�ï �Ýëïò ìéáò äõáäéêÞò óõìâïëïóåéñÜò ìÞêïõòn� 2 ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï 111 (Ý�óé ó÷çìá�ßæïí�áé �n�2 óõìâïëïóåéñÝò).3



� Áí �åëåéþíåé óå 011, ìå �çí ðñïóèÞêç �ùí øçößùí 011 ó�ï �Ýëïò ìéáò äõáäéêÞò óõìâïëïóåéñÜòìÞêïõò n� 3 ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï 111 (Ý�óé ó÷çìá�ßæïí�áé �n�3 óõìâïëïóåéñÝò).�áñá�çñïýìå ü�é ïé ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò åßíáé áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò êáé åðé�ñÝðïõí �çíäçìéïõñãßá üëùí �ùí óõìâïëïóåéñþí ìÞêïõò n ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï 111. ¢ñá �ï ðëÞèïò áõ�þí �ùíóõìâïëïóåéñþí ðåñéãñÜöå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �n = �n�1 + �n�2 + �n�3, ãéá n � 3, ìåáñ÷éêÝò óõíèÞêåò �0 = 1, �1 = 2, �2 = 4.¸ó�ùA(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò ðáñáðÜíù áêïëïõèßáò. Åñãáæüìåíïé üðùò êá�Ü �çí åðßëõóçãñáììéêþí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí ìå �çí ìÝèïäï �ùí ãåííç�ñéêþí óõíáñ�Þóåùí Ý÷ïõìå:1Xn=3�nxn � 1Xn=3�n�1xn � 1Xn=3�n�2xn � 1Xn=3�n�3xn = 0)[A(x) � 4x2 � 2x� 1℄� x [A(x)� 2x� 1℄� x2 [A(x)� 1℄� x3A(x) = 0)A(x)(1 � x� x2 � x3) = x2 + x+ 1)A(x) = x2 + x+ 11� x� x2 � x3
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