
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÄéáêñé�Ýò ÌÝèïäïé ãéá �çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þíÄéäÜóêïí�åò: Êáè. Ö. ÁöñÜ�ç, Ëåê�. Ä. Öù�Üêçò5ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí, Ó÷Ýäéï ËýóåùíÈÝìá 1. (á) 75 ðáéäéÜ ðÞãáí óå Ýíá ðÜñêï äéáóêÝäáóçò, üðïõ ìðïñïýí íá óõììå�Ý÷ïõí óå �ñßáðáé÷íßäéá. Åßíáé ãíùó�ü ü�é 20 áðü áõ�Ü óõììå�åß÷áí êáé ó�á �ñßá ðáé÷íßäéá, êáé ü�é 55 áðü áõ�Üóõììå�åß÷áí �ïõëÜ÷éó�ïí óå äýï áðü �á �ñßá ðáé÷íßäéá. Ç óõììå�ï÷Þ óå êÜèå ðáé÷íßäé êïó�ßæåé 1åõñþ, êáé ç óõíïëéêÞ åßóðñáîç Þ�áí 140 åõñþ. Íá ðñïóäéïñßóå�å �ïí áñéèìü �ùí ðáéäéþí ðïõ äåíóõììå�åß÷áí óå êáíÝíá ðáé÷íßäé.(â) ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý, íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí ðñþ�ùí áñéè-ìþí ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïé �ïõ 120.(ã) Íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïé �ïõ 1000 êáé äéáéñïý-í�áé áðü �ï 4, áëëÜ äåí äéáéñïýí�áé áðü �ï 5 êáé �ï 6.Ëýóç. (á) ¸ó�ù Ai, i = 1; 2; 3, �ï óýíïëï �ùí ðáéäéþí ðïõ óõììå�åß÷áí ó�ï ðáé÷íßäé i. Ôï æç�ïýìåíïåßíáé ßóï ìå 75� jA1 [A2 [A3j, üðïõ ï üñïò jA1 [A2 [A3j èá õðïëïãéó�åß ìå åöáñìïãÞ �çò áñ÷Þòåãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý.Áðü �á äåäïìÝíá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ðñïêýð�åé ü�é jA1\A2\A3j = 20, ü�é jA1j+ jA2j+ jA3j = 140,êáé ü�é#ðáéäéþí óå � 2 ðáé÷íßäéá = jA1 \A2j+ jA1 \A3j+ jA2 \A3j � 2 jA1 \A2 \A3j = 55 ;áðü �ï ïðïßï ðñïêýð�åé ü�é jA1\A2j+jA1\A3j+jA2\A3j = 95. Áðü �çí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý,ðñïêýð�åé ü�é jA1 [A2 [A3j = 140 � 95 + 20 = 65Óõíåðþò 75� 65 = 10 ðáéäéÜ äåí óõììå�åß÷áí óå êáíÝíá ðáé÷íßäé.(â) ÊÜèå öõóéêüò áñéèìüò ìéêñü�åñïò Þ ßóïò �ïõ 120 ðïõ äåí åßíáé ðñþ�ïò, Ý÷åé Ýíáí ðñþ�ï ðáñÜãïí�áìéêñü�åñï �ïõ 11, êáé óõíåðþò áðï�åëåß ðïëëáðëÜóéï �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò áðü �á 2, 3, 5, Þ 7. ÅðïìÝíùò,�ï ðëÞèïò �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí ó�ï óýíïëï f2; 3; : : : ; 120g åßíáé ßóï ìå �ïí ðëçèÜñéèìï �ïõ óõíüëïõ(119) ìåßïí �ï ðëÞèïò �ùí áñéèìþí ðïõ äéáéñïýí�áé áðü �á 2, 3, 5, Þ 7, óõí 4 (ãéá�ß ï ðñïçãïýìåíïòõðïëïãéóìüò åîáéñåß �ïõò 2, 3, 5, êáé 7, ðïõ äéáéñïýí�áé ìå �ïí åáõ�ü �ïõò, áëëÜ åßíáé ðñþ�ïé). Ôïæç�ïýìåíï ëïéðüí áíÜãå�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ f2; 3; : : : ; 120g ðïõ Ý÷ïõíùò äéáéñÝ�ç êÜðïéï áðü �á 2, 3, 5, Þ 7. �éá �ïí õðïëïãéóìü áõ�ïý èá åöáñìüóïõìå �çí áñ÷Þ �ïõåãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý.¸ó�ù Ai, i = 2; 3; 5; 7, �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí ó�ï f2; 3; : : : ; 120g ðïõ Ý÷ïõí äéáéñÝ�ç �ï i. �éá íáõðïëïãßóïõìå �ï jA1 [A2 [A3 [A4j, ðáñá�çñïýìå ü�é:jA2j = 60 jA2 \A3j = 20 jA2 \A3 \A5j = 4 jA2 \A3 \A5 \A7j = 0jA3j = 40 jA2 \A5j = 12 jA2 \A3 \A7j = 2jA5j = 20 jA2 \A7j = 8 jA2 \A5 \A7j = 1jA7j = 17 jA3 \A5j = 8 jA3 \A5 \A7j = 1jA3 \A7j = 5jA5 \A7j = 3 1



Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, áðü �çí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý, ðñïêýð�åé ü�é õðÜñ÷ïõíjA2 [A3 [A5 [A7j = (60 + 40 + 20 + 17)� (20 + 12 + 8 + 8 + 5 + 3) + (4 + 2 + 1 + 1)� 0 = 93ðïëëáðëÜóéá �ùí 2, 3, 5, Þ 7 ó�ï óýíïëï f2; 3; : : : ; 120g. Óõíåðþò �ï ðëÞèïò �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí ðïõåßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïé �ïõ 120 åßíáé 119 � 93 + 4 = 30.(ã) ¸ó�ù Ai, i = 4; 5; 6, �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïé �ïõ 1000 êáé Ý÷ïõíäéáéñÝ�ç �ï i, êáé Ýó�ù Ai �ï (óõìðëçñùìá�éêü) óýíïëï �ùí öõóéêþí ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïé �ïõ1000 êáé äåí Ý÷ïõí äéáéñÝ�ç �ï i. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãßóïõìå �ï jA4 \ A5 \ A6j, �ï ïðïßïéóïý�áé ìå 1000�jA4[A5[A6j (ç éóü�ç�á ðñïêýð�åé èåùñþí�áò �ïí ðëçèÜñéèìï �ïõ óõìðëçñùìá�éêïýóõíüëïõ êáé åöáñìüæïí�áò �ïí áí�ßó�ïé÷ï íüìï de Morgan). �éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ jA4 [ A5 [ A6j,åöáñìüæïõìå �çí áñ÷Þ �ïõ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý. �áñá�çñïýìå ü�é:jA4j = 1000 � jA4j = 1000 � 250 = 750 jA4 \A5j = jA5j � jA4 \A5j = 200 � 50 = 150jA5j = 200 jA4 \A6j = jA6j � jA4 \A6j = 166 � 83 = 83jA6j = 166 jA5 \A6j = 33jA4 \A5 \A6j = jA5 \A6j � jA4 \A5 \A6j = 33� 16 = 17Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, áðü �çí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý, ðñïêýð�åé ü�é:jA4 [A5 [A6j = (750 + 200 + 166)� (150 + 83 + 33) + 17 = 867 :Óõíåðþò �ï ðëÞèïò �ùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïé �ïõ 1000 êáé äéáéñïýí�áé áðü �ï4, áëëÜ äåí äéáéñïýí�áé áðü �ï 5 êáé �ï 6, åßíáé 1000 � 867 = 133. utÈÝìá 2. (á) ¸÷ïõìå 4 ßäéá âéâëßá ìå ðÜ÷ïò 10 åêá�ïó�Ü êáé 20 äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò âéâëßá ìåðÜ÷ïò 5 åêá�ïó�Ü �ï êáèÝíá. Íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí íá ãåìßóåé Ýíá ñÜöé ðïõ Ý÷åéìÞêïò 1 ìÝ�ñï, áí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ �ïðïèÝ�çóçò �ùí âéâëßùí ó�ï ñÜöé.(â) ¸÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò 10 ßäéá âéâëßá ìå ðÜ÷ïò 10 åêá�ïó�Ü êáé 20 äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõòâéâëßá ìå ðÜ÷ïò 5 åêá�ïó�Ü �ï êáèÝíá. Íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�çèïýí üëá�á âéâëßá óå 3 äéáêåêñéìÝíá ñÜöéá ìÞêïõò 2 ìÝ�ñùí �ï êáèÝíá, áí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ �ïðïèÝ�çóçò�ùí âéâëßùí óå êÜèå ñÜöé.Ëýóç. (á) Äéáêñßíïõìå �éò åîÞò ðåñéð�þóåéò:� Íá ìçí ìðåé ó�ï ñÜöé êáíÝíá âéâëßï 10 åêá�ïó�þí. ¼ëá �á ``ëåð�Ü'' âéâëßá ìðïñïýí íá �ïðïèå�ç-èïýí ìå 20! �ñüðïõò.� Íá ìðïõí ó�ï ñÜöé Ýíá âéâëßï 10 åêá�ïó�þí êáé 18 ``ëåð�Ü'' âéâëßá ãéá �á ïðïßá õðÜñ÷ïõíC(20; 18)åðéëïãÝò. Ôá 19 âéâëßá (üëá äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò) ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí ìå 19! �ñüðïõò.ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå C(20; 18) � 19! �ñüðïõò.� Íá ìðïõí ó�ï ñÜöé ó�ï ñÜöé äýï (ßäéá) âéâëßá 10 åêá�ïó�þí êáé 16 (äéáöïñå�éêÜ) ``ëåð�Ü'' âéâëßá ãéá�á ïðïßá õðÜñ÷ïõí C(20; 16) åðéëïãÝò. Ôá 18 âéâëßá ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí ìå 18!/2! �ñüðïõò.ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå C(20; 16) � 18!=2! �ñüðïõò.� Íá ìðïõí ó�ï ñÜöé �ñßá (ßäéá) âéâëßá 10 åêá�ïó�þí êáé 14 (äéáöïñå�éêÜ) ``ëåð�Ü'' âéâëßá ãéá �áïðïßá õðÜñ÷ïõí C(20; 14) åðéëïãÝò. Ôá 17 âéâëßá ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí ìå 17!/3! �ñüðïõò.ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå C(20; 14) � 17!=3! �ñüðïõò.� Íá ìðïõí ó�ï ñÜöé �Ýóóåñá (ßäéá) âéâëßá 10 åêá�ïó�þí êáé 12 (äéáöïñå�éêÜ) ``ëåð�Ü'' âéâëßá ãéá�á ïðïßá õðÜñ÷ïõí C(20; 12) åðéëïãÝò. Ôá 16 âéâëßá ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí ìå 16!/4! �ñüðïõò.ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå C(20; 12) � 16!=4! �ñüðïõò. 2



¼ëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò åßíáé áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò. ¢ñá åöáñìüæïí�áò �ïí êáíüíá �ïõáèñïßóìá�ïò, Ý÷ïõìå ü�é ïé �ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò óõíïëéêÜ åßíáé:20! +�2018� � 19! +�2016� � 18!2! +�2014� � 17!3! +�2012� � 16!4!(â) �áñá�çñïýìå ü�é �ï ìÞêïò �ùí ñáöéþí äåí óõíéó�Ü ðåñéïñéóìü, ìå �çí Ýííïéá ü�é üëá �á âéâëßá÷ùñïýí óå Ýíá ñÜöé ìÞêïõò 2 ìÝ�ñùí. Õðïëïãßæïõìå ëïéðüí �ïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò íá äéáíåß-ìïõìå 10 ßäéá áí�éêåßìåíá (``÷ïí�ñÜ'' âéâëßá) êáé 20 äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá (``ëåð�Ü'' âéâëßá) óå 3äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò (ñÜöéá), ìå �çí óåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�éò õðïäï÷Ýò íá Ý÷åé óçìáóßá (÷ùñßòêáíÝíáí ðåñéïñéóìü). Ôï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí éóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí ìå�áèÝóåùí10 ßäéùí áí�éêåéìÝíùí (``÷ïí�ñþí'' âéâëßùí), 20 äéáöïñå�éêþí áí�éêåéìÝíùí (``ëåð�þí'' âéâëßùí), êáé 2ßäéùí áí�éêåéìÝíùí (``äéá÷ùñéó�éêþí''). Ôï ðëÞèïò áõ�þí �ùí ìå�áèÝóåùí åßíáé:32!10!2!�éá ðåñáé�Ýñù åîÜóêçóç, íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí äéáíïìþí ðïõ äåí áöÞíïõíêáìßá õðïäï÷Þ êåíÞ. utÈÝìá 3. (á) Íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí íá êáèÞóïõí 20 (äéáêåêñéìÝíïé) öïé�ç�Ýò óå ìéáóåéñÜ 90 èñáíßùí, þó�å íá õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï êåíÜ èñáíßá áíÜìåóá óå êÜèå äýï öïé�ç�Ýò.(â) Íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí íá ìïéñÜóïõìå 30 ßäéá êïõðüíéá óß�éóçò óå 5 öïé�ç�Ýò, þó�åêÜèå öïé�ç�Þò íá ðÜñåé �ïõëÜ÷éó�ïí 3 êáé �ï ðïëý 10 êïõðüíéá.(ã) Íá õðïëïãßóå�å �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí íá êá�áíåßìïõìå 40 öïé�ç�Ýò óå 4 äéáöïñå�éêÜ åó�éá�üñéáþó�å êáíÝíá åó�éá�üñéï íá ìçí ìåßíåé Üäåéï, áí ç êá�áíïìÞ êáèïñßæåé êáé �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ïéöïé�ç�Ýò ãåõìá�ßæïõí.Ëýóç. (á) ÕðÜñ÷ïõí 20! äéáöïñå�éêÝò ìå�áèÝóåéò �ùí (äéáêåêñéìÝíùí) öïé�ç�þí. �éá êÜèå �Ý�ïéáìå�Üèåóç, äåóìåýïõìå Ýíá èñáíßï ãéá êÜèå öïé�ç�Þ, êáé äýï êåíÜ èñáíßá áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñéöïé�ç�þí ðïõ êÜèïí�áé óå äéáäï÷éêÝò èÝóåéò, óýíïëï 20+19 �2 = 58 èñáíßá. ÁðïìÝíïõí 90�58 = 32(ìç äéáêåêñéìÝíá) èñáíßá, �á ïðïßá äéáíÝìïí�áé ó�éò 21 äéáêåêñéìÝíåò ``õðïäï÷Ýò'' ðïõ ó÷çìá�ßæåé çìå�Üèåóç �ùí öïé�ç�þí. Áõ�ü ãßíå�áé ìå�32 + 21� 132 � = �5232� = 52!32!20!äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò. Åöáñìüæïí�áò �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, ðñïêýð�åé ü�é �ï ðëÞèïò �ùí äéáöï-ñå�éêþí �ñüðùí åßíáé: 20! � 52!32!20! = 52!32!(â) ÌïéñÜæïõìå áðü 3 êïõðüíéá óå êÜèå öïé�ç�Þ, äåóìåýïí�áò Ý�óé 15 êïõðüíéá óõíïëéêÜ. Áõ�üãßíå�áé ìå Ýíáí �ñüðï, áöïý �á êïõðüíéá äåí åßíáé äéáêåêñéìÝíá. ÁðïìÝíïõí 15 ßäéá êïõðüíéá ãéáíá äéáíåìçèïýí óå 5 öïé�ç�Ýò (äéáêåêñéìÝíåò ``õðïäï÷Ýò'') þó�å êÜèå öïé�ç�Þò íá ðÜñåé �ï ðïëý 7êïõðüíéá. Ôï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí íá äéáíåìçèïýí 15 ßäéá êïõðüíéá óå 5 äéáêåêñéìÝíïõò öïé�ç�Ýò åßíáéC(15 + 5� 1; 15) = C(19; 4).Áðü áõ�Ýò �éò äéáíïìÝò ðñÝðåé íá (õðïëïãßóïõìå êáé íá) áöáéñÝóïõìå �éò äéáíïìÝò üðïõ êÜðïéïòöïé�ç�Þò ðáßñíåé 8 Þ ðåñéóóü�åñá êïõðüíéá. �áñá�çñïýìå ü�é Ýíáò �ï ðïëý öïé�ç�Þò ìðïñåß íá ðÜñåé 83



Þ ðåñéóóü�åñá êïõðüíéá. �éá íá õðïëïãßóïõìå ëïéðüí �ï ðëÞèïò �ùí äéáíïìþí üðïõ êÜðïéïò öïé�ç�Þòðáßñíåé 8 Þ ðåñéóóü�åñá êïõðüíéá, åðéëÝãïõìå �ïí öïé�ç�Þ ðïõ ðáßñíåé 8 Þ ðåñéóóü�åñá êïõðüíéá (áõ�üãßíå�áé ìå 5 äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò, üóïé åßíáé ïé öïé�ç�Ýò), �ïõ äßíïõìå 8 êïõðüíéá, êáé äéáíÝìïõìå �áõðüëïéðá 7 êïõðüíéá ó�ïõò 5 öïé�ç�Ýò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. ÅðïìÝíùò, �ï ðëÞèïò áõ�þí �ùí äéáíïìþíåßíáé 5C(7 + 5� 1; 7) = 5C(11; 4).ÔåëéêÜ, �ï ðëÞèïò �ùí äéáíïìþí üðïõ êÜèå öïé�ç�Þò ðáßñíåé �ïõëÜ÷éó�ïí 3 êáé �ï ðïëý 10 êïõðüíéáåßíáé: �194 �� 5�114 � = 19!15!4! � 5 � 11!7!4! = 2:226(ã) Õðïëïãßæïõìå �ïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò íá äéáíåßìïõìå 40 äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá (öïé�ç�Ýò)óå 4 äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò (åó�éá�üñéá), ìå �çí óåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�éò õðïäï÷Ýò íá Ý÷åé óç-ìáóßá, þó�å êáìßá õðïäï÷Þ íá ìçí ìåßíåé êåíÞ. ÅðéëÝãïõìå ìå P (40; 4) = 40!36! = 40 �39 �38 �37 �ñüðïõò�ïí ðñþ�ï öïé�ç�Þ óå êÜèå åó�éá�üñéï (�Ýóóåñéò öïé�ç�Ýò óõíïëéêÜ). ¸�óé åîáóöáëßæïõìå ü�é êáíÝíáåó�éá�üñéï äåí èá ìåßíåé Üäåéï. Ïé õðüëïéðïé 36 öïé�ç�Ýò êá�áíÝìïí�áé ó�á 4 åó�éá�üñéá ÷ùñßò ðåñéï-ñéóìïýò. Áöïý ç óåéñÜ �ùí öïé�ç�þí Ý÷åé óçìáóßá, áõ�ü ãßíå�áé ìå (36+4�1)!(4�1)! = 39!3! �ñüðïõò. Áðü �ïíêáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí åßíáé:40!36! � 39!3!ÈÝìá 4. Óå Ýíá í�ïõëÜðé õðÜñ÷ïõí 10 æåõãÜñéá ðáðïõ�óéþí (êÜèå æåõãÜñé áðï�åëåß�áé áðü Ýíá äåîßêáé áðü Ýíá áñéó�åñü ðáðïý�óé, êáé êÜèå æåõãÜñé åßíáé äéáöïñå�éêü áðü ïðïéïäÞðï�å Üëëï). ÁíåðéëÝîïõìå �õ÷áßá 8 ðáðïý�óéá, ðïéá ç ðéèáíü�ç�á íá ìçí åðéëÝîïõìå êáíÝíá æåõãÜñé ðáðïõ�óéþí êáéðïéá ç ðéèáíü�ç�á íá åðéëÝîïõìå Ýíá áêñéâþò æåõãÜñé ðáðïõ�óéþí;Ëýóç. ¼ëåò ïé äõíá�Ýò åðéëïãÝò 8 ðáðïõ�óéþí áðü 20 äéáöïñå�éêÜ ðáðïý�óéá åßíáé C(20; 8). �éá �çíðñþ�ç ðåñßð�ùóç, üðïõ äåí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå êáíÝíá æåõãÜñé ðáðïõ�óéþí, åðéëÝãïõìå ðñþ�á �á8 æåõãÜñéá áðü �á 10, áðü �á ïðïßá èá äéáëÝîïõìå Ýíá ðáðïý�óé, êáé Ýðåé�á Ýíá ðáðïý�óé áðü êáèÝíááðü �á 8 æåõãÜñéá. Ç åðéëïãÞ �ùí 8 æåõãáñéþí áðü �á 10 ãßíå�áé ìå C(10; 8) �ñüðïõò. Ó�ç óõíÝ÷åéá,ãéá êáèÝíá áðü �á 8 æåõãÜñéá Ý÷ïõìå 2 åðéëïãÝò (áñéó�åñü Þ äåîéü ðáðïý�óé), ïðü�å õðÜñ÷ïõí 28�ñüðïé óõíïëéêÜ íá åðéëÝîïõìå Ýíá ðáðïý�óé áðü êáèÝíá áðü �á 8 åðéëåãìÝíá æåõãÜñéá. ¢ñá õðÜñ÷ïõí28C(10; 8) �ñüðïé óõíïëéêÜ íá åðéëÝîïõìå 8 ðáðïý�óéá áðü �á 20 þó�å üëá íá áíÞêïõí óå äéáöïñå�éêÜæåõãÜñéá. Ç æç�ïýìåíç ðéèáíü�ç�á åßíáé:28 10!2!8!20!12!8! = 27 � 10! � 12!20! = 27 � 319 � 17 � 13 � 0:0915�éá �çí äåý�åñç ðåñßð�ùóç, üðïõ èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå áêñéâþò Ýíá æåõãÜñé ðáðïõ�óéþí, åðéëÝ-ãïõìå ðñþ�á áõ�ü �ï æåõãÜñé (ìå 10 �ñüðïõò), ó�ç óõíÝ÷åéá åðéëÝãïõìå �á õðüëïéðá 6 æåõãÜñéá (áðü �á9 äéáèÝóéìá, ìå C(9; 6) �ñüðïõò) áðü �á ïðïßá èá äéáëÝîïõìå Ýíá ðáðïý�óé, êáé �Ýëïò åðéëÝãïõìå Ýíáðáðïý�óé áðü êáèÝíá áðü �á 6 åðéëåãìÝíá æåõãÜñéá (ìå 26 �ñüðïõò). ÕðÜñ÷ïõí ëïéðüí 10 �26 �C(9; 6)�ñüðïé óõíïëéêÜ íá åðéëÝîïõìå 8 ðáðïý�óéá áðü �á 20 þó�å äýï (áêñéâþò) íá áíÞêïõí ó�ï ßäéï æåõãÜñé.¸�óé ç æç�ïýìåíç ðéèáíü�ç�á åßíáé:10 � 26 9!3!6!20!12!8! = 7 � 2819 � 17 � 13 � 0:42684



ÈÝìá 5. ¸÷ïõìå n èÝóåéò ó�éò ïðïßåò èá êáèÞóïõí k +m êáëåóìÝíïé, k (äéáêåêñéìÝíïé) Üíäñåò êáém (äéáêåêñéìÝíåò) ãõíáßêåò, n � maxfk + m; 2kg. Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýí íáêáèÞóïõí ïé êáëåóìÝíïé áí äåí ìðïñïýí íá êÜèïí�áé Üíäñåò óå äéðëáíÝò èÝóåéò (äçë. áíÜìåóá óåäýï Üíäñåò ðñÝðåé íá ìåóïëáâåß �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá èÝóç ðïõ åß�å åßíáé êåíÞ åß�å êá�áëáìâÜíå�áé áðüãõíáßêá) áí:1. ïé êáëåóìÝíïé êÜèïí�áé óå ìßá óåéñÜ;2. ïé êáëåóìÝíïé êÜèïí�áé óå Ýíá êõêëéêü �ñáðÝæé; Íá èåùñÞóå�å ùò äéáöïñå�éêÜ �á åíäå÷üìåíá ïÁ íá êÜèå�áé äåîéÜ �ïõ Â êáé ï Á íá êÜèå�áé áñéó�åñÜ �ïõ Â.Ëýóç. (1) Áò öáí�áó�ïýìå ü�é Ý÷ïõìå n ßäéåò êáñÝêëåò ðïõ èá �ïðïèå�çèïýí ó�éò n èÝóåéò, êáé ü�éáñ÷éêÜ äßíïõìå óå êÜèå Üíäñá êáé óå êÜèå ãõíáßêá áðü ìßá êáñÝêëá. Áõ�ü ãßíå�áé ìå ìïíáäéêü �ñüðï,áöïý ïé êáñÝêëåò äåí åßíáé äéáêåêñéìÝíåò. ÁðïìÝíïõí n�k�m êáñÝêëåò, ïé ïðïßåò èá ðáñáìåßíïõíÜäåéåò. ÕðÜñ÷ïõí (n�k)!(n�k�m)! äéáöïñå�éêÝò ìå�áèÝóåéò ãéá �éò ãõíáßêåò êáé �éò Üäåéåò êáñÝêëåò. ÊÜèå�Ý�ïéá ìå�Üèåóç ïñßæåé n�k+1 äéáêåêñéìÝíåò èÝóåéò ó�éò ïðïßåò ìðïñåß íá �ïðïèå�çèåß Ýíáò Üíäñáò�ï ðïëý. ¸�óé éêáíïðïéåß�áé ï ðåñéïñéóìüò íá ìçí êÜèïí�áé äýï Üíäñåò óå äéðëáíÝò èÝóåéò. Ï áñéèìüò�ùí äéáöïñå�éêþí äéá�Üîåùí �ùí k áíäñþí ó�éò n � k + 1 äéáêåêñéìÝíåò èÝóåéò åßíáé (n�k+1)!(n�2k+1)! . Ïóõíïëéêüò áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá êáèÞóïõí ïé êáëåóìÝíïé ó�ç óåéñÜ äßíå�áé áðü �ïí êáíüíá �ïõãéíïìÝíïõ êáé åßíáé ßóïò ìå (n� k)!(n� k �m)! � (n� k + 1)!(n� 2k + 1)!(2) Áí�ßó�ïé÷á õðïëïãßæå�áé ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá êáèÞóïõí ïé êáëåóìÝíïé óå Ýíáêõêëéêü �ñáðÝæé. Ïé ìïíáäéêÝò äéáöïñÝò åßíáé ü�é ïé êõêëéêÝò ìå�áèÝóåéò �ùí m ãõíáéêþí êáé �ùín� k �m Üäåéùí êáñåêëþí åßíáé (n�k�1)!(n�k�m)! (ðáñá�çñÞó�å ü�é áðü ìßá êõêëéêÞ ìå�Üèåóç ðñïêýð�ïõín � k äéáöïñå�éêÝò ãñáììéêÝò ìå�áèÝóåéò, ìßá ãéá êÜèå åðéëïãÞ �ïõ ðñþ�ïõ ó�ïé÷åßïõ ó�ç ãñáììéêÞìå�Üèåóç), êáé ü�é êÜèå êõêëéêÞ ìå�Üèåóç ïñßæåé n � k äéáêåêñéìÝíåò èÝóåéò ó�éò ïðïßåò ìðïñåß íá�ïðïèå�çèåß Ýíáò Üíäñáò �ï ðïëý. ¸�óé ïé äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí k áíäñþí ó�éò n � k äéáêå-êñéìÝíåò èÝóåéò åßíáé (n�k)!(n�2k)! , êáé ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá êáèÞóïõí ïé êáëåóìÝíïé óå Ýíáêõêëéêü �ñáðÝæé äßíå�áé åßíáé ßóïò ìå (n� k � 1)!(n� k �m)! � (n� k)!(n� 2k)!
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