
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÄéáêñé�Ýò ÌÝèïäïé ãéá �çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þíÄéäÜóêïí�åò: Êáè. Ö. ÁöñÜ�ç, Ëåê�. Ä. Öù�Üêçò1ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí, Ó÷Ýäéï Ëýóåùí¢óêçóç 1 (Óýíïëá êáé Äéáãùíéïðïßçóç). (á) Óõìâïëßæïõìå ìå P(A) �ï äõíáìïóýíïëï åíüò óõíüëïõA. Íá ÷áñáê�çñßóå�å êáèåìßá áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò ùò áëçèÞ Þ øåõäÞ. Áí ìéá ðñü�áóç åßíáéáëçèÞò, íá äéá�õðþóå�å ìéá óýí�ïìç áðüäåéîç, äéáöïñå�éêÜ Ýíá áí�éðáñÜäåéãìá.1. A [ P(A) = P(A)2. A \ P(A) = A3. fAg [ P(A) = P(A)4. fAg \ P(A) = A5. A�P(A) = A6. P(A) � fAg = P(A)(â) ¸ó�ù S �ï óýíïëï üëùí �ùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí �ïõ IN. Åßíáé �ï S áñéèìÞóéìï; Íááé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.(ã) ¸ó�ù F �ï óýíïëï üëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí áðü �ï IN ó�ï f0; 1; 2; 3g. Åßíáé �ï F áñéèìÞóéìï; Íááé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.Ëýóç. (á) Ôá (1), (2), (4), (5), êáé (6) åßíáé øåõäÞ (ìå �çí Ýííïéá ü�é õðÜñ÷ïõí óýíïëá A ãéá �á ïðïßáäåí áëçèåýïõí), êáé ìüíï �ï (3) áëçèåýåé ãéá êÜèå óýíïëï A.�éá �ï (1), �ï A[P(A) åßíáé Ýíá óýíïëï ìå ó�ïé÷åßá üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A êáé üëá �á õðïóýíïëá�ïõA, �ï ïðïßï åí ãÝíåé åßíáé äéáöïñå�éêü �ïõ P(A). �éá �ï (2), äåí éó÷ýåé ü�éA � P(A). �éá (4), éó÷ýåéü�é fAg \ P(A) = fAg, äçëáäÞ �ï óýíïëï A áðï�åëåß �ï (ìïíáäéêü) êïéíü ó�ïé÷åßï �ùí óõíüëùí fAgêáé P(A). �éá �ï (6), �ï P(A)�fAg äåí ðåñéÝ÷åé ùò ó�ïé÷åßï �ï óýíïëï A, êáé Üñá åßíáé �ï óýíïëï �ùíãíÞóéùí õðïóõíüëùí �ïõ A. ¸íá áðëü áí�éðáñÜäåéãìá áðï�åëåß �ï ìïíïóýíïëï fag. ÓõãêåêñéìÝíá:1. fag [ f;; fagg = fa; ;; fagg 6= f;; fagg.2. fag \ f;; fagg = ; 6= fag.4. ffagg \ f;; fagg = ffagg 6= fag6. f;; fagg � ffagg = f;g 6= f;; fagg�éá �ï (5), ìðïñåß íá óõìâáßíåé êÜðïéï õðïóýíïëï �ïõ A íá åßíáé �áõ�ü÷ñïíá êáé ó�ïé÷åßï �ïõ, ïðü�åA� P(A) 6= A. ¸íá áðëü áí�éðáñÜäåéãìá áðï�åëåß �ï óýíïëï fa; fagg, ãéá �ï ïðïßï P(fa; fagg) =f;; fag; ffagg; fa; faggg, êáéfa; fagg � f;; fag; ffagg; fa; faggg = fag 6= fa; fagg�éá �ï (3), ðñÜãìá�é éó÷ýåé ü�é fAg [ P(A) = P(A), áöïý fAg � P(A).(â) �éá êÜèå k 2 IN, èåùñïýìå �ï óýíïëï �ùí õðïóõíüëùí �ïõ IN ìå k ó�ïé÷åßáSk = fX � IN : jXj = kgÔï Sk åßíáé áñéèìÞóéìï ãéá êÜèå óõãêåêñéìÝíç �éìÞ �ïõ k. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé ð.÷. üðùò áðïäåßîáìåü�é �ï IN � IN åßíáé áñéèìÞóéìï, äçëáäÞ áðáñéèìþí�áò üëá �á óýíïëá �ïõ Sk ìå Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí1



` = 0; 1; 2; : : : , Þ áðáñéèìþí�áò üëá �á óýíïëá �ïõ Sk ðïõ áðï�åëïýí õðïóýíïëá �ïõ f0; 1; : : : ; ng, ãéán = k � 1; k; k + 1; : : : . Åî' ïñéóìïý, S = Sk2IN Sk . Óõíåðþò �ï S åßíáé áñéèìÞóéìï áöïý ìðïñåß íáåêöñáó�åß ùò Ýíùóç ìéáò áñéèìÞóéìá Üðåéñçò óõëëïãÞò áñéèìÞóéìùí óõíüëùí.(ã) Ôï F äåí åßíáé áñéèìÞóéìï (äéáßóèçóç: êÜèå óõíÜñ�çóç áðü �ï IN ó�ï f0; 1g áí�éó�ïé÷åß óå Ýíáõðïóýíïëï �ïõ IN). Áõ�ü ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ð.÷. ìå äéáãùíéïðïßçóç. ¸ó�ù ü�é �ïF åßíáé áñéèìÞóéìï,êáé Ýó�ù f0; f1; f2; : : : ìéá áõèáßñå�ç áðáñßèìçóç �ùí óõíáñ�Þóåùí �ïõ F . Èåùñïýìå �çí (``äéáãþíéá''óõíÜñ�çóç) d : IN 7! f0; 1; 2; 3g ðïõ ãéá êÜèå k 2 IN, Ý÷åé �éìÞ d(k) = 3 � fk(k). Åê êá�áóêåõÞò,ãéá êÜèå öõóéêü k, d(k) 6= fk(k). Óõíåðþò ç d äéáöÝñåé áðü êÜèå óõíÜñ�çóç fk (ç äéáöïñÜ �ïõòÝãêåé�áé ó�çí �éìÞ �ïõò ó�ï óçìåßï k). ¢ñá ç d äåí ðåñéëáìâÜíå�áé ó�çí ðáñáðÜíù áðáñßèìçóç,Ü�ïðï. ÅðïìÝíùò �ï F äåí åßíáé áñéèìÞóéìï. ut¢óêçóç 2 (�ñï�áóéáêÞ ËïãéêÞ). (á) Óå Ýíá áðïìïíùìÝíï íçóß õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï êïéíùíéêÝò �Üîåéò:ïé åõãåíåßò, ðïõ ëÝíå ðÜí�á �çí áëÞèåéá, êáé ïé øåõ�ïåõãåíåßò, ðïõ ëÝíå ðÜí�á øÝìá�á. Äýï êÜ�ïéêïé�ïõ íçóéïý, o X êáé ï Y äçëþíïõí: ï X ü�é ``ï Y åßíáé åõãåíÞò'', êáé o Y ü�é ``äåí áíÞêù ó�çí ßäéá�Üîç ìå �ïí X ''. Åßíáé êÜðïéïò áðü �ïõò X êáé Y åõãåíÞò, êáé áí íáé, ðïéïò;(â) ¸íáò åîåñåõíç�Þò óõëëáìâÜíå�áé áðü ìéá öõëÞ êáíéâÜëùí. Ó�ç öõëÞ õðÜñ÷ïõí äýï êá�çãïñßåòêáíéâÜëùí, áõ�ïß ðïõ ëÝíå ðÜí�á �çí áëÞèåéá êáé áõ�ïß ðïõ ëÝíå ðÜí�á øÝìá�á. Ï åîåñåõíç�Þò èáìåßíåé åëåýèåñïò ìüíï áí äéáðéó�þóåé óå ðïéÜ êá�çãïñßá áíÞêåé ï öýëáñ÷ïò. Ï åîåñåõíç�Þò ìðïñåßíá êÜíåé ìßá ìüíï åñþ�çóç ó�ïí öýëáñ÷ï, �çí ïðïßá áõ�üò èá áðáí�Þóåé ìå Ýíá ``íáé'' Þ Ýíá ``ü÷é''. (i)Íá åîçãÞóå�å ãéá�ß ç åñþ�çóç ``Åßóáé åéëéêñéíÞò;'' äåí åîõðçñå�åß �ïí óêïðü �ïõ åîåñåõíç�Þ. (ii) Íáâñåß�å åñþ�çóç ìå �çí ïðïßá ï åîåñåõíç�Þò äéáðéó�þíåé áí ï öýëáñ÷ïò åßíáé åéëéêñéíÞò.(ã) Ìéá óõãêåêñéìÝíç ÷þñá êá�ïéêåß�áé ìüíï áðü áíèñþðïõò ðïõ åß�å ëÝíå ðÜí�á áëÞèåéá åß�å ëÝíåðÜí�á øÝìá�á, êáé áðáí�ïýí óå åñù�Þóåéò ìüíï ìå Ýíá ``íáé'' Þ Ýíá ``ü÷é''. ¸íáò �ïõñßó�áò öèÜíåé óåìéá äéáêëÜäùóç �ïõ äñüìïõ, üðïõ �ï Ýíá ðáñáêëÜäé ïäçãåß ó�çí ðñù�åýïõóá êáé �ï Üëëï ü÷é. ÄåíõðÜñ÷åé ðéíáêßäá ðïõ íá õðïäåéêíýåé ðïéï ðáñáêëÜäé íá áêïëïõèÞóåé, áëëÜ õðÜñ÷åé Ýíáò êÜ�ïéêïò,ï êýñéïò Æ, ï ïðïßïò ó�Ýêå�áé ó�ç äéáêëÜäùóç. �ïéá åñþ�çóç ðñÝðåé íá êÜíåé ï �ïõñßó�áò ó�ïí êýñéïÆ ãéá íá áðïöáóßóåé ðïéï ðáñáêëÜäé ðñÝðåé íá áêïëïõèÞóåé;Ëýóç. (á) ¸ó�ù p ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ ðïõ äçëþíåé ü�é ``ï X åßíáé åõãåíÞò'' (êáé Üñá ëÝåé �çíáëÞèåéá), êáé q ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ ðïõ äçëþíåé ü�é ``ï Y åßíáé åõãåíÞò'' (êáé Üñá ëÝåé �çí áëÞèåéá).Ìå âÜóç áõ�Þ �çí êùäéêïðïßçóç, ï X äçëþíåé q, êáé ï Y äçëþíåé q $ :p. Ç äÞëùóç �ïõ X áëçèåýåéáíí ï X åßíáé åõãåíÞò, Üñá ðñÝðåé íá áëçèåýåé ü�é p$ q. Ïìïßùò, ç äÞëùóç �ïõ Y áëçèåýåé áíí ï Yåßíáé åõãåíÞò, Üñá ðñÝðåé íá áëçèåýåé ü�é q $ (q $ :p). ÔåëéêÜ ðñÝðåé íá áëçèåýåé ï ðñï�áóéáêüò�ýðïò ' � (p$ q) ^ (q $ (q $ :p)). �áñá�çñïýìå ü�é ï ' áëçèåýåé áíí áìöü�åñåò ïé ðñï�áóéáêÝòìå�áâëç�Ýò p êáé q åßíáé Ø. ¢ñá êáíÝíáò áðü �ïõò X êáé Y äåí åßíáé åõãåíÞò.Åíáëëáê�éêÜ, ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå ðåñéð�þóåéò óå ó÷Ýóç ìå �ï áí ï X åßíáé åõãåíÞò Þ ü÷é. ÁíïX åßíáé åõãåíÞò, �ü�å ëÝåé �çí áëÞèåéá, Üñá êáé ï Y åßíáé åõãåíÞò. Áõ�ü üìùò Ýñ÷å�áé óå áí�ßöáóç ìå�çí äÞëùóç �ïõ Y , ðïõ ïöåßëåé íá åßíáé áëçèÞò (áöïý ï Y åßíáé åõãåíÞò). Áí ï X äåí åßíáé åõãåíÞò,�ü�å ëÝåé øÝìá�á, Üñá ïý�å ï Y åßíáé åõãåíÞò. ¢ñá ç äÞëùóç �ïõ Y åßíáé øåõäÞò, �ï ïðïßï åßíáéóõìâá�ü ìå �çí õðüèåóç ü�é êáíÝíáò áðü �ïõò X êáé Y äåí åßíáé åõãåíÞò.(â) Ó�çí åñþ�çóç ``Åßóáé åéëéêñéíÞò;'', ï öýëáñ÷ïò áðáí�Ü ðÜí�á ``íáé'' (áí ðñÜãìá�é åßíáé åéëéêñéíÞò,ãéá�ß ëÝåé �çí áëÞèåéá, áí ü÷é, ãéá�ß ëÝåé øÝìá�á). Áí�ßèå�á, áí ç åñþ�çóç �ïõ åîåñåõíç�Þ áöïñÜ êÜ�éðïõ åßíáé �áõ�ïëïãéêÜ áëçèÝò (ð.÷. ``Åßíáé áëÞèåéá ü�é åßóáé ï öýëáñ÷ïò;'', ``Åßíáé áëÞèåéá ü�é ìå Ý÷å�åóõëëÜâåé;'', êïê.), �ü�å ï öýëáñ÷ïò áðáí�Ü ``íáé'' áíí åßíáé åéëéêñéíÞò.2



(ã) ¸ó�ù p ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ ðïõ äçëþíåé ü�é ``ï êýñéïò Æ ëÝåé �çí áëÞèåéá'' êáé q ðñï�áóéáêÞìå�áâëç�Þ ðïõ äçëþíåé ü�é ``�ï áñéó�åñü ðáñáêëÜäé ïäçãåß ó�çí ðñù�åýïõóá''. Èá ó÷çìá�ßóïõìå ðñï-�áóéáêü �ýðï ' ìå �éò p êáé q, þó�å ç áðÜí�çóç �ïõ êõñßïõ Æ ó�çí åñþ�çóç ``Åßíáé ï ' áëçèÞò;'' íáåßíáé ``íáé'' áíí ç q åßíáé áëçèÞò.Åéäéêü�åñá, áí ç p åßíáé Á, ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò ' ðñÝðåé íá Ý÷åé �çí ßäéá �éìÞáëÞèåéáò ìå �çí q (þó�å ç áðÜí�çóç �ïõ Æ, ðïõ ëÝåé áëÞèåéá, íá �áõ�ßæå�áé ìå �çíáëçèï�éìÞ �çò q), åíþ áí ç p åßíáé Ø, ï ' ðñÝðåé íá Ý÷åé �çí ßäéá �éìÞ áëÞèåéáò ìå�çí :q (þó�å ç áðÜí�çóç �ïõ Æ, ðïõ ëÝåé øÝìá�á, íá �áõ�ßæå�áé ìå �çí áëçèï�éìÞ�çò q). ¸�óé êá�áëÞãïõìå ó�ïí ðßíáêá áëÞèåéáò �ïõ ðñï�áóéáêïý �ýðïõ ', êáé ü�é' � p$ q . ut
p q 'Á Á ÁÁ Ø ØØ Á ØØ Ø Á
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