
Åðßëõóç Áíáäñïìéêþí Ó÷ÝóåùíÄçìÞ�ñçò Öù�ÜêçòÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÅèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïEmail: fotakis�s.ntua.gr1 ÁíáðáñÜó�áóç Áêïëïõèéþí�íùñßæïõìå Þäç �ñåéò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò áíáðáñÜó�áóçò ìéáò áêïëïõèßáò: �çí áðáñßèìçóçüëùí �ùí üñùí (ð.÷. 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n; : : :), �ïí ãåíéêü üñï Þ ``êëåéó�ü �ýðï'', ðïõ êáèïñßæåé �ïan óáí óõíÜñ�çóç �ïõ n (ð.÷. an = 2n), êáé �ç �åííÞ�ñéá ÓõíÜñ�çóç (óõíÞèç Þ åêèå�éêÞ, ð.÷.A(x) = 11�2x ).Ìéá áêïëïõèßá áíáðáñßó�á�áé áêüìç ìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ åêöñÜæåé �ïí n-ïó�ü üñïan óáí óõíÜñ�çóç �ùí ðñïçãïýìåíùí üñùí an�1; an�2; : : : . Ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (Þ áíáäñïìéêÞåîßóùóç Þ åîßóùóç äéáöïñþí ) ðñÝðåé íá óõíïäåýå�áé áðü �éò �éìÝò ãéá Ýíá êá�Üëëçëï óýíïëïüñùí �çò áêïëïõèßáò. Ïé �éìÝò áõ�Ýò ïíïìÜæïí�áé óõíïñéáêÝò Þ áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.Ôï ðéï ãíùó�ü ðáñÜäåéãìá áêïëïõèßáò ðïõ ïñßæå�áé áíáäñïìéêÜ åßíáé ç áêïëïõèßá Fibonai,ç ïðïßá ïñßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = an�1 + an�2 ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò1 a0 = 1 êáéa1 = 1. Ç áêïëïõèßá ðïõ äßíåé �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí n öõóéêþí áñéèìþí ïñßæå�áé áðü �çíáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = an�1 + n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 0. Ç áêïëïõèßá ìå ãåíéêü üñï 2nïñßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = 2 an�1 ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1. Ç áêïëïõèßá ðïõáí�éó�ïé÷åß ó�ï n! ïñßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = nan�1 ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1.Ôï ðëåïíÝê�çìá �ùí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé ü�é óõ÷íÜ ðñïêýð�ïõí åýêïëá êáé öõóéïëï-ãéêÜ áðü �çí ðåñéãñáöÞ åíüò ðñïâëÞìá�ïò (ð.÷. êá�Ü �çí áíÜëõóç áíáäñïìéêþí áëãüñéèìùí).Óõ÷íÜ èÝëïõìå íá ``ëýóïõìå'' áõ�Ýò �éò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò êáé íá õðïëïãßóïõìå �ïí ãåíéêü üñï�çò áêïëïõèßáò. Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá åó�éÜóïõìå ó�çí åðßëõóç ãñáììéêþí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí ìåó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò.¢óêçóç 1. Èåùñïýìå n åõèåßåò ó�ï åðßðåäï þó�å êÜèå åõèåßá íá �Ýìíåé üëåò �éò õðüëïéðåòóå Ýíá áêñéâþò óçìåßï êáé êáìßá �ñéÜäá åõèåéþí íá ìçí äéÝñ÷å�áé áðü �ï ßäéï óçìåßï. �üóåòðåñéï÷Ýò ïñßæïõí ó�ï åðßðåäï áõ�Ýò ïé åõèåßåò;Ëýóç. ¸ó�ù an ï áñéèìüò �ùí ðåñéï÷þí ðïõ ïñßæïõí n �Ý�ïéåò åõèåßåò ó�ï åðßðåäï. Èá äéá�õ-ðþóïõìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï an. �ñïöáíþò åßíáé a0 = 1 (áí äåí õðÜñ÷åéêáìßá åõèåßá, �ï åðßðåäï åßíáé áäéáßñå�ï), a1 = 2 (ìßá åõèåßá ÷ùñßæåé �ï åðßðåäï óå äýï ðå-ñéï÷Ýò), êáé a2 = 4 (äýï åõèåßåò ÷ùñßæïõí �ï åðßðåäï óå 4 ðåñéï÷Ýò).¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå n� 1 åõèåßåò ðïõ ÷ùñßæïõí �ï åðßðåäï óå an�1 ðåñéï÷Ýò. Ç n-ïó�Þ åõèåßáÝ÷åé n�1 óçìåßá �ïìÞò ìå �éò õðüëïéðåò åõèåßåò. Ôá óçìåßá áõ�Ü ÷ùñßæïõí �çí n-ïó�Þ åõèåßá óå1 Áõ�Ýò åßíáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �ï âéâëßï �ïõ Liu. Ó�ç ó÷å�éêÞ âéâëéïãñáößá, óõíÞèùò ÷ñçóéìï-ðïéïýí�áé ïé a0 = 0 êáé a1 = 1 óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ç �åííÞ�ñéá ÓõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò Fibonai ãéá áõ�Ýò�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáéA(x) = x1�x�x2 êáé ï ãåíéêüò üñïò �çò áêïëïõèßáò åßíáé an = p55 ( 1+p52 )n�p55 ( 1�p52 )n.



n ìÝñç. ÊÜèå ìÝñïò äéáéñåß ìéá áðü �éò õðÜñ÷ïõóåò an�1 ðåñéï÷Ýò ó�á äýï (ìå Üëëá ëüãéá, êÜèåìÝñïò ðñïóèÝ�åé ìéá íÝá ðåñéï÷Þ ó�éò Þäç õðÜñ÷ïõóåò). ÅðïìÝíùò, an = an�1 + n ìå áñ÷éêÞóõíèÞêç a0 = 1. Áí ëýóïõìå áõ�Þ �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ðñïêýð�åé ü�é an = n2+n+22 . ut2 �ñáììéêÝò ÁíáäñïìéêÝò Ó÷Ýóåéò ìå Ó�áèåñïýò Óõí�åëåó�ÝòÌéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �çò ìïñöÞòC0an + C1an�1 + : : :+ Ckan�k = f(n) (1)üðïõ �á C0; C1; : : : ; Ck åßíáé ó�áèåñÝò, ïíïìÜæå�áé ãñáììéêÞ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ìå ó�áèåñïýòóõí�åëåó�Ýò êáé ïäçãü óõíÜñ�çóç �çí f(n). ¼�áí �á C0 êáé Ck åßíáé äéáöïñå�éêÜ áðü �ï 0, ç�Üîç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé k. Áí f(n) = 0, ç ó÷Ýóç ÷áñáê�çñßæå�áé ïìïãåíÞò.�.÷., ç ó÷Ýóç an+an�1 = 2n åßíáé ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðñþ�çò �Üîçò ìå ïäçãü óõíÜñ�çóç2n. Ç ó÷Ýóç an � 2an�3 = 0 åßíáé ìéá ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �ñß�çò �Üîçò. Ç ó÷Ýóçan + 2an�5 � an�10 = n3 åßíáé ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç äÝêá�çò �Üîçò ìå ïäçãü óõíÜñ�çóç n3.Ç áêïëïõèßá ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå ìéá ãñáììéêÞ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �Üîçò k (ç ëåãüìåíç êáé``ëýóç'' �çò ó÷Ýóçò) ðñïóäéïñßæå�áé ìïíáäéêÜ áí åßíáé ãíùó�Ýò ïé �éìÝò k äéáäï÷éêþí üñùí �çòáêïëïõèßáò (åðáñêåßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). Ïé üñïé áõ�ïß óõíçèßæå�áé (áëëÜ äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï)íá åßíáé ïé áñ÷éêïß üñïé �çò áêïëïõèßáò. Áí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé åðáñêåßò, ìðïñïýìåíá õðïëïãßóïõìå �üóï �ïõò åðüìåíïõò üóï êáé �ïõò ðñïçãïýìåíïõò üñïõò åöáñìüæïí�áò �çíáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç. �éá ðáñÜäåéãìá, ç áêïëïõèßá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an =an�1 + an�2 ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò a0 = 1 êáé a1 = 1 åßíáé ç áêïëïõèßá Fibonai.Áí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé ëéãü�åñåò Þ ðåñéóóü�åñåò áðü k, Þ áöïñïýí ìç-óõíå÷üìåíïõòüñïõò, åíäÝ÷å�áé íá õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ëýóåéò Þ íá ìçí õðÜñ÷åé ëýóç. �éá ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå�ç ó÷Ýóç an = an�1 + an�2. Áí Ý÷ïõìå ìüíï �ï a0 = 1 óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêç, õðÜñ÷ïõí Üðåéñåòëýóåéò, ð.÷. 1; 1; 2; 3; 5; 8; : : :, Þ 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : :, Þ 1; 3; 4; 7; 11; 18; : : : , êëð. Áí Ý÷ïõìå �á a0 = 1,a1 = 1, êáé a3 = 10, äåí õðÜñ÷åé êáìßá ëýóç.Ó�ï åîÞò èá õðïèÝ�ïõìå ü�é ç ãñáììéêÞ ó÷Ýóç óõíïäåýå�áé áðü �éò �éìÝò k äéáäï÷éêþí üñùí.Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, áðïäåéêíýå�áé ü�é ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç.2.1 Ïìïãåíåßò êáé ÅéäéêÝò ËýóåéòÇ ëýóç an ìéáò ãñáììéêÞò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé �ï Üèñïéóìá �çò ïìïãåíïýò ëýóçò a(h)n êáé�çò åéäéêÞò ëýóç a(p)n . Ç ïìïãåíÞò ëýóç a(h)n éêáíïðïéåß �çí áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞ áíáäñïìéêÞ ó÷ÝóçC0an +C1an�1 + : : :+ Ckan�k = 0 (2)Ç åéäéêÞ ëýóç a(p)n éêáíïðïéåß �çí áñ÷éêÞ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (1) ìå ïäçãü óõíÜñ�çóç f(n). �ñï-öáíþò �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò an = a(h)n + a(p)n éêáíïðïéåß �çí (1). Ç åéäéêÞ ëýóç éêáíïðïéåß �çí (1)áëëÜ äåí éêáíïðïéåß êá�' áíÜãêç êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ôï Üèñïéóìá �çò åéäéêÞò êáé �çòïìïãåíïýò ëýóçò éêáíïðïéåß �üóï �çí (1) üóï êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.2



2.2 Õðïëïãéóìüò Ïìïãåíïýò ËýóçòÈåùñïýìå �ç ëåãüìåíç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò (1)C0xk + C1xk�1 + C2xk�2 + : : :+ Ck�1x+ Ck = 0 (3)Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí åîßóùóçC0xn +C1xn�1 + C2xn�2 + : : :+ Ck�1xn�k+1 + Ckxn�k = 0 (4)ðïõ ðñïêýð�åé áí èÝóïõìå üðïõ an �ï xn ó�çí ïìïãåíÞ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (2).Ó�ï åîÞò õðïèÝ�ïõìå ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé ìüíï ðñáãìá�éêÝò ñßæåò (äåí èááó÷ïëçèïýìå ìå �çí ðåñßð�ùóç �ùí ìéãáäéêþí ñéæþí).Áñ÷éêÜ èåùñïýìå ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé k äéáöïñå�éêÝò ñßæåò x1; x2; : : : ; xk ìåðïëëáðëü�ç�á 1. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç ïìïãåíÞò ëýóç Ý÷åé �ç ìïñöÞ:a(h)n = A1xn1 +A2xn2 + : : :+Akxnküðïõ �á Ai åßíáé ó�áèåñÝò ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.Áöïý êÜèå xi áðï�åëåß ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò, ç ïìïãåíÞò ó÷Ýóç (2) åðáëç-èåýå�áé áí èÝóïõìå üðïõ an �ï Aixni , ãéá êÜèå i = 1; : : : ; k. ÅðïìÝíùò, êáé �ï Üèñïéóìá �ùíAixni éêáíïðïéåß �çí ïìïãåíÞ ó÷Ýóç (2). �ñÝðåé áêüìç íá ðñïóäéïñéó�ïýí ïé ó�áèåñÝò Ai þó�åíá åðáëçèåýïí�áé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.Ç äéáäéêáóßá áõ�Þò �çò åíü�ç�áò ïäçãåß ó�ç óõíïëéêÞ ëýóç ü�áí ç áñ÷éêÞ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóçåßíáé ïìïãåíÞò (ð.÷. áêïëïõèßá Fibonai, âë. áí�ßó�ïé÷ï ðáñÜäåéãìá ó�ï âéâëßï �ïõ Liu).�áñÜäåéãìá 1. ¸ó�ù ç ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = 4an�2. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóçåßíáé x2� 4 = 0, (x� 2)(x+2) = 0 êáé Ý÷åé äýï áðëÝò ñßæåò, �éò 2 êáé �2. Ç ëýóç Ý÷åé ëïéðüí�ç ìïñöÞ an = A1 2n +A2(�2)n.�éá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò a0 = 2 êáé a1 = 0, åßíáé A1 = A2 = 1 êáé ç áêïëïõèßá åßíáéan = 2n+(�2)n. Áí a0 = 1 êáé a1 = 2, åßíáé A1 = 1 êáé A2 = 0 êáé ç áêïëïõèßá åßíáé an = 2n.Åðßóçò ðáñá�çñåßó�å ü�é áí a0 = 1 êáé a2 = 4, Ý÷ïõìå Üðåéñåò ëýóåéò �çò ìïñöÞò an =A1 2n + (1�A1)(�2)n, åíþ áí a0 = 1 êáé a2 = 3, äåí Ý÷ïõìå êáìßá ëýóç. ut¢óêçóç 2. Íá ëõèåß ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an � an�1 = 0 ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1.Ëýóç. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáé x � 1 = 0 êáé Ý÷åé ìéá áðëÞ ñßæá, �ï 1. Ç ëýóç Ý÷åéëïéðüí �ç ìïñöÞ an = A11n = A1. �éá íá åðáëçèåýïí�áé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñÝðåé A1 = 1.ÅðïìÝíùò, ç ëýóç åßíáé an = 1 (�ï ïðïßï åßíáé Üëëùó�å ðñïöáíÝò áöïý êÜèå üñïò �çò áêïëïõèßáòðñÝðåé íá åßíáé ßäéïò ìå �ïí ðñïçãïýìåíï óýìöùíá ìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç). ut¢óêçóç 3. Íá ëõèåß ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an � 6an�1 + 8an�2 = 0 ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò a0 = 2êáé a1 = �1.Ëýóç. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáé x2 � 6x + 8 = 0 , (x � 4)(x � 2) = 0 êáé Ý÷åé äýïáðëÝò ñßæåò 2 êáé 4. Ç ëýóç Ý÷åé ëïéðüí �ç ìïñöÞ an = A1 2n +A2 4n. �éá íá åðáëçèåýïí�áé ïé3



áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñÝðåé A1 + A2 = 2 êáé 2A1 + 4A2 = �1. Áõ�ü �ï óýó�çìá Ý÷åé ìïíáäéêÞëýóç A1 = 9=2 êáé A2 = �5=2. ÅðïìÝíùò, ç ëýóç åßíáé an = (9=2) 2n � (5=2) 4n . utÁí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé ñßæá x1 ðïëëáðëü�ç�áò m, �ï �ìÞìá �çò ïìïãåíïýò ëýóçòðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí x1 åßíáéa(h;1)n = (A1nm�1 +A2nm�2 + : : :+Am�1n+Am)xn1üðïõ �á Ai åßíáé ó�áèåñÝò ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. �éá êÜèå i = 1; : : : ;m, çïìïãåíÞò ó÷Ýóç (2) åðáëçèåýå�áé áí èÝóïõìå üðïõ an �ï Ainm�ixn1 . Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß êÜèåñßæá ðïëëáðëü�ç�áò m áðï�åëåß ñßæá �çò ßäéáò �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò êáé �çò ðñþ�çò,äåý�åñçò, : : :, (m� 1)-ïó�Þò ðáñáãþãïõ �çò. ÅðïìÝíùò, ç ïìïãåíÞò ó÷Ýóç (2) åðáëçèåýå�áé áíèÝóïõìå üðïõ an �ï a(h;1)n , äçëáäÞ �ï Üèñïéóìá �ùí ðïóï�Þ�ùí Ainm�ixn1 ãéá i = 1; : : : ;m.�áñÜäåéãìá 2. ¸ó�ù ç ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóçan � 11an�1 + 34an�2 + 28an�3 � 344an�4 + 640an�5 � 384an�6 = 0ÈÝëïõìå íá âñïýìå �ç ìïñöÞ �çò ëýóçò (ãéá åõêïëßá áãíïïýìå �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). Ç ÷áñá-ê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáéx6 � 11x5 + 34x4 + 28x3 � 344x2 + 640x� 384 = 0, (x� 2)3(x� 4)2(x+ 3) = 0Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé �ñéðëÞ ñßæá �ï 2, äéðëÞ ñßæá �ï 4, êáé áðëÞ ñßæá �ï�3, ÅðïìÝíùò,ç ìïñöÞ �çò ëýóçò åßíáéan = (A1n2 +A2n+A3) 2n + (A4n+A5) 4n +A6(�3)nüðïõ �á A1; : : : ; A6 ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �éò åêÜó�ï�å áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. ut¢óêçóç 4. Íá ëõèåß ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an + an�1 � an�2 � an�3 = 0 ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåòa0 = 2, a1 = �1, êáé a2 = 3.Ëýóç. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáé x3 + x2 � x� 1 = 0, (x� 1)(x+ 1)2 = 0 êáé Ý÷åé ìéááðëÞ ñßæá, �ï 1, êáé ìéá äéðëÞ ñßæá, �ï �1. Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, ç ìïñöÞ �çò ëýóçò åßíáéan = (A1n+A2)(�1)n +A31n = (A1n+A2)(�1)n +A3×ñçóéìïðïéþí�áò �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, êá�áëÞãïõìå ü�é �á A1; A2; A3 ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí�éò A2+A3 = 2, A1+A2�A3 = 1, êáé 2A1+A2+A3 = 3. Ïé ëýóåéò áõ�ïý �ïõ óõó�Þìá�ïò åßíáéA1 = 1=2, A2 = 5=4 êáé A3 = 3=4. Ç ëýóç åßíáé an = (1=2)(�1)nn+ (5=4)(�1)n + 3=4. ut2.3 Õðïëïãéóìüò ÅéäéêÞò ËýóçòÄåí õðÜñ÷åé ãåíéêÞ ìÝèïäïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò åéäéêÞò ëýóçò. ÕðÜñ÷åé üìùò ìéá ìÝèïäïòðïõ äïõëåýåé ü�áí ç ïäçãüò óõíÜñ�çóç åßíáé �ï ãéíüìåíï åíüò ðïëõþíõìïõ �ïõ n ìå ìéá åêèå�éêÞóõíÜñ�çóç �ïõ n. ÓõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå êÜðïéá ïäçãü óõíÜñ�çóç �çò ìïñöÞò:f(n) = (tnt + t�1nt�1 + : : :+ 1n+ 0)�n4



Ôá t, i, êáé � åßíáé ó�áèåñÝò. Åéäéêü�åñá, �ï t åßíáé öõóéêüò áñéèìüò êáé �ï t 6= 0. Ôï t ìðïñåßíá åßíáé 0 ïðü�å �ï ðïëõþíõìï åêöõëßæå�áé ó�ç ó�áèåñÜ 0. Åðßóçò �ï � ìðïñåß íá åßíáé 1 ïðü�åç ïäçãüò óõíÜñ�çóç åßíáé áðëþò Ýíá ðïëõþíõìï �ïõ n.Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò áíÜëïãá ìå �ï áí �ï � åßíáé Þ äåí åßíáé ñßæá �çò ÷áñáê�çñé-ó�éêÞò åîßóùóçò. Áí �ï � äåí åßíáé ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò2, ç åéäéêÞ ëýóç Ý÷åé �çìïñöÞ a(p)n = (P1nt + P2nt�1 + : : :+ Ptn+ Pt+1)�nÔá Pi åßíáé ó�áèåñÝò ðïõ ðñïóäéïñßæïí�áé þó�å ç åéäéêÞ ëýóç íá éêáíïðïéåß �çí áíáäñïìéêÞó÷Ýóç (1).�áñÜäåéãìá 3. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí åéäéêÞ ëýóç ãéá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an�6an�1+8an�2 = 3n2� 14n+12. Åßíáé � = 1, �ï ïðïßï äåí áðï�åëåß ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò(ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé äýï áðëÝò ñßæåò, �éò 2 êáé 4). ÅðïìÝíùò, ç åéäéêÞ ëýóç èá Ý÷åé�ç ìïñöÞ a(p)n = P1n2+P2n+P3. Áí ó�çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç èÝóïõìå üðïõ an �çí åéäéêÞ ëýóç,�ï áñéó�åñü ìÝëïò ãßíå�áé:P1n2 + P2n+ P3 � 6[P1(n� 1)2 + P2(n� 1) + P3℄ + 8[P1(n� 2)2 + P2(n� 2) + P3℄ÊÜíïí�áò �éò ðñÜîåéò êáé åîéóþíïí�áò ìå �ï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå:3P1n2 + [�20P1 + 3P2℄n+ [26P1 � 10P2 + 3P3℄ = 3n2 � 14n+ 12Åîéóþíïí�áò �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ùí äéáöïñå�éêþí äõíÜìåùí �ïõ n ó�á äýï óêÝëç, âñßóêïõìåP1 = 1, P2 = 2, êáé P3 = 2. Ç åéäéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé a(p)n = n2 +2n+2. ut�áñÜäåéãìá 4. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí åéäéêÞ ëýóç ãéá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an�4an�1+4an�2 = 2 � 3n. Åßíáé � = 3, �ï ïðïßï äåí áðï�åëåß ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò (ç÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé ìéá äéðëÞ ñßæá �ï 2). Åðßóçò, ï ðïëõùíõìéêüò ðáñÜãïí�áò �çòïäçãïý óõíÜñ�çóçò åßíáé ìçäåíéêïý âáèìïý êáé Ý÷åé åêöõëéó�åß ó�ç ó�áèåñÜ 2. ÅðïìÝíùò, çåéäéêÞ ëýóç èá Ý÷åé �ç ìïñöÞ a(p)n = P 3n. Áí ó�çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç èÝóïõìå üðïõ an �çíåéäéêÞ ëýóç êáé êÜíïõìå �éò ðñÜîåéò, �ï áñéó�åñü ìÝëïò ãßíå�áé:P 3n � 4P 3n�1 + 4P 3n�2 = 3n(P=9)�éá íá åðáëçèåýå�áé ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç áðü �çí åéäéêÞ ëýóç ðñÝðåé P=9 = 2 ) P = 18.ÅðïìÝíùò, ç åéäéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé a(p)n = 18 � 3n. ut�áñÜäåéãìá 5. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí åéäéêÞ ëýóç ãéá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an�4an�1+3an�2 = (n + 1) 2n. Åßíáé � = 2, �ï ïðïßï äåí áðï�åëåß ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò (ç÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé äýï áðëÝò ñßæåò, �éò 1 êáé 3). Ï ðïëõùíõìéêüò ðáñÜãïí�áò �çòïäçãïý óõíÜñ�çóçò åßíáé n + 1, äçëáäÞ ðñþ�ïõ âáèìïý. ÅðïìÝíùò, ç åéäéêÞ ëýóç èá Ý÷åé �çìïñöÞ a(p)n = (P1n + P2) 2n. Áí ó�çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç èÝóïõìå üðïõ an �çí åéäéêÞ ëýóç êáéêÜíïõìå �éò ðñÜîåéò, �ï áñéó�åñü ìÝëïò ãßíå�áé:[P1n+ P2℄ 2n � 4 [P1(n� 1) + P2℄ 2n�1 + 3 [P1(n� 2) + P2℄ 2n�2 = [�P14 n+ (P12 � P24 )℄ 2n2 Áí ç ïäçãüò óõíÜñ�çóç åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï �ïõ n, åëÝã÷ïõìå áí �ï 1 åßíáé ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò.5



Åîéóþíïí�áò �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ùí n 2n êáé 2n ó�á äýï ìÝëç, ðñïêýð�ïõí �á P1 = �4 êáéP2 = �12. ÅðïìÝíùò, ç åéäéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé a(p)n = �(4n+ 12) 2n. utÁí �ï � åßíáé ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò ìå ðïëëáðëü�ç�á m, ç åéäéêÞ ëýóç Ý÷åé �çìïñöÞ a(p)n = nm(P1nt + P2nt�1 + : : :+ Ptn+ Pt+1)�n¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, �á Pi åßíáé ó�áèåñÝò3 ðïõ ðñïóäéïñßæïí�áé þó�å ç åéäéêÞ ëýóç íáéêáíïðïéåß �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (1).�áñÜäåéãìá 6. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí åéäéêÞ ëýóç ãéá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = an�1+n ðïõ ðñïêýð�åé ó�çí ¢óêçóç 1. Åßíáé � = 1, �ï ïðïßï áðï�åëåß ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞòåîßóùóçò x� 1 = 0. Áöïý ï ðïëõùíõìéêüò ðáñÜãïí�áò �çò ïäçãïý óõíÜñ�çóçò Ý÷åé âáèìü 1, çåéäéêÞ ëýóç èá Ý÷åé �ç ìïñöÞ a(p)n = n(P1n+ P2) 1n = P1n2 + P2n. Áí ó�çí áíáäñïìéêÞ ó÷ÝóçèÝóïõìå üðïõ an �çí åéäéêÞ ëýóç êáé êÜíïõìå �éò ðñÜîåéò, �ï áñéó�åñü ìÝëïò ãßíå�áé:P1n2 + P2n� [P1(n� 1)2 + P2(n� 1)℄ = 2P1n+ P2 � P1Åîéóþíïí�áò �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ùí äéáöïñå�éêþí äõíÜìåùí �ïõ n ó�á äýï óêÝëç, âñßóêïõìåP1 = P2 = 1=2, ÄçëáäÞ, ç åéäéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé a(p)n = n2+n2 . ut�áñÜäåéãìá 7. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí åéäéêÞ ëýóç ãéá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an�4an�1+4an�2 = (n+1) 2n. Åßíáé � = 2, �ï ïðïßï áðï�åëåß äéðëÞ ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò. Ïðïëõùíõìéêüò ðáñÜãïí�áò �çò ïäçãïý óõíÜñ�çóçò åßíáé n+1, äçëáäÞ ðñþ�ïõ âáèìïý. ÅðïìÝíùò,ç åéäéêÞ ëýóç èá Ý÷åé �ç ìïñöÞ a(p)n = n2(P1n + P2) 2n. Áí ó�çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç èÝóïõìåüðïõ an �çí åéäéêÞ ëýóç, �ï áñéó�åñü ìÝëïò ãßíå�áé:n2 [P1n+ P2℄ 2n � 4(n� 1)2 [P1(n� 1) + P2℄ 2n�1 + 4(n� 2)2 [P1(n� 2) + P2℄ 2n�2ÊÜíïí�áò �éò ðñÜîåéò êáé áðëïðïéþí�áò, âñßóêïõìå ü�é �ï áñéó�åñü ìÝëïò åßíáé ßóï ìå [6P1n+2P2 � 6P1℄ 2n. Åîéóþíïí�áò �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ùí n 2n êáé 2n ó�á äýï ìÝëç, ðñïêýð�ïõí �áP1 = 1=6 êáé P2 = 1. Ç åéäéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò åßíáé a(p)n = [(1=6)n3 + n2℄ 2n. ut2.4 Õðïëïãéóìüò ÓõíïëéêÞò Ëýóçò�éá íá õðïëïãßóïõìå �ç óõíïëéêÞ ëýóç ìéáò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, õðïëïãßæïõìå ðñþ�á �çí åéäéêÞëýóç (�üóï �ç ìïñöÞ �çò üóï êáé �éò ó�áèåñÝò Pi). Ó�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßóïõìå �çí ìïñöÞ �çòïìïãåíïýò ëýóçò ÷ùñßò íá ðñïóäéïñßóïõìå �éò ó�áèåñÝò Ai. Áí�éêáèéó�þí�áò �ï Üèñïéóìá �çòåéäéêÞò ëýóçò êáé �çò ìïñöÞò �çò ïìïãåíïýò ëýóçò ó�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñïêýð�åé Ýíá óýó�çìáåîéóþóåùí áðü üðïõ ðñïóäéïñßæïõìå �éò ó�áèåñÝò Ai. ¸�óé Ý÷ïõìå ìéá ëýóç ðïõ éêáíïðïéåß�çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (åî' áé�ßáò �çò åéäéêÞò ëýóçò) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (åî' áé�ßáò �çòïìïãåíïýò ó÷Ýóçò êáé �ïõ �ñüðïõ ðñïóäéïñéóìïý �ùí Ai).3 �áñá�çñïýìå ü�é áí �ï � åßíáé ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò êáé äïêéìÜóïõìå óáí åéäéêÞ ëýóç �ï a(p)n =(P1nt + : : :+ Pt+1)�n, ðñïêýð�åé Ýíá áäýíá�ï óýó�çìá åîéóþóåùí ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �ùí Pi. Åðßóçò ðáñá�ç-ñïýìå ü�é ï ðáñÜãïí�áò nm åîáóöáëßæåé ü�é áõ�Þ ç åéäéêÞ ëýóç a(p)n = nm(P1nt + : : :+ Ptn+ Pt+1)�n äéáöÝñåéáðü �ï �ìÞìá �çò ïìïãåíïýò ëýóçò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç ñßæá � �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò.6



�áñÜäåéãìá 8. ÈÝëïõìå íá ëýóïõìå �ç ó÷Ýóç an = an�1 + n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1 ðïõðñïêýð�åé ó�çí ¢óêçóç 1. ¸÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ü�é ç åéäéêÞ ëýóç åßíáé a(p)n = n2+n2 êáé ü�é çìïñöÞ �çò ïìïãåíïýò ëýóçò åßíáé a(h)n = A1. Áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç, Ý÷ïõìå ü�éa0 = a(p)0 + a(h)0 = 0 +A1 = 1ÅðïìÝíùò, ç óõíïëéêÞ ëýóç åßíáé an = n2+n2 + 1. ut�áñÜäåéãìá 9. ÈÝëïõìå íá ëýóïõìå �ç ó÷Ýóç an� 6an�1+8an�2 = 3n2� 14n+12 ìå áñ÷éêÝòóõíèÞêåò a0 = 1 êáé a1 = 4. ¸÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ü�é ç åéäéêÞ ëýóç åßíáé a(p)n = n2 + 2n+ 2êáé ü�é ç ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýò ëýóçò åßíáé a(h)n = A1 2n +A2 4n. Áí�éêáèéó�þí�áò ó�éò áñ÷éêÝòóõíèÞêåò, ðñïêýð�åé ü�é �á A1 êáé A2 ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí �éò åîéóþóåéò A1 +A2 = �1 (áðü�çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1) êáé 2A1 + 4A2 = �1 (áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a1 = 4). ÅðïìÝíùò,A1 = �3=2 êáé A2 = 1=2. Ç óõíïëéêÞ ëýóç åßíáé an = (1=2)4n � (3=2)2n + n2 + 2n+ 2. ut�áñÜäåéãìá 10. ÈÝëïõìå íá ëýóïõìå �ç ó÷Ýóç an � 4an�1 + 4an�2 = 2 � 3n ìå áñ÷éêÝò óõíèÞ-êåò a0 = 1 êáé a1 = 32. ¸÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ü�é ç åéäéêÞ ëýóç åßíáé a(p)n = 18 � 3n. Ç÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé �ï 2 óáí äéðëÞ ñßæá. ÅðïìÝíùò, ç ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýò ëýóçò åßíáéa(h)n = (A1n+A2)2n. Áí�éêáèéó�þí�áò ó�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñïêýð�åé ü�é �áA1 êáé A2 ðñÝðåéíá åðáëçèåýïõí �éò åîéóþóåéò A2 = �17 (áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1) êáé 2A1+2A2 = �22(áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a1 = 32). ÅðïìÝíùò, A1 = 6 êáé A2 = �17. Ç óõíïëéêÞ ëýóç åßíáéan = 6 � 2nn� 17 � 2n + 18 � 3n. utÁîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ïý�å ç åéäéêÞ ëýóç ïý�å ç ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýò ëýóçò åîáñ�þí�áéáðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Ìüíï ïé ó�áèåñÝò Ai åîáñ�þí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé õðï-ëïãßæïí�áé þó�å ç óõíïëéêÞ ëýóç íá éêáíïðïéåß �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.�áñÜäåéãìá 11. ÈÝëïõìå íá ëýóïõìå �ç ó÷Ýóç an � 4an�1 + 3an�2 = (n + 1)2n ìå áñ÷éêÝòóõíèÞêåò a0 = 0 êáé a1 = 2. ¸÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ü�é ç åéäéêÞ ëýóç åßíáé a(p)n = �(4n+12) 2n.Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé äýï áðëÝò ñßæåò, �éò 1 êáé 3. ÅðïìÝíùò, ç ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýòëýóçò åßíáé a(h)n = A1 +A23n. Áí�éêáèéó�þí�áò ó�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñïêýð�åé ü�é �á A1 êáéA2 ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí �éò åîéóþóåéò A1 + A2 = 12 (áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 0) êáéA1 + 3A2 = 34 (áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a1 = 2). ÅðïìÝíùò, A1 = 1 êáé A2 = 11. Ç óõíïëéêÞëýóç åßíáé an = 11 � 3n � (4n+ 12) 2n + 1. ut�áñÜäåéãìá 12. ÈÝëïõìå íá ëýóïõìå �ç ó÷Ýóç an � 4an�1 + 4an�2 = (n + 1)2n ìå áñ÷éêÝòóõíèÞêåò a0 = 0 êáé a1 = 2. ¸÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ü�é ç åéäéêÞ ëýóç åßíáé a(p)n = [(1=6)n3 +n2℄ 2n. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé �ï 2 óáí äéðëÞ ñßæá. ÅðïìÝíùò, ç ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýòëýóçò åßíáé a(h)n = (A1n+A2)2n. Áí�éêáèéó�þí�áò ó�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðñïêýð�åé ü�é �áA1 êáéA2 ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí �éò åîéóþóåéòA2 = 0 (áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 0) êáéA1 = �1=6(áðü �çí áñ÷éêÞ óõíèÞêç a1 = 2). ÅðïìÝíùò, ç óõíïëéêÞ ëýóç åßíáé an = (1=6)2nn [n2+6n�1℄.ut2.5 Ëýóç Áíáäñïìéêþí Ó÷Ýóåùí ìå �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÌßá Üëëç ìÝèïäïò åðßëõóçò ãñáììéêþí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò åßíáéíá õðïëïãßóïõìå �ç �Ó �çò áêïëïõèßáò êáé íá õðïëïãßóïõìå �ï ãåíéêü üñï �çò áêïëïõèßáò áðü�ç �Ó. 7



Áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç åßíáé óõíÞèùò åýêïëï íá õðïëïãßóïõìå �ç ìïñöÞ �çò óõíÞèïõò�Ó �çò áêïëïõèßáò. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðáßñíïõìå �ç �Ó �çòáêïëïõèßáò. ÔÝëïò, êÜíïõìå �éò áðáñáß�ç�åò áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò êáé áíáð�ýóóïõìå �ç �Ó õðï-ëïãßæïí�áò �ï ãåíéêü üñï �çò áêïëïõèßáò. Ç áêñéâÞò �å÷íéêÞ ðåñéãñÜöå�áé ó�ï âéâëßï �ïõ Liu.Åäþ èá äþóïõìå ìåñéêÜ áðëÜ ðáñáäåßãìá�á åöáñìïãÞò �çò.�áñÜäåéãìá 13. ¸ó�ù ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = an�1 + n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a0 = 1 ðïõðñïÝêõøå ó�çí ¢óêçóç 1. Èá åðéäåßîïõìå �ç ìÝèïäï åðßëõóçò ìå �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò ÷ñç-óéìïðïéþí�áò áõ�Þ �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ùò ðáñÜäåéãìá.�éá êÜèå n � 1 (ç ó÷Ýóç äåí ïñßæå�áé ãéá n � 0), ðïëëáðëáóéÜæïõìå �ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóçìå xn êáé áèñïßæù �éò áí�ßó�ïé÷åò éóü�ç�åò. ¸�óé Ý÷ïõìå:1Xn=1 anxn = 1Xn=1 an�1xn + 1Xn=1nxnÔï ðñþ�ï ìÝëïò åßíáé ßóï ìå �ç �Ó A(x) �çò an åîáéñïõìÝíïõ �ïõ a0. ÄçëáäÞ,1Xn=1 anxn = A(x)� a0Ó�ï äåý�åñï ìÝëïò, �ï ðñþ�ï Üèñïéóìá (ðïõ ìïéÜæåé áñêå�Ü ìå �çí A(x)) åßíáé ßóï ìå1Xn=1 an�1xn = x 1Xn=1 an�1xn�1 = x 1Xn=0 anxn = xA(x)Ôï äåý�åñï Üèñïéóìá áðï�åëåß �ç �Ó �çò áêïëïõèßáò �ùí öõóéêþí áñéèìþí (äçëáäÞ �çò áêï-ëïõèßáò 0; 1; 2; : : : ; n; : : :), ç ïðïßá ãíùñßæïõìå ü�é åßíáé x(1�x)2 :1Xn=1nxn = 1Xn=0nxn = x(1� x)2Îåêéíþí�áò ëïéðüí áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ãéá �çí áêïëïõèßá, êá�áëÞîáìå ó�çí ðáñáêÜ�ùáðëÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çí �åííÞ�ñéá ÓõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò:A(x)� a0 = xA(x) + x(1�x)2Áí�éêáèéó�þí�áò üðïõ a0 = 1 êáé ëýíïí�áò ùò ðñïò A(x), âñßóêïõìå ü�é ç �Ó �çò áêïëïõèßáòan åßíáé A(x) = x+(1�2x+x2)(1�x)3 = 1�x+x2(1�x)3 = 11�x + �1(1�x)2 + 1(1�x)3Ç �åëåõ�áßá éóü�ç�á ðñïêýð�åé ìå áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìá�á. Ç 11�x åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò1n, ç �1(1�x)2 åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò�(n+1), êáé ç 1(1�x)2 åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò (n+1)(n+2)2 .Åöáñìüæïí�áò �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á �ùí �Ó, Ý÷ïõìå ü�éan = 1� (n+ 1) + n2+3n+22 = n2+n+22üðùò Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé. ut8



¢óêçóç 5. Óå ðüóïõò �å�ñáäéêïýò áñéèìïýò4 ìå n øçößá �ï øçößï 0 åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìüöïñþí;Ëýóç. ÕðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ 4n�1 �å�ñáäéêïß áñéèìïß ìå n� 1 øçößá. ¸ó�ù an�1 �ï ðëÞèïò �ùí�å�ñáäéêþí áñéèìþí ìå n � 1 øçößá ó�ïõò ïðïßïõò �ï 0 åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþí, êáéÝó�ù an �ï ðëÞèïò �ùí áñéèìþí ìå n øçößá ó�ïõò ïðïßïõò �ï 0 åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþí.Èá õðïëïãßóù �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé �ï an ìå �ï an�1.ÊÜèå �å�ñáäéêüò áñéèìüò ìå n øçößá ðñïêýð�åé ìå �çí ðñïóèÞêç åíüò áðü �á øçößá 0, 1,2, Þ 3 óå Ýíáí �å�ñáäéêü áñéèìü ìå n � 1 øçößá. �éá êÜèå áñéèìü ìå n � 1 øçößá ó�ïí ïðïßï�ï 0 åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþí (õðÜñ÷ïõí an�1 �Ý�ïéïé áñéèìïß), Ý÷ù �ñåéò äéáöïñå�éêïýòáñéèìïýò ìå n øçößá ó�ïõò ïðïßïõò �ï 0 åìöáíßæå�áé �ïí ßäéï (Üñ�éï) áñéèìü öïñþí. Ïé �åëåõ�áßïéðñïêýð�ïõí áðü �ïí áñ÷éêü ìå �çí ðñïóèÞêç �ùí øçößùí 1, 2, êáé 3. �éá êÜèå áñéèìü ìå n� 1øçößá ó�ïí ïðïßï �ï 0 åìöáíßæå�áé ðåñé��ü áñéèìü öïñþí (õðÜñ÷ïõí 4n�1�an�1 �Ý�ïéïé áñéèìïß),Ý÷ù Ýíáí áñéèìü ìå n øçößá ó�ïí ïðïßï �ï 0 åìöáíßæå�áé ìéá öïñÜ ðáñáðÜíù (äçëáäÞ, Üñ�éïáñéèìü öïñþí). Ï �åëåõ�áßïò ðñïêýð�åé áðü �ïí áñ÷éêü ìå �çí ðñïóèÞêç �ïõ øçößïõ 0.ÊÜèå �å�ñáäéêüò áñéèìüò ìå n øçößá ó�ïí ïðïßï �ï 0 åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþíðñïêýð�åé ìå áõ�ü �ïí �ñüðï. Óõíåðþò, ç æç�ïýìåíç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç åßíáé:an = 4n�1 + 2an�1 (5)�éá �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðáñá�çñïýìå ü�é a1 = 3 êáé äå÷üìáó�å ü�é a0 = 1.�éá êÜèå n � 1, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �ç ó÷Ýóç (5) ìå xn êáé áèñïßæïõìå �éò áí�ßó�ïé÷åò éóü�ç-�åò. ¸�óé Ý÷ïõìå: 1Xn=1 anxn = 1Xn=1 4n�1xn + 2 1Xn=1 an�1xnÔï ðñþ�ï ìÝëïò åßíáé ßóï ìå �ç �Ó A(x) �çò áêïëïõèßáò an åîáéñïõìÝíïõ �ïõ a0. ÄçëáäÞ,1Xn=1 anxn = A(x)� a0Åðßóçò, 1Xn=1 4n�1xn = x 1Xn=1 4n�1xn�1 = x1� 4xêáé 2 1Xn=1 an�1xn = 2x 1Xn=1 an�1xn�1 = 2xA(x)ÄçëáäÞ, êá�áëÞãïõìå ó�çí ðáñáêÜ�ù åîßóùóç ãéá �ç �Ó A(x) :A(x)� a0 = x1� 4x + 2xA(x)Ëýíïí�áò ùò ðñïò A(x) êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ãåãïíüò ü�é a0 = 1, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñá-óìá ü�é ç �Ó �çò áêïëïõèßáò an åßíáéA(x) = 11� 2x� x1� 4x + 1� = 12� 11� 4x + 11� 2x�4 Ïé �å�ñáäéêïß áñéèìïß áðï�åëïýí�áé áðü �á øçößá 0, 1, 2, êáé 3.9



Ç äåý�åñç éóü�ç�á ðñïêýð�åé ìå áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìá�á. Ç 11�4x åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò4n êáé ç 11�2x åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 2n. Óõíåðþò, �ï ðëÞèïò �ùí �å�ñáäéêþí áñéèìþí ìå nøçößá ó�ïõò ïðïßïõò �ï 0 åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþí åßíáéan = 4n + 2n23 Åðßëõóç ìç �ñáììéêþí Áíáäñïìéêþí Ó÷ÝóåùíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá ðáñïõóéÜóïõìå �ñåéò âáóéêÝò ìåèüäïõò ãéá �çí åê�ßìçóç �çò áóõìð�ù-�éêÞò óõìðåñéöïñÜò ìç ãñáììéêþí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí ðïõ ðñïêýð�ïõí êá�Ü �çí áíÜëõóçáíáäñïìéêþí áëãïñßèìùí. ÓõãêåêñéìÝíá, èá ðáñïõóéÜóïõìå �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò, �ç ìÝ-èïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò, êáé �ï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ (Master Theorem). �éá üëåò�éò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò áõ�Þò �çò åíü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é T (1) = �(1) üðïõ äåí áíáöÝñå�áéáñ÷éêÞ óõíèÞêç.3.1 ÌÝèïäïò �çò ÅðáíÜëçøçòÇ âáóéêÞ éäÝá �çò ìåèüäïõ �çò åðáíÜëçøçò åßíáé íá áíáð�ýîïõìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç óåÜèñïéóìá êáé íá õðïëïãßóïõìå �ïí êëåéó�ü �ýðï �ïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �çí ðá-ñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:T (n) =(2T (n=2) + n áí n = 2k ãéá êÜðïéï k � 22 áí n = 2 (6)Ç õðüèåóç ü�é �ï n ðñÝðåé íá åßíáé äýíáìç 2 ãßíå�áé ãéá íá áðïöýãïõìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ïn=2 äåí åßíáé áêÝñáéïò.Áíáð�ýóóïí�áò �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Ý÷ïõìå:T (n) = n+ 2T (n=2)= n+ 2n=2 + 22 T (n=4)= n+ 2n=2 + 22n=22 + 24 T (n=23)...= n+ 2n=2 + 22 n=22 + � � �+ 2i�1 n=2i�1 + 2i T (n=2i)= n i+ 2i T (n=2i)�éá i = logn�1, ç áíÜð�õîç �çò áíáäñïìÞò ó�áìá�Üåé áöïý n=2log n�1 = 2 (ïðü�å åöáñìüæå�áéç áñ÷éêÞ óõíèÞêç). ÅðïìÝíùò, T (n) = n log n.Ç éäÝá �çò ìåèüäïõ �çò åðáíÜëçøçò åßíáé áðëÞ, áëëÜ ç åöáñìïãÞ �çò óõ÷íÜ ïäçãåß óå ðïëý-ðëïêïõò áëãåâñéêïýò õðïëïãéóìïýò. Äýï åßíáé ïé óçìáí�éêü�åñåò ðáñÜìå�ñïé êá�Ü �çí åöáñìïãÞ�çò ìåèüäïõ: ï áñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí ãéá �çí ðëÞñç áíÜð�õîç �çò áíáäñïìÞò (äçë. ìÝ÷ñé �ïóçìåßï ðïõ åöáñìüæå�áé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç), êáé ï õðïëïãéóìüò �ïõ áèñïßóìá�ïò �ùí üñùí ðïõðñïêýð�ïõí áðü êÜèå åðßðåäï áíÜð�õîçò �çò áíáäñïìÞò. Ç åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ �çò åðáíÜ-ëçøçò ü�áí ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ïñßæå�áé ìå ðÜíù Þ êÜ�ù áêÝñáéá ìÝñç ìðïñåß íá ïäçãÞóåé10
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Ó÷Þìá 1. Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò ãéá �çí ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) + n2.óå ðïëýðëïêåò áëãåâñéêÝò åêöñÜóåéò. �éá �çí åê�ßìçóç �çò áóõìð�ù�éêÞò óõìðåñéöïñÜò ìéáòáíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é �ï êëÜóìá äßíåé ðÜí�á áêÝñáéï áðï�Ýëåóìá(ð.÷. ó�çí ó÷Ýóç (6) õðïèÝóáìå ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2).Ìßá áðëÞ êáé ÷ñÞóéìç ìÝèïäïò ãéá �çí áíáðáñÜó�áóç �çò áíÜð�õîçò ìéáò áíáäñïìéêÞòó÷Ýóçò åßíáé �ï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò (reursion tree). Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò åðé�ñÝðåé �çíêáëý�åñç ïñãÜíùóç �ùí áëãåâñéêþí õðïëïãéóìþí êá�Ü �çí áíÜð�õîç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò.¸ó�ù ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) +n2. Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò ãéá áõ�Þ �çí ó÷Ýóçöáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 1. �áñá�çñïýìå ü�é ç óõíåéóöïñÜ �ùí üñùí ó�ï åðßðåäï i �ïõ äÝí�ñïõ (ç ñßæáèåùñåß�áé ü�é âñßóêå�áé ó�ï åðßðåäï 0) åßíáé n2=2i. Áöïý óå êÜèå åðßðåäï �ï n õðïäéðëáóéÜæå�áé,�ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ åßíáé log n (äçëáäÞ �ï äÝí�ñï Ý÷åé logn+ 1 åðßðåäá). ¸÷ïõìå ëïéðüí ü�é :T (n) = log nXi=0 n2=2i = n2 log nXi=0 2�i < 2n2 = �(n2) ;üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí k + 1 ðñþ�ùí üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìåðñþ�ï üñï 1 êáé ëüãï 1=2 åßíáé 2� 2�k.¢óêçóç 6. Íá õðïëïãßóå�å ìéá áêñéâÞ áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç ãéá �ç ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ý-óçò T (n) = 4T (n=2) + n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = 1.Ëýóç. Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò Ý÷åé logn + 1 åðßðåäá åðåéäÞ �ï n õðïäéðëáóéÜæå�áé óå êÜèååðßðåäï. �éá êÜèå i, i = 0; : : : ; log n+ 1, ç óõíåéóöïñÜ �ïõ åðéðÝäïõ i åßíáé 2i n. ÅðïìÝíùò,T (n) = log nXi=0 2i n = n log nXi=0 2i = n(2n� 1) = �(n2)üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí k + 1 ðñþ�ùí üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìåðñþ�ï üñï 1 êáé ëüãï 2 åßíáé 2k+1 � 1. ut11



¢óêçóç 7. Íá ëýóå�å �çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜ-ëçøçò: T (n) =(2T (n=2) + 1 áí n = 2k ãéá êÜðïéï k � 11 áí n = 1 (7)Ëýóç. Áíáð�ýóóïí�áò �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç óå i åðßðåäá, ðáßñíïõìå T (n) = i + T (n=2i).ÈÝ�ïí�áò i = log n, ç áíÜð�õîç �çò áíáäñïìÞò �åñìá�ßæå�áé áöïý n=2log n = 1. ÅðïìÝíùò,T (n) = log n+ 1. ut3.2 ÌÝèïäïò �çò Áí�éêá�Üó�áóçòÇ âáóéêÞ éäÝá �çò ìåèüäïõ �çò áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé íá ìáí�Ýøïõìå �ç ìïñöÞ �çò ëýóçò êáé íá÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é ç ëýóç åßíáé óùó�Þ. Ç ìÝèïäïòåßíáé áðëÞ êáé éó÷õñÞ, áëëÜ ìðïñåß íá åöáñìïó�åß ìüíï ü�áí ìðïñïýìå íá ìáí�Ýøïõìå �ç ìïñöÞ�çò ëýóçò.�éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) + �(n) ìå áñ÷éêÞóõíèÞêç T (1) = �(1). Ó�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á áðïäåßîáìå ìå �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò ü�éç ó÷Ýóç (6), ðïõ åßíáé áðëïýó�åñç áëëÜ ðáñüìïéá, Ý÷åé ëýóç �(n log n). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ç ìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é T (n) = �(n logn).Ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå �éò ìéêñÝò �éìÝò �ïõ n åðåéäÞ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ìéá áóõ-ìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç ãéá �ï T (n). ¸ó�ù 1; 2 2 IR�+ ïé ó�áèåñÝò ðïõ ``êñýâïí�áé'' ó�ïí ðñïóèå�éêüüñï �(n) �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò5. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é1 (n=2) log(n=2) � T (n=2) � 2 (n=2) log(n=2)�ñÝðåé áðïäåßîïõìå ü�é 1 n logn � T (n) � 2 n logn�ñÜãìá�é, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ðáßñíïõìå:T (n) � 2 1 (n=2) log(n=2) + 1 n = 1 n (log n� 1) + 1 n = 1 n lognêáé T (n) � 2 2 (n=2) log(n=2) + 2 n = 2 n (log n� 1) + 2 n = 2 n lognüðùò áðáé�åß�áé. Áðïäåßîáìå ëïéðüí ü�é T (n) = �(n logn).ÁëëáãÞ Ìå�áâëç�þí. Óå êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò, ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ìðïñåß íá áðëïðïéçèåßóçìáí�éêÜ ìå áëëáãÞ ìå�áâëç�þí. �éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �çí ó÷Ýóç T (n) = 2T (pn)+log n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = �(1). ÈÝ�ïí�áò m = logn, ðáßñíïõìå �çí ó÷Ýóç T (2m) =2T (2m=2) +m. Ìðïñïýìå íá ìå�ïíïìÜóïõìå �ï T (2m) óå S(m) êáé íá ïäçãçèïýìå ó�çí ó÷ÝóçS(m) = 2S(m=2) + m ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç S(1) = �(1). ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ü�é ç ëýóçáõ�Þò �çò ó÷Ýóçò åßíáé S(m) = �(m logm). �ñáãìá�ïðïéþí�áò �çí áí�ßó�ñïöç áí�éêá�Üó�áóç,ðáßñíïõìå T (n) = �(log n log log n).5 ÔõðéêÜ, èåùñïýìå ü�é ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç åßíáé T (n) = 2T (n=2)+ f(n), üðïõ f(n) = �(n). Áðü �ïí ïñéóìü �ïõáóõìð�ù�éêïý óõìâïëéóìïý�, õðÜñ÷ïõí ó�áèåñÝò n0 2 IN, 1; 2 2 IR�+ �Ý�ïéåò þó�å 8n � n0, 1 n � f(n) � 2 n.12



¢óêçóç 8. Íá ëýóå�å �éò ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò èåùñþí�áò óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêçT (1) = 1.1. T (n) = T (n� 1) + 3.2. T (n) = T (n� 1) + 2n.3. T (n) = 2T (n=2) + n.4. T (n) = T (n=3) + 1.5. T (n) = T (n=2) + n.6. T (n) = 2T (n� 1) + 1.Ëýóç.1. T (n) = 3(n� 1) + 1.2. T (n) = 2n(n� 1) + 1.3. T (n) = n log n.4. T (n) = log3 n.5. T (n) = 2n� 1.6. T (n) = 2n � 1.3.3 Ôï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ¼�áí ìðïñåß íá åöáñìïó�åß, �ï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ (Master Theorem) äßíåé �çìïñöÞ �çò ëýóçò ãéá áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò �çò ìïñöÞò T (n) = aT (n=b) + f(n), üðïõ a êáé båßíáé ó�áèåñÝò êáé f(n) åßíáé ìßá èå�éêÞ óõíÜñ�çóç.Ôï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ äéáêñßíåé �éò áêüëïõèåò �ñåéò ðåñéð�þóåéò:1. Áí f(n) = O(nlogb a��) ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ � > 0, �ü�å T (n) = �(nlogb a).2. Áí f(n) = �(nlogb a), �ü�å T (n) = �(nlogb a log n).3. Áí f(n) = 
(nlogb a+�) ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ � > 0, êáé õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ n0 2 IN �Ý�ïéá þó�åãéá êÜèå n � n0, a f(n=b) < f(n), �ü�å T (n) = �(f(n)).Êá�Ü �çò åöáñìïãÞ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ, ç (áóõìð�ù�éêÜ) ìåãáëý�åñçáðü �éò óõíáñ�Þóåéò f(n) êáé nlogb a (äçë. ï êõñßáñ÷ïò üñïò) êáèïñßæåé �ç ëýóç �çò ó÷Ýóçò. Ó�çíðñþ�ç ðåñßð�ùóç, ç f(n) ðñÝðåé íá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñç (äçë. íá õðïëåßðå�áé êá�Ü ÝíáíðáñÜãïí�á n�) áðü �çí nlogb a. Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, ïé óõíáñ�Þóåéò f(n) êáé nlogb a ðñÝðåéíá Ý÷ïõí �çí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò. Ó�çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç, ç f(n) ðñÝðåé íá åßíáé ðïëõùíõìéêÜìåãáëý�åñç áðü �çí nlogb a êáé íá éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç a f(n=b) < f(n) ãéá ìåãÜëåò �éìÝò�ïõ n. ÕðÜñ÷åé áêüìç �ï åíäå÷üìåíï ç f(n) íá ìçí åí�Üóóå�áé óå êÜðïéá áðü �éò ðáñáðÜíùðåñéð�þóåéò êáé �ï èåþñçìá íá ìçí ìðïñåß íá åöáñìïó�åß.Óáí ðñþ�ï ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå �çí ó÷Ýóç T (n) = 9T (n=3) + n. Åßíáé a = 9, b = 3, êáénlogb a = nlog3 9 = n2. Áöïý f(n) = n, åöáñìüæïõìå �çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò êáéðáßñíïõìå T (n) = �(n2).Óáí äåý�åñï ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå �çí ó÷Ýóç T (n) = T (2n=3) + 1. Åßíáé a = 1, b = 3=2,êáé nlogb a = nlog3=2 1 = n0 = 1 = f(n). ÅðïìÝíùò åöáñìüæïõìå �ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç �ïõèåùñÞìá�ïò êáé ðáßñíïõìå T (n) = �(log n). 13



�éá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = 3T (n=4) + n logn åßíáé a = 3, b = 4, êáé nlogb a =nlog4 3 � n0:793. Áöïý f(n) = n logn êáé 3 f(n=4) < f(n) åöáñìüæïõìå �çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç�ïõ èåùñÞìá�ïò êáé ðáßñíïõìå T (n) = �(n logn).Óáí Ýíá �åëåõ�áßï ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå �çí ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2)+n log n. �áñá�çñïýìåü�é äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ï èåþñçìá ãéá�ß ç óõíÜñ�çóç nlogb a = nlog2 2 = n äåíåßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñç áðü �ç óõíÜñ�çóç f(n) = n logn. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï äÝí�ñï �çòáíáäñïìÞò, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é T (n) = �(n log2 n). Ïé ëåð�ïìÝñåéåò áöÞíïí�áé ùòÜóêçóç.¢óêçóç 9. Íá õðïëïãßóå�å áêñéâåßò áóõìð�ù�éêÝò åê�éìÞóåéò ãéá �éò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò:1. T (n) = 6T (n=5) + n log6 n.2. T (n) = 5T (n=6) + n.3. T (n) = 3T (n=9) +pn.4. T (n) = T (n� 1) + n2.5. T (n) = T (n=5) + T (7n=10) + 3n.6. T (n) = T (5n=9) + T (4n=9) + n.Ëýóç.1. T (n) = �(nlog5 6).2. T (n) = �(n).3. T (n) = �(pn logn).4. T (n) = �(n3).5. T (n) = �(n).6. T (n) = �(n log n).
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