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s.ntua.gr1 �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÇ óõíÞèçò �åííÞ�ñéá ÓõíÜñ�çóç ìéáò áêïëïõèßáò �0; �1; : : : ; �n; : : : äßíå�áé áðü �ç óåéñÜ A(x) =P1i=0 �ixi. Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xi åßíáé ï i-ïó�üò üñïò �çò áêïëïõèßáò1 (äçë. ï �i).Ïé �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò (�Ó) áðï�åëïýí Ýíáí åíáëëáê�éêü �ñüðï áíáðáñÜó�áóçò / êùäé-êïðïßçóçò �ùí áêïëïõèéþí. ÊÜèå áêïëïõèßá áí�éó�ïé÷åß óå ìéá ìïíáäéêÞ �Ó êáé áí�ßó�ñïöá. Áíãíùñßæïõìå �çí áêïëïõèßá �0; �1; : : : ; �n; : : : åßíáé åýêïëï íá õðïëïãßóïõìå �ç �Ó A(x) ìå âÜóç�ïí ïñéóìü. Áí ãíùñßæïõìå �ç �Ó A(x) õðïëïãßæïõìå �ïõò üñïõò �çò áêïëïõèßáò / óõí�åëåó�Ýò�ùí äõíÜìåùí �ïõ x áðü �ç ó÷Ýóç �n = (1=n!)A(n)(0), üðïõ A(n)(0) åßíáé ç �éìÞ �çò n-ïó�Þòðáñáãþãïõ �çò A(x) ó�ï 0.�éá ðáñÜäåéãìá, ç �Ó �çò áêïëïõèßáò ìå n-ïó�ü üñï �n = b�n åßíáéA(x) = b 1Xi=0 �ixi = b1� �xÇ �Ó �çò áêïëïõèßáò 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; : : : åßíáé 1 + x + x2 + x3. Ç �Ó �çò áêïëïõèßáò7; 6; 5; 4; 3; 2; 1; 0; 0; 0; : : : åßíáé 7 + 6x+ 5x2 + 4x3 + 3x4 + 2x5 + x6. Áí�ßó�ñïöá, ç áêïëïõèßáðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç �Ó A(x) = 5=(1 � 4x) Ý÷åé n-ïó�ü üñï �n = 5 � 4n, êáé ç áêïëïõèßá ðïõáí�éó�ïé÷åß ó�ç �Ó B(x) = 2 + 3x+ 4x2 + x3 åßíáé ç 2; 3; 4; 1; 0; 0; 0; 0; : : : .¢óêçóç 1. Íá õðïëïãßóå�å �çí áêïëïõèßá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç �Ó 11+x .Ëýóç. Åöáñìüæïí�áò �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá2, ðñïêýð�åé ü�é(1+x)�1 = 1+ 1Xk=1 (�1)(�1 � 1) � � � (�1� k + 1)k! xk = 1+ 1Xk=1(�1)k 1 � 2 � � � kk! xk = 1Xk=0(�1)kxkÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèßá åßíáé �n = (�1)n . ut1 Èá èåùñïýìå ðÜí�á ü�é ïé �éìÝò ðïõ ðáßñíåé ç ìå�áâëç�Þ x åßíáé áñêå�Ü ìéêñÝò þó�å ç óåéñÜ íá óõãêëßíåé. Åî' áé�ßáòáõ�Þò �çò õðüèåóçò, ìðïñïýìå íá ÷åéñéó�ïýìå �ç óåéñÜ óáí ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá. �éá ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå ü�éç óõíÜñ�çóç A(x) = P1i=0 �ixi åßíáé Üðåéñá ðáñáãùãßóéìç (áíáëõ�éêÞ) êáé ïé ðáñÜãùãïß �çò õðïëïãßæïí�áéðáñáãùãßæïí�áò �ç óåéñÜ óáí ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá. Ìå Üëëá ëüãéá, A0(x) =P1i=0 i�ixi�1.2 Ôï áíÜð�õãìá �çò ðáñÜó�áóçò (1 + x)n åßíáé (1 + x)n = Pnk=0 �nk�xk ü�áí �ï n åßíáé öõóéêüò áñéèìüò, êáé(1 + x)n = 1 +P1k=1 n(n�1)���(n�k+1)k! xk äéáöïñå�éêÜ (ð.÷. ü�áí �ï n åßíáé áñíç�éêüò áêÝñáéïò Þ ìç-áêÝñáéïòáñéèìüò). Áõ�ü �ï áíÜð�õãìá åßíáé ãíùó�ü óáí äõùíõìéêü áíÜð�õãìá. Ìéá óõíçèéóìÝíç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáé �ïáíÜð�õãìá �ïõ (1�x)�n üðïõ �ï n åßíáé öõóéêüò áñéèìüò. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, (1�x)�n = 1+P1k=1 �n+k�1k �xk.



2 ÂáóéêÝò Éäéü�ç�åò�éá �ç óõíÝ÷åéá, èåùñïýìå áêïëïõèßåò � = (�0; �1; : : : ; �n; : : :) êáé � = (�0; �1; : : : ; �n; : : :) ìå�Ó A(x) êáé B(x) áí�ßó�ïé÷á.�ñáììéêÞ Éäéü�ç�á. ¸ó�ù 
; d ó�áèåñÝò. Ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 
�+ d� åßíáé 
A(x) + dB(x).�éá ðáñÜäåéãìá, ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 4n+9 �2n åßíáé 11�4x + 91�2x = 10�38x1�6x+8x2 . Áí�ßó�ñïöá, ãéáíá âñïýìå �çí áêïëïõèßá ìå �Ó 9�47x1�10x+21x2 áíáëýïõìå �ç �Ó óå ìåñéêÜ êëÜóìá�á 51�3x + 41�7x .Ç áêïëïõèßá åßíáé 5 � 3n + 4 � 7n.Éäéü�ç�á �çò Ïëßóèçóçò. Óõìâïëßæïõìå ìå Sk� �çí áêïëïõèßá ìå �éìÝò:(Sk�)n =(0 ãéá n = 0; : : : ; k � 1.�n�k ãéá n � k.ÄçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá �çí áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí ``äåîéÜ ïëßóèçóç'' �çò � êá�Ü küñïõò. Ç �Ó �çò áêïëïõèßáò Sk� åßíáé ç xkA(x). �ñÜãìá�é,xkA(x) = 1Xj=0 �jxj+k = k�1Xn=0 0xn + 1Xn=k�n�kxnÔï �åëåõ�áßï Üèñïéóìá ðñïêýð�åé áðü �ï ðñþ�ï ìå áëëáãÞ ìå�áâëç�Þò (èÝ�ïõìå n = j + k).Åöáñìüæïí�áò áõ�Þ �çí éäéü�ç�á âñßóêïõìå ü�é ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; : : :åßíáé x41�x . Ïìïßùò, ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 0; 0; 1; 2; 4; : : : ; 2n�2; : : : åßíáé x21�2x .Óõìâïëßæïõìå ìå S�k� �çí áêïëïõèßá ìå �éìÝò:(S�k�)n = �n+k ãéá êÜèå n � 0.ÄçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá �çí áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí ``áñéó�åñÞ ïëßóèçóç'' �çò � êá�Ü küñïõò. Åßíáé åýêïëï íá åðéâåâáéþóïõìå ü�é ç �Ó �çò áêïëïõèßáò S�k� åßíáé:x�k�A(x)�Pk�1i=0 �ixi�Åöáñìüæïí�áò áõ�Þ �çí éäéü�ç�á, âñßóêïõìå ü�é ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 8; 16; 32; : : : ; 2n+3; : : : åßíáé:x�3[ 11�2x � 1� 2x� 4x2℄ = 81�2xÂÝâáéá óå áõ�Þ �çí áðëÞ ðåñßð�ùóç ìðïñïýìå åýêïëá íá êá�áëÞîïõìå ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ïñéóìü.¢óêçóç 2. ¸ó�ù áêïëïõèßá � = (�0; �1; : : : ; �n; : : :) ìå �Ó A(x). Íá õðïëïãßóå�å �ç �Ó �çòáêïëïõèßáò �n = 
�n + d, üðïõ 
; d äýï ó�áèåñÝò.Ëýóç. Áðü �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á ðñïêýð�åé ü�é ç æç�ïýìåíç �Ó åßíáé B(x) = 
A(x) + d1�x . ut¢óêçóç 3. ¸ó�ù áêïëïõèßá � = (�0; �1; : : : ; �n; : : :) ìå �Ó A(x). Íá õðïëïãßóå�å �ç �Ó �çòáêïëïõèßáò �n = 
n�n, üðïõ 
 ìßá ó�áèåñÜ. 2



Ëýóç. Áðü �ïí ïñéóìü ðñïêýð�åé ü�é ç æç�ïýìåíç �Ó åßíáé B(x) = A(
x). utÉäéü�ç�á Ìåñéêþí ÁèñïéóìÜ�ùí. Ç áêïëïõèßá 
n = Pni=0 �i ïíïìÜæå�áé êáé áêïëïõèßá �ùíìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí �çò �n. ¸ó�ù � (x) ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 
n. Åßíáé � (x) = A(x)1�x . Áõ�üðñïêýð�åé ðáñá�çñþí�áò ü�é �n = 
n � 
n�1. Áðü �çí ãñáììéêÞ éäéü�ç�á êáé �çí éäéü�ç�á �çòïëßóèçóçò, Ý÷ïõìå ü�é A(x) = � (x)� x� (x).�éá ðáñÜäåéãìá, ç áêïëïõèßá 
n = n+1 ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí ç áêïëïõèßá �ùí ìåñéêþíáèñïéóìÜ�ùí �çò �n = 1. Áöïý ç �Ó �çò �n åßíáé A(x) = 1(1�x) , ç �Ó �çò 
n åßíáé � (x) = 1(1�x)2 .×ñçóéìïðïéþí�áò �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 
n�1 = nåßíáé x� (x) = x(1�x)2 . ×ñçóéìïðïéþí�áò ðÜëé �çí éäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí, ðñïêýð�åéü�é ç áêïëïõèßá Æn =Pni=0 i Ý÷åé óáí �Ó �çí �(x) = x(1�x)3 .¢óêçóç 4. Íá õðïëïãßóå�å �ïí êëåéó�ü �ýðï �çò áêïëïõèßáò �çí �(x) = x(1�x)3 .Ëýóç. �íùñßæïõìå ü�é ç �(x) = x(1�x)3 áðï�åëåß �Ó �çò áêïëïõèßáò Æn =Pni=0 i. Ïõóéáó�éêÜ çÜóêçóç æç�Üåé íá õðïëïãßóïõìå �ï ÜèñïéóìáPni=0 i. ÖõóéêÜ ãíùñßæïõìå ü�éPni=0 i = n(n+1)2 =�n+12 �. Åäþ èá �ï áðïäåßîïõìå ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç ìÝèïäï �ùí �Ó. Åöáñìüæïõìå �ï äõùíõìéêüáíÜð�õãìá êáé Ý÷ïõìå ü�é(1� x)�3 = 1 + 1Xk=1�3 + k � 1k �xk = 1 + 1Xk=1�k + 22 �xkÁðü �çí éäéü�ç�áò �çò ïëßóèçóçò,x(1� x)�3 = 0x0 + 1x+ 1Xk=1�k + 22 �xk+1 = 0 + x+ 1Xk=2�k + 12 �xk = 1Xk=1�k + 12 �xkÏ üñïò Æn åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn ó�ï ðáñáðÜíù áíÜð�õãìá. Áðïäåßîáìå ëïéðüí ü�éPni=0 i =�n+12 �. Ï õðïëïãéóìüò (ðïëýðëïêùí) áèñïéóìÜ�ùí åßíáé ìßá áðü �éò ðïëëÝò óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò�ùí �Ó. utÉäéü�ç�á Óõìðëçñùìá�éêþí Ìåñéêþí ÁèñïéóìÜ�ùí. Ç áêïëïõèßá Æn =P1i=n �i ïíïìÜæå�áé êáéáêïëïõèßá �ùí óõìðëçñùìá�éêþí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí �çò �n. ¸ó�ù�(x) ç �Ó �çò áêïëïõèßáò�ùí óõìðëçñùìá�éêþí Æn. Åßíáé �(x) = A(1)�xA(x)1�x . Áõ�ü ðñïêýð�åé ðáñá�çñþí�áò ü�é �n =Æn � Æn+1. Áðü �çí ãñáììéêÞ éäéü�ç�á êáé �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, Ý÷ïõìå ü�éA(x) = D(x)� x�1(D(x)� Æ0)) Æ0 � xA(x) = (1� x)D(x)) D(x) = Æ0 � xA(x)1� xÔÝëïò ðáñá�çñïýìå ü�é Æ0 =P1i=0 ai = A(1).Éäéü�ç�á �çò ÓõíÝëéîçò. Ç áêïëïõèßá 
n =Pni=0 �i�n�i ïíïìÜæå�áé óõíÝëéîç �ùí áêïëïõèéþí� êáé � êáé óõìâïëßæå�áé 
 = ���. ¸ó�ù � (x) ç �Ó �çò áêïëïõèßáò 
. Åßíáé � (x) = A(x)B(x).Ìå áðëÜ ëüãéá, ç �Ó �çò óõíÝëéîçò äýï áêïëïõèéþí äßíå�áé áðü �ï ãéíüìåíï �ùí �Ó �ïõò.Ôï ãåãïíüò ü�é � (x) = A(x)B(x) ðñïêýð�åé åýêïëá áðü �ïí ïñéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ ðïëõùíý-ìùí. �ñÜãìá�é, ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn ó�ï ãéíüìåíï A(x)B(x) åßíáé ßóïò ìåPni=0 aibn�i åðåéäÞüëïé ïé äõíá�ïß �ñüðïé ãéá íá ðÜñïõìå �ï xn ó�ï ãéíüìåíï ðñïêýð�ïõí ðïëëáðëáóéÜæïí�áò �ï xió�ï A(x) ìå �ï xn�i ó�ï B(x), ãéá üëá �á i = 0; : : : ; n.3



¢óêçóç 5. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðñÜîç �çò óõíÝëéîçò åßíáé ðñÜîç áí�éìå�áèå�éêÞ. ÄçëáäÞ íááðïäåßîå�å ü�é ãéá ïðïéåóäÞðï�å áêïëïõèßåò � êáé �, éó÷ýåé ü�é � � � = � � �.Ëýóç. Ôï ãéíüìåíï ðïëõùíýìùí åßíáé áí�éìå�áèå�éêÞ ðñÜîç. Áðü �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò, ïéáêïëïõèßåò � � � êáé � � � Ý÷ïõí �çí ßäéá �Ó. ¢ñá ðñüêåé�áé ãéá �éò ßäéåò áêïëïõèßåò. ut¢óêçóç 6. Íá áðïäåßîå�å �çí éäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí éäéü�ç�á�çò óõíÝëéîçò.Ëýóç. �áñá�çñïýìå ü�é ç óõíÝëéîç �çò áêïëïõèßáò � ìå �çí áêïëïõèßá �n = 1 åßíáé Pni=0 ai,äçëáäÞ ç áêïëïõèßá �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí �çò �. ¸ó�ù A(x) ç �Ó �çò �. �íùñßæïõìå ü�éç �Ó �çò �n = 1 åßíáé B(x) = (1 � x)�1. Áðü �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò, ç �Ó �çò áêïëïõèßáò�ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí �çò � åßíáé A(x)1�x . ut¢óêçóç 7. Íá õðïëïãßóå�å �ï ÜèñïéóìáPni=0 3i 2n�i ìå �ç ìÝèïäï �ùí �Ó.Ëýóç. �áñá�çñïýìå ü�é �ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá åßíáé ï n-ïó�üò üñïò �çò óõíÝëéîçò �ùí áêïëïõ-èéþí �n = 3n êáé �n = 2n. Ç ðñþ�ç áêïëïõèßá Ý÷åé �Ó A(x) = 11�3x êáé ç äåý�åñç áêïëïõèßáÝ÷åé �Ó B(x) = 11�2x . Ç �Ó �çò óõíÝëéîçò �ïõò åßíáé1(1� 3x)(1� 2x) = 31� 3x � 21� 2xÔï �åëåõ�áßï âÞìá ðñïêýð�åé ìå ìåñéêÞ êëáóìá�éêÞ áíÜëõóç. Áðü �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á, ç áêï-ëïõèßá ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå áõ�Þ �ç �Ó Ý÷åé n-ïó�ü üñï 3n+1 � 2n+1. ÅðïìÝíùò,Pni=0 3i 2n�i =3n+1 � 2n+1. utÉäéü�ç�á �çò Êëßìáêáò. Ç áêïëïõèßá 
n = n�n Ý÷åé �Ó �ç � (x) = xA0(x), üðïõ A0(x) åßíáé çðñþ�ç ðáñÜãùãïò �çò óõíÜñ�çóçò A(x). �ñÜãìá�é,� (x) = xA0(x) = x 1Xn=0(�nxn)0 = x 1Xn=0n�nxn�1 = 1Xn=0(n�n)xnÇ áêïëïõèßá Æn = �nn+1 Ý÷åé �Ó �çí�(x) = 1x Z x0 A(z)dz×ñçóéìïðïéþí�áò �ï ãåãïíüò ü�é ç ðáñÜãïõóá �ïõ zn åßíáé zn+1n+1 , Ý÷ïõìå�(x) = 1x Z x0 A(z)dz = 1x 1Xn=0Z x0 �nzndz = 1x 1Xn=0 �nn+ 1xn+1 = 1Xn=0 �nn+ 1xnÊáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï ãåãïíüò ü�é ü�áí ç Üðåéñç óåéñÜ óõãêëßíåé, ìðï-ñïýìå íá �ç ÷åéñéó�ïýìå óáí ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá.¢óêçóç 8. Íá õðïëïãßóå�å �ç �Ó �çò áêïëïõèßáò �n = n(n+ 1).4



Ëýóç. ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ü�é ç áêïëïõèßá �n = n Ý÷åé �Ó �çí B(x) = x(1�x)2 . Áðü �çíéäéü�ç�á �çò êëßìáêáò, ç 
n = n2 Ý÷åé �Ó �çí � (x) = xB0(x) = x(x+1)(1�x)3 . Áðü �ç ãñáììéêÞéäéü�ç�á, ç áêïëïõèßá �n = n(n+ 1) = n2 + n Ý÷åé �Ó �çí� (x) +B(x) = x(x+ 1)(1� x)3 + x(1� x)2 = 2x(1� x)3¢óêçóç 9. Íá õðïëïãßóå�å �ï ÜèñïéóìáPni=0 i2 ÷ñçóéìïðïéþí�áò �Ó.Ëýóç. �áñá�çñïýìå ü�é �ï óõãêåêñéìÝíï Üèñïéóìá áðï�åëåß �ï n-ïó�ü �çò áêïëïõèßáò �ùí ìå-ñéêþí áèñïéóìÜ�ùí �çò áêïëïõèßáò 
n = n2 ìå �Ó �çí � (x) = x(x+1)(1�x)3 . Áðü �çí éäéü�ç�á �ùíìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí, ç �Ó ãéá �ïPni=0 i2 åßíáé x(x+1)(1�x)4 . Åöáñìüæïí�áò �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìáÝ÷ïõìå: (1� x)�4 = 1 + 1Xk=1�4 + k � 1k �xk = 1 + 1Xk=1�k + 33 �xk�ïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå x2 êáé åöáñìüæïí�áò �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, Ý÷ïõìå:x2(1� x)4 = 0x0 + 0x1 + 1x2 + 1Xk=1�k + 33 �xk+2 = 1Xk=1�k + 13 �xkÏìïßùò ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ìå x Ý÷ïõìå:x(1� x)4 = 0x0 + 1x1 + 1Xk=1�k + 33 �xk+1 = 1Xk=1�k + 23 �xkÁðü �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á, ðñïêýð�åé ü�é �ï ÜèñïéóìáPni=0 i2 åßíáé ßóï ìå�n+13 �+ �n+23 � = (n+1)n(n�1)6 + (n+2)(n+1)n6 = (n+1)n6 (n+ 2 + n� 1) = (2n+1)(n+1)n6¢óêçóç 10. Íá õðïëïãßóå�å �ï ÜèñïéóìáPni=0 i3 ÷ñçóéìïðïéþí�áò �Ó.Ëýóç. Åöáñìüæïí�áò �çí éäéü�ç�á �çò êëßìáêáò ãéá áêïëïõèßá 
n = n2, ðñïêýð�åé ü�é ç �Ó�çò áêïëïõèßáò �n = n3 åßíáé B(x) = x� 0(x) = x(1+4x+x2)(1�x)4 . Åöáñìüæïí�áò �çí éäéü�ç�á �ùíìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ðñïêýð�åé ü�é ç �Ó ãéá �çí áêïëïõèßá �n =Pni=0 i3 åßíáé A(x) = B(x)1�x =x(1+4x+x2)(1�x)5 . ¼ðùò ó�çí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, áðïäåéêíýïõìå ü�éPni=0 i3 = n2(n+ 1)2=4. ut¢óêçóç 11. Íá õðïëïãßóå�å �ï ÜèñïéóìáPni=0 i(i + 1)(i + 2)(i + 3).ÁíÜëõóç óå ÊëÜóìá�á êáé Áí�éó�ñïöÞ �åííç�ñéþí Óõíáñ�Þóåùí. ¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðï-ëïãßóïõìå �çí áêïëïõèßá ìå �Ó �çí P (x)=D(x), üðïõ P (x);D(x) åßíáé ðïëõþíõìá �ïõ x. Áõ�üðïõ êÜíïõìå åßíáé íá åöáñìüóïõìå ìåñéêÞ êëáóìá�éêÞ áíÜëõóç åß�å áð' åõèåßáò ó�ç óõíÜñ�çóçP (x)=D(x) åß�å ó�ç óõíÜñ�çóç 1=D(x). Áðü �ï áðï�Ýëåóìá �çò áíÜëõóçò óå ìåñéêÜ êëÜóìá�á,ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå �çí áêïëïõèßá ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç �Ó. Áí ðñüêåé�áé ãéá �çí1=D(x), ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò êáé �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á êáé õðïëïãßæïõìå�çí áêïëïõèßá ìå �Ó P (x)=D(x). 5



¢óêçóç 12. Íá õðïëïãßóå�å �çí áêïëïõèßá ìå �Ó 21�4x2 .Ëýóç. Åöáñìüæïí�áò ìåñéêÞ êëáóìá�éêÞ áíÜëõóç, êá�áëÞãïõìå ü�é21� 4x2 = 11� 2x + 11 + 2xÇ áêïëïõèßá ìå �Ó 11�2x åßíáé ç �n = 2n. Ç áêïëïõèßá ìå �Ó 11+2x åßíáé ç 
n = (�2)n (ãéá �ï�åëåõ�áßï, åñãáæüìáó�å üðùò ó�çí ¢óêçóç 1. Áðü �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á, ç æç�ïýìåíç áêïëïõèßáåßíáé �n =(2n+1 áí n Üñ�éïò0 áí n ðåñé��üò¢óêçóç 13. Íá õðïëïãßóå�å �çí áêïëïõèßá ìå �Ó 22x3�9x2�14x�1(1+x)(1+3x)(1�2x)2 .Ëýóç. Åöáñìüæïí�áò ìåñéêÞ êëáóìá�éêÞ áíÜëõóç, Ý÷ïõìå1(1 + x)(1 + 3x)(1 � 2x)2 = �1=181 + x + 27=501 + 3x + 56=2251� 2x + 4=15(1� 2x)2�íùñßæïõìå ü�é ç áêïëïõèßá ìå �Ó (1 + x)�1 åßíáé ç (�1)n. Åöáñìüæïí�áò �ç ãñáììéêÞ éäéü-�ç�á êáé �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç áêïëïõèßá ìå �Ó �çí(�1=18)(22x3�9x2�14x�1)1+x åßíáé ç� 118 [22(�1)n�3 � 9(�1)n�2 � 14(�1)n�1 � (�1)n℄ = � 118 [�22� 9 + 14 � 1℄(�1)n = (�1)nÏìïßùò, ç áêïëïõèßá ìå �Ó (1+3x)�1 åßíáé ç (�3)n. Áðü �ç ãñáììéêÞ éäéü�ç�á êáé �çí éäéü�ç�á�çò ïëßóèçóçò, Ý÷ïõìå ü�é ç áêïëïõèßá ìå �Ó �çí (27=50)(22x3�9x2�14x�1)1+3x åßíáé ç2750 [22(�3)n�3�9(�3)n�2�14(�3)n�1� (�3)n℄ = 2750 [�22=27�9=9+14=3�1℄(�3)n = (�3)nÏìïßùò êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç áêïëïõèßá ìå �Ó �çí (56=225)(22x3�9x2�14x�1)1�2x åßíáé56225 [22 � 2n�3 � 9 � 2n�2 � 14 � 2n�1 � 2n℄ = 56225 [22=8 � 9=4 � 14=2 � 1℄ 2n = �2815 2nÔÝëïò, ç áêïëïõèßá ìå �Ó (1 � 2x)�2 åßíáé ç (n + 1)2n. Åöáñìüæïí�áò �ç ãñáììéêÞ éäéü-�ç�á êáé �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç áêïëïõèßá ìå �Ó �çí(4=15)(22x3�9x2�14x�1)(1�2x)2 åßíáé ç415 [22 � (n� 2)2n�3 � 9 � (n� 1)2n�2 � 14 � n2n�1 � (n+ 1)2n℄ =415 [22=8 � 9=4� 14=2 � 1℄n 2n + 415 [�2(22=8) + 9=4� 1℄ 2n = �2n 2n � 1715 2nÓõíäõÜæïí�áò �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç æç�ïýìåíç áêï-ëïõèßá åßíáé�n = (�1)n + (�3)n � 2n 2n � 28+1715 2n = (�1)n + (�3)n � n 2n+1 � 3 � 2nÓ�ç óõãêåêñéìÝíç ðåñßð�ùóç, ç æç�ïýìåíç áêïëïõèßá ìðïñåß íá ðñïêýøåé åõêïëü�åñá ðá-ñá�çñþí�áò ü�é ç óõãêåêñéìÝíç �Ó ìðïñåß íá áíáëõèåß óå ìåñéêÜ êëÜóìá�á ùò åîÞò22x3 � 9x2 � 14x� 1(1 + x)(1 + 3x)(1 � 2x)2 = 11 + x + 11 + 3x � 11� 2x � 2(1� 2x)26



3 ÅöáñìïãÝò �ùí �åííç�ñéþí Óõíáñ�ÞóåùíÏé �Ó Ý÷ïõí ðïëëÝò êáé óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò. Ó�á ðëáßóéá �ïõ ìáèÞìá�ïò, èá äïýìå ðáñá-äåßãìá�á åöáñìïãþí �ùí �Ó ó�ïí õðïëïãéóìü áèñïéóìÜ�ùí, ó�çí åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí óõíäõá-ó�éêÞò, êáé ó�çí åðßëõóç áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí.Êáé ó�éò �ñåéò ðåñéð�þóåéò, ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé ßäéá. Ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá ìðïñåß íá ïñéó�åßäéá�õðþíïí�áò ìéá Þ ðåñéóóü�åñåò áêïëïõèßåò (äçëáäÞ �ï ðñüâëçìá ïñßæå�áé ó�ï ÷þñï �ùí áêï-ëïõèéþí). �ïëëÝò öïñÝò åßíáé äýóêïëï íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá ìå áðåõèåßáò ÷åéñéóìü áõ�þí�ùí áêïëïõèéþí (ð.÷. õðïëïãéóìüò åíüò äýóêïëïõ áèñïßóìá�ïò). Èá Þ�áí üìùò åýêïëï íá ëý-óïõìå �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá ó�ï ÷þñï �ùí �Ó. Õðïëïãßæïõìå ëïéðüí �éò �Ó �ùí áêïëïõèéþíêáé ìå�áó÷çìá�ßæïõìå �ï ðñüâëçìá ó�ï ÷þñï �ùí �Ó. ¸ðåé�á ëýíïõìå �ï ðñüâëçìá ó�ï ÷þñï�ùí �Ó ÷ñçóéìïðïéþí�áò óõíÞèùò áëãåâñéêÜ åñãáëåßá. ÔÝëïò, õðïëïãßæïõìå �çí áêïëïõèßá ðïõáí�éó�ïé÷åß ó�ç �Ó ðïõ ðåñéãñÜöåé �ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò êáé áðïê�ïýìå �ç ëýóç �ïõ áñ÷é-êïý ìáò ðñïâëÞìá�ïò. Áõ�Þ �ç ìÝèïäï áêïëïõèÞóáìå ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí áèñïéóìÜ�ùí ó�éòáóêÞóåéò 4, 7, 9, 10, 11.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äïýìå êáé Üëëá ðáñáäåßãìá�á üðïõ åöáñìüæïõìå �çí ßäéá ìÝèïäï.3.1 Õðïëïãéóìüò ÁèñïéóìÜ�ùí¢óêçóç 14. Íá õðïëïãéóèåß �ï ÜèñïéóìáPni=0 i(n� i).Ëýóç. Èåùñïýìå �çí áêïëïõèßá �n = n ìå �Ó A(x) = x(1�x)2 . Ôï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá åßíáé ïn-ïó�üò üñïò �çò óõíÝëéîçò áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò ìå �ïí åáõ�ü �çò.Ç áêïëïõèßá �n = Pni=0 i(n � i), ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí óõíÝëéîç �çò �n ìå �ïí åáõ�ü�çò, Ý÷åé �Ó �çí A2(x) = x2(1�x)4 áðü �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò. Åöáñìüæïõìå �ï äõùíõìéêüáíÜð�õãìá êáé Ý÷ïõìå ü�é 1(1� x)4 = 1 + 1Xk=1�k + 33 �xkÅöáñìüæïí�áò �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, ðñïêýð�åé ü�éx2(1� x)4 = 0x0 + 0x+ 1Xk=2�k + 13 �xk = 1Xk=0 (k + 1)k(k � 1)6 xkÅðïìÝíùò, ï n-ïó�üò üñïò �çò áêïëïõèßáò �n äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xn ó�ï ðáñáðÜíùáíÜð�õãìá. ¢ñá,Pni=0 i(n� i) = 16 (n� 1)n(n+ 1) = 16 n(n2 � 1). ut¢óêçóç 15. Íá õðïëïãéóèåß �ï ÜèñïéóìáPni=0 i(n� i)2.Ëýóç. Èåùñïýìå �éò áêïëïõèßåò �n = n ìå �Ó A(x) = x(1�x)2 êáé �n = n2 ìå �Ó B(x) = x(1+x)(1�x)3 .Ôï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá åßíáé ï n-ïó�üò üñïò �çò óõíÝëéîçò �ùí äýï áêïëïõèéþí. Áðü �çí éäéü�ç�á�çò óõíÝëéîçò, ç �Ó �çò áêïëïõèßáò � � � åßíáé A(x)B(x) = x2+x3(1�x)5 .Åöáñìüæïõìå �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá êáé Ý÷ïõå ü�é(1� x)�5 = 1 + 1Xk=1�k + 44 �xk7



Åöáñìüæïí�áò �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò (ìßá öïñÜ ãéá �ï x2 êáé ìßá öïñÜ ãéá �ï x3) êáé �çãñáììéêÞ éäéü�ç�á, ðñïêýð�åé ü�éx2 + x3(1� x)5 = 1Xk=0��k + 24 �+�k + 14 ��xkÔï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá åßíáé ßóï ìå �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xn ó�ï ðáñáðÜíù áíÜð�õãìá. Áõ�üò ïóõí�åëåó�Þò åßíáé�n+24 �+ �n+14 � = (n+2)(n+1)n(n�1)4! + (n+2)(n+1)n(n�1)4! = (n+1)n(n�1)n+2+n�14�3�2�1 = 112 n2(n2�1)3.2 Êùäéêïðïßçóç êáé Åðßëõóç �ñïâëçìÜ�ùí Óõíäõáó�éêÞòÂáóéêÞ ÉäÝá. Ïé �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò (�Ó) åðé�ñÝðïõí �ç óõìâïëéêÞ áíáðáñÜó�áóç üëùí �ùíáðï�åëåóìÜ�ùí åíüò ðåéñÜìá�ïò. ¼ëá �á äéáöïñå�éêÜ áðï�åëÝóìá�á åíüò ðåéñÜìá�ïò ìðïñïýííá êùäéêïðïéçèïýí êá�Üëëçëá óå ìßá óõíÜñ�çóç, �ç ëåãüìåíç �Ó ãéá �ï ðåßñáìá. ¸÷ïí�áò �ç �Óðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá ðåßñáìá, ìðïñïýìå íá áðáí�Þóïõìå óå ü�é ìáò ñù�Þóïõí ãéá áõ�ü. Áõ�Þ çìåèïäïëïãßá åðé�ñÝðåé �çí êùäéêïðïßçóç êáé åðßëõóç óõíäõáó�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ìå áëãåâñéêÝòìåèüäïõò.�áñÜäåéãìá 1. ¸÷ïõìå �ñßá äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá, �á a; b; 
, óå Ýíá ``áí�ßãñáöï'' �ï êáèÝíá.�ñÜöïõìå 1 (= a0 = b0 = 
0) ü�áí äåí åðéëÝãïõìå êÜðïéï áí�éêåßìåíï êáé a; b; 
 ü�áí �ïåðéëÝãïõìå. �áñá�çñïýìå ü�é ç óõíÜñ�çóç(1 + a)(1 + b)(1 + 
) = 1 + (a+ b+ 
) + (ab+ a
+ b
) + ab
ðåñéãñÜöåé üëá �á äéáöïñå�éêÜ áðï�åëÝóìá�á �ïõ ðåéñÜìá�ïò êá�Ü �ï ïðïßï åðéëÝãïõìå áí�é-êåßìåíá áðü �á a; b; 
 ÷ùñßò åðáíÜëçøç. Ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Þ íá ìçí åðéëÝîïõìå �ï a, íáåðéëÝîïõìå Þ íá ìçí åðéëÝîïõìå �ï b, êáé íá åðéëÝîïõìå Þ íá ìçí åðéëÝîïõìå �ï 
. ×ñçóéìïðïéïýìå�ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ áöïý áõ�Ü �á ãåãïíü�á åßíáé áíåîÜñ�ç�á.�éá íá áðïöýãïõìå �çí åîÜñ�çóç áðü �éò �áõ�ü�ç�åò �ùí óõãêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí, ÷ñç-óéìïðïéïýìå �çí ßäéá ìå�áâëç�Þ x ãéá üëá �á áí�éêåßìåíá. Ï åêèÝ�çò �ïõ x äçëþíåé �ïí áñéèìü�ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ åðéëÝãïõìå óå êÜèå ðåñßð�ùóç. ¸�óé ç �Ó ãéá �çí åðéëïãÞ áðü �ñßá äéá-öïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá ÷ùñßò åðáíáëÞøåéò åßíáé(1 + x)(1 + x)(1 + x) = 1 + 3x+ 3x2 + x3ÕðÜñ÷åé ëïéðüí 1 �ñüðïò íá åðéëÝîïõìå êáíÝíá áí�éêåßìåíï (óõí�åëåó�Þò �ïõ x0), 3 �ñüðïéíá åðéëÝîïõìå Ýíá áí�éêåßìåíï (óõí�åëåó�Þò �ïõ x1), 3 �ñüðïé íá åðéëÝîïõìå äýï áí�éêåßìåíá(óõí�åëåó�Þò �ïõ x2), êáé 1 �ñüðïò íá åðéëÝîïõìå �ñßá áí�éêåßìåíá (óõí�åëåó�Þò �ïõ x3). utÏé óõíÞèåéò �Ó ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áñéèìïý �ùí äéáöïñå�éêþí óõí-äõáóìþí áí�éêåéìÝíùí.Áí Ý÷ïõìå óõíäõáóìïýò áðü n äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá ÷ùñßò åðáíÜëçøç, ç �Ó åßíáé:(1 + x)n = nXi=0 �ni�xi8



áöïý ãéá êÜèå áí�éêåßìåíï õðÜñ÷ïõí äýï åíäå÷üìåíá: íá �ï åðéëÝîïõìå ìßá öïñÜ (óõìâïëßæå�áéìå x = x1) Þ íá ìçí �ï åðéëÝîïõìå (óõìâïëßæå�áé ìå 1 = x0). Ôá äýï åíäå÷üìåíá ãéá êÜèåáí�éêåßìåíï åßíáé áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá, ãéá áõ�ü Ý÷ù Üèñïéóìá 1 + x. Ôá åíäå÷üìåíá ãéá�á n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá åßíáé áíåîÜñ�ç�á, ãéá áõ�ü ðïëëáðëáóéÜæïõìå �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõòüñïõò (êáíüíáò ãéíïìÝíïõ) êáé êá�áëÞãïõìå ó�ï (1 + x)n. Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xk, ðïõ åßíáé�nk� = C(n; k), äßíåé �ïõò äéáöïñå�éêïýò óõíäõáóìïýò k áí�éêåéìÝíùí áðü n.�áñÜäåéãìá 2. Ç �Ó ãéá åðéëïãÞ áðü n áí�éêåßìåíá ìå áðåñéüñéó�åò åðáíáëÞøåéò åßíáé:(1 + x+ x2 + : : :)n = (1� x)�n = 1 + 1Xk=1 (�n)(�n� 1) � � � (�n� k + 1)k! (�x)k= 1 + 1Xk=1 (n+ 1) � � � (n+ k � 1)k! xk= 1 + 1Xk=1�n+ k � 1k �xkÏ óõí�åëåó�Þò �ïõ xk, ðïõ åßíáé �n+k�1k �, äßíåé �ïõò äéáöïñå�éêïýò óõíäõáóìïýò k áðü n áí�é-êåßìåíá ìå åðáíÜëçøç3. ut�áñÜäåéãìá 3. Áí åðéëÝãïõìå k áðü n áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç þó�å êÜèå áí�éêåßìåíï íáåðéëåãåß �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ (k � n), ç �Ó åßíáé:(x+ x2 + : : :)n = xn(1� x)�n = xn"1 + 1Xi=1 �n+ i� 1i �xi#= xn + 1Xk=n+1�n+ k � n� 1k � n �xk= xn + 1Xk=n+1�k � 1n� 1�xkÇ äåý�åñç éóü�ç�á ðñïêýð�åé áíáëýïí�áò �ï (1 � x)�n üðùò ðáñáðÜíù, êáé ç �ñß�ç éóü�ç�áðïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå xn êáé áëëÜæïí�áò �ç ìå�áâëç�Þ i ìå k = n+ i (äçëáäÞ áí�éêáèéó�ïýìå�ï i ìå k � n). Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xk, ðïõ åßíáé �k�1n�1�, äßíåé �ïõò äéáöïñå�éêïýò óõíäõáóìïýò káðü n áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç ü�áí êÜèå áí�éêåßìåíï åðéëÝãå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ. Áõ�üöõóéêÜ åßíáé ßäéï ìå �ç äéáíïìÞ k ìç äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòü�áí êáìßá õðïäï÷Þ äåí ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíÞ. ut¢óêçóç 16. ¸ó�ù �ñåéò ïìÜäåò áí�éêåéìÝíùí: Á, Â, êáé �. Íá õðïëïãéó�åß ç �Ó ãéá �çí åðéëïãÞáí�éêåéìÝíùí áðü áõ�Ýò �éò ïìÜäåò þó�å (á) �ïõëÜ÷éó�ïí 2 êáé �ï ðïëý 10 áí�éêåßìåíá íá åðéëÝ-ãïí�áé áðü �çí ïìÜäá Á, (â) ðåñé��üò áñéèìüò áí�éêåéìÝíùí íá åðéëÝãå�áé áðü �çí ïìÜäá Â, (ã)ï áñéèìüò �ùí áí�éêåéìÝíùí áðü �çí ïìÜäá � íá åßíáé Üñ�éïò êáé íá ìçí îåðåñíÜ �ï 20. �ïéïòóõí�åëåó�Þò äßíåé �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí íá åðéëÝîïõìå 5 áí�éêåßìåíá;3 Ç áðüäåéîç �ïõ ßäéïõ áðï�åëÝóìá�ïò ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á ðáñïõóéÜæå�áé ó�éò óåëßäåò 92-93 �ïõ âéâëßïõ�ïõ C.L. Liu, Ó÷Ýóç (3.3). 9



Ëýóç. Ç �Ó åßíáé:(x2 + x3 + : : :+ x10)(x+ x3 + x5 + : : :)(1 + x2 + x4 + : : :+ x20)Ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé áõ�üò �ïõ x5 êáé ç �éìÞ �ïõ åßíáé 3. �åíéêÜ ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xkäßíåé �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí íá åðéëÝîïõìå k áí�éêåßìåíá óýìöùíá ìå �ïõò ðåñéïñéóìïýò. ut¢óêçóç 17. Èåùñïýìå 5 ìðëå ìðÜëåò �ùí 5 êéëþí, 10 ðñÜóéíåò �ùí 2 êéëþí êáé áðåñéüñéó�ïáñéèìü áðü êüêêéíåò ìðÜëåò �ïõ 1 êéëïý. Íá õðïëïãéó�ïýí ïé �Ó ãéá �á áêüëïõèá:á) Äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò íá åðéëÝîïõìå n ìðÜëåò.â) Äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò íá åðéëÝîïõìå ìðÜëåò ðïõ �ï óõíïëéêü �ïõò âÜñïò åßíáé n.Ëýóç. á) Ç �Ó åßíáé:(1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5)(1 + x+ : : :+ x10)(1 + x+ x2 + : : :)Ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé áõ�üò �ïõ xn.â) Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ïé åêèÝ�åò �ïõ x êáèïñßæïí�áé áðü �ï âÜñïò êÜèå ìðÜëáò. ¸�óé, ç �Óåßíáé: (1 + x5 + x10 + x15 + x20 + x25)(1 + x2 + : : :+ x20)(1 + x+ x2 + : : :)Ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé áõ�üò �ïõ xn. ut¢óêçóç 18. Íá äåßîå�å (ìå ÷ñÞóç �ïõ ìç÷áíéóìïý �ùí �Ó) ü�é ãéá �nk� = �n�1k �+ �n�1k�1�.Ëýóç. �éá êÜèå öõóéêü áñéèìü n, éó÷ýåé ü�é (1 + x)n = (1 + x)n�1 + x(1 + x)n�1. Ôï áñéó�åñüìÝëïò åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò �nk�, k = 0; 1; : : : ; n. Ó�ï äåîéü ìÝëïò, ç óõíÜñ�çóç (1 + x)n�1åßíáé ç �Ó �çò áêïëïõèßáò �n�1k �, k = 0; 1; : : : ; n�1. Áðü �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò, ç óõíÜñ�çóçx(1 + x)n�1 åßíáé �Ó �çò áêïëïõèßáò �n�1k�1�, k = 0; 1; : : : ; n� 1. Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé áðü �çãñáììéêÞ éäéü�ç�á. ut¢óêçóç 19. ¸÷ïõìå áðåñéüñéó�ï áñéèìü êåñìÜ�ùí �ùí 50, �ùí 20, êáé �ùí 10 ëåð�þí êáé èÝëïõìåíá åðéëÝîïõìå 10 êÝñìá�á. Íá äéá�õðþóå�å �ç �Ó êáé íá õðïëïãßóå�å ðüóïé åßíáé ïé äéáöïñå�éêïß�ñüðïé ãéá �çí ðáñáðÜíù åðéëïãÞ.Ëýóç. ¸ó�ù �k ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá äéáëÝîïõìå k êÝñìá�á. �éá êÜèå åßäïòêåñìÜ�ùí, ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå êáíÝíá Þ Ýíá Þ äýï, êëð. Áõ�ü êùäéêïðïéåß�áé áðü �ç �Ó1 + x + x2 + x3 + : : : = 11�x . Áöïý Ý÷ïõìå �ñßá äéáöïñå�éêÜ åßäç êåñìÜ�ùí, ç �Ó ãéá �çíáêïëïõèßá �k åßíáé (1�x)�3. Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï �10, ðïõ åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x10ó�ï áíÜð�õãìá �çò �Ó. Åöáñìüæïõìå �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá êáé âñßóêïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïòóõí�åëåó�Þò åßíáé �3+10�110 � = �122 � = 12�112 = 66. Åäþ ç ëýóç ðñïêýð�åé åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþí�áòóõíäõáóìïýò áí�éêåéìÝíùí ìå åðáíÜëçøç. ut¢óêçóç 20. ¸÷ïõìå áðåñéüñéó�ï áñéèìü êåñìÜ�ùí �ùí 50, �ùí 20, êáé �ùí 10 ëåð�þí êáé èÝëïõìåíá äéáëÝîïõìå 10 áðü áõ�Ü þó�å íá Ý÷ïõìå �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá êÝñìá êáé �ï ðïëý 8 êÝñìá�á �ùí50 ëåð�þí, Üñ�éï áñéèìü êåñìÜ�ùí �ùí 10 ëåð�þí, êáé ï áñéèìüò �ùí êåñìÜ�ùí �ùí 20 ëåð�þí íáåßíáé ðåñé��üò êáé íá ìçí îåðåñíÜ �ï 5. Íá äéá�õðþóå�å �ç �Ó êáé íá õðïëïãßóå�å ðüóïé åßíáéïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé ãéá �çí ðáñáðÜíù åðéëïãÞ.10



Ëýóç. ¸ó�ù �k ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá äéáëÝîïõìå k êÝñìá�á ìå �ïõò ðáñáðÜíùðåñéïñéóìïýò. �éá �á êÝñìá�á �ùí 50 ëåð�þí ç �Ó åßíáé x+ x2 + x3 + : : :+ x8, ãéá �á êÝñìá�á�ùí 10 ëåð�þí ç �Ó åßíáé 1 + x2 + x4 + x6 + : : :, êáé ãéá �á êÝñìá�á �ùí 20 ëåð�þí ç �Ó åßíáéx+x3+x5. �ïëëáðëáóéÜæïí�áò �éò �Ó ãéá êÜèå åßäïò êåñìÜ�ùí, Ý÷ïõìå �ç �Ó ãéá �çí áêïëïõèßá�k: (x+ x2 + x3 + : : :+ x8)(1 + x2 + x4 + x6 + : : :)(x+ x3 + x5)Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x10 ó�ï áíÜð�õãìá �çò �Ó. ÊÜíïí�áò ðñÜîåéò âñß-óêïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé 11. ut¢óêçóç 21. ¸÷ïõìå áðåñéüñéó�ï áñéèìü êåñìÜ�ùí �ùí 50, �ùí 20, êáé �ùí 10 ëåð�þí. Íá äéá-�õðþóå�å �ç �Ó êáé íá õðïëïãßóå�å ðüóïé åßíáé ïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá ó÷çìá�ßóïõìå �ï ðïóü�ùí 2 åõñþ.Ëýóç. ¸ó�ù �k ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìå �ï ðïóü �ùí k ëåð�þíäéáëÝãïí�áò áðü �á ðáñáðÜíù êÝñìá�á. �éá �á êÝñìá�á �ùí 50 ëåð�þí ç �Ó åßíáé 1 + x50 +x100 + : : : = 11�x50 , ãéá �á êÝñìá�á �ùí 20 ëåð�þí ç �Ó åßíáé 1 + x20 + x40 + : : : = 11�x20 , êáéãéá �á êÝñìá�á �ùí 10 ëåð�þí ç �Ó åßíáé 1 + x10 + x20 + : : : = 11�x10 . �ïëëáðëáóéÜæïí�áò �éò�Ó ãéá êÜèå åßäïò êåñìÜ�ùí, Ý÷ïõìå �ç �Ó ãéá �çí áêïëïõèßá �k:11� x50 � 11� x20 11� x10Áöïý èÝëïõìå íá ó÷çìá�ßóïõìå �ï ðïóü �ùí 200 ëåð�þí (= 2 åõñþ), �ï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü�ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x200 ó�ï áíÜð�õãìá �çò �Ó. �éá �ç óõãêåêñéìÝíç Üóêçóç, åßíáé åõêïëü�åñï íáõðïëïãßóïõìå �ï æç�ïýìåíï óõí�åëåó�Þ êÜíïí�áò �ïí ðáñáêÜ�ù ðïëëáðëáóéáóìü ðïëõùíýìùí:(1 + x50 + x100 + x200)(1 + x20 + x40 + � � �+ x200)(1 + x10 + x20 + � � �+ x200)O óõí�åëåó�Þò �ïõ x200 åßíáé 29. ut¢óêçóç 22. Íá õðïëïãßóå�å �ç �Ó êáé �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìå�ï ðïóü �ùí 2 åõñþ õðü �ïõò ðåñéïñéóìïýò �çò ¢óêçóçò 20.Ëýóç. ¸ó�ù �k ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìå �ï ðïóü �ùí k ëåð�þí õðü�ïõò ðåñéïñéóìïýò �çò ¢óêçóçò 20. Ç �Ó ãéá �çí áêïëïõèßá �k åßíáé:(x50 + x100 + x150 + : : : + x400)(1 + x20 + x40 + x60 + : : :)(x20 + x60 + x100)Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x200 ó�ï áíÜð�õãìá �çò �Ó. ÊÜíïí�áò ðñÜîåéòâñßóêïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé 3. Óáí Üóêçóç íá õðïëïãßóå�å ðïéïß åßíáé áõ�ïßïé �ñåéò �ñüðïé. Åðßóçò, íá âñåß�å ðüóïé åßíáé ïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá ó÷çìá�ßóïõìå �ï ðïóü�ùí 160 ëåð�þí êáé �ùí 165 ëåð�þí. ut¢óêçóç 23. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå 10 ÷áñ�ïíïìßóìá�á �ùí 5 åõñþ óå3 äéáêåêñéìÝíïõò êïõìðáñÜäåò þó�å êáíÝíáò êïõìðáñÜò íá ìçí Ý÷åé ðÜíù áðü 20 åõñþ;11



Ëýóç. ÊÜèå êïõìðáñÜò ðñÝðåé íá ðÜñåé �ïõëÜ÷éó�ïí 2 êáé �ï ðïëý 4 ÷áñ�ïíïìßóìá�á þó�å íáéêáíïðïéçèåß ï ðåñéïñéóìüò. Ç �Ó ãéá êÜèå êïõìðáñÜ åßíáé x2 + x3 + x4. Ç �Ó ãéá �ïí áñéèìü�ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá ìïéñáó�ïýí �á ÷áñ�ïíïìßóìá�á ðñïêýð�åé ðïëëáðëáóéÜæïí�áò �éò�Ó ãéá êÜèå êïõìðáñÜ (x2 + x3 + x4)3. To æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x10 ó�ïáíÜð�õãìá �çò �Ó. ÊÜíïí�áò ðñÜîåéò âñßóêïõìå ü�é áõ�üò ï óõí�åëåó�Þò åßíáé 6. ut¢óêçóç 24. Íá âñåß�å �ç �Ó êáé �ïí áñéèìü �ùí ëýóåùí �çò åîßóùóçò z1 + � � � + zk = n ó�ïóýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí. Íá äéá�õðþóå�å Ýíá ðñüâëçìá óõíäõáó�éêÞò áí�ßó�ïé÷ï ìå áõ�ü�ï åñþ�çìá.Ëýóç. Îåêéíþí�áò áðü �ï äåý�åñï õðï-åñþ�çìá, ðñüêåé�áé ãéá �çí åðéëïãÞ n áðü k äéáöïñå�éêÜáí�éêåßìåíá ìå áðåñéüñéó�ï áñéèìü åðáíáëÞøåùí ãéá êÜèå áí�éêåßìåíï. Éóïäýíáìá, ðñüêåé�áéãéá �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå n ßäéåò ìðÜëåò óå k äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò ó�ïí áñéèìü �ùí ìðáëþí ðïõ ðñÝðåé íá �ïðïèå�Þóïõìå óå êÜèå õðïäï÷Þ.Áðü �ç ó�ïé÷åéþäç óõíäõáó�éêÞ ãíùñßæïõìå ü�é ç áðÜí�çóç åßíáé �n+k�1n �. Ó�ç óõíÝ÷åéá èáåðéâåâáéþóïõìå áõ�ü �ïí éó÷õñéóìü ìå �ç ìÝèïäï �ùí �Ó.Ç �Ó ãéá êÜèå ìå�áâëç�Þ zi åßíáé 1 + x + x2 + x3 + : : : = (1 � x)�1 áöïý ç ìå�áâëç�Þìðïñåß íá ðÜñåé �çí �éìÞ 0 Þ �çí �éìÞ 1 Þ �çí �éìÞ 2, êïê. Ç �Ó ãéá �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþíëýóåùí ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðñïêýð�åé ðïëëáðëáóéÜæïí�áò �éò �Ó ãéá üëåò �éò ìå�áâëç�Ýò.Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé (1�x)�k. Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xn ó�ï áíÜð�õãìá�çò (1�x)�k . Åöáñìüæïõìå �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá êáé âñßóêïõìå ü�é æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þòåßíáé �n+k�1n �. ut¢óêçóç 25. Ìéá ïìÜäá ó�ç äéÜñêåéá �ïõ ðñù�áèëÞìá�ïò äßíåé 30 áãþíåò. Ôá äõíá�Ü áðï�åëÝ-óìá�á êÜèå áãþíá åßíáé íßêç, éóïðáëßá, êáé Þ��á. ×ñçóéìïðïéþí�áò �Ó íá õðïëïãßóå�å �ïí áñéèìü�ùí äéáöïñå�éêþí áðï�åëåóìÜ�ùí áí ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí íéêþí åßíáé ðåñé��üò, ï óõíïëéêüòáñéèìüò �ùí ç��þí åßíáé Üñ�éïò, åíþ ïé éóïðáëßåò åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí 2 (Ýíá áðïäåê�ü óõíïëéêüáðï�Ýëåóìá åßíáé ãéá ðáñÜäåéãìá 7 íßêåò, 16 Þ��åò êáé 7 éóïðáëßåò).Ëýóç. ¸ó�ù �k ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí áðï�åëåóìÜ�ùí õðü �ïõò ðáñáðÜíù ðåñéïñéóìïýòóå k áãþíåò óõíïëéêÜ. Ç �Ó ãéá �éò íßêåò åßíáé x + x3 + x5 + � � � + x29, åðåéäÞ ï áñéèìüò �ùííéêþí ðñÝðåé íá åßíáé ðåñé��üò. Ç �Ó ãéá �éò éóïðáëßåò åßíáé x2 + x3 + x4 + � � �+ x30, åðåéäÞ ïééóïðáëßåò åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí 2. Ç �Ó ãéá �éò Þ��åò åßíáé 1 + x2 + x4 + x6 + � � � + x30, åðåéäÞ ïóõíïëéêüò áñéèìüò �ùí ç��þí åßíáé Üñ�éïò. Ç �Ó ãéá �çí áêïëïõèßá �k åßíáé:(x+ x3 + x5 + � � � + x29)(x2 + x3 + x4 + � � � + x30)(1 + x2 + x4 + x6 + � � �+ x30)Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x30 ó�ï áíÜð�õãìá �çò �Ó.�éá íá õðïëïãßóïõìå �ïí óõí�åëåó�Þ, åðåê�åßíïõìå �á ðáñáðÜíù áèñïßóìá�á ìÝ÷ñé �ï Üðåéñï(Ý�óé Ý÷ïõìå Üðåéñïõò üñïõò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ). Áõ�ü äåí åðçñåÜæåé �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x30åðåéäÞ ïé üñïé ðïõ ðñïó�ßèåí�áé Ý÷ïõí åêèÝ�ç ìåãáëý�åñï �ïõ 30. ÕðïèÝ�ïí�áò ëïéðüí ü�é ïáñéèìüò �ùí áãþíùí åßíáé áðåñéüñéó�ïò, ç �Ó ãßíå�áéA(x) = x1�x2 � x21�x � 11�x2 = x3(1�x)3(1+x)2 = x3(1�x2)3 + x4(1�x2)312



Åöáñìüæïí�áò �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå:x3(1� x2)3 = 1 + 1Xk=1�k + 22 �x2k+3êáé x4(1� x2)3 = 1 + 1Xk=1�k + 22 �x2k+4�áñá�çñïýìå ü�é ó�ï ðñþ�ï áíÜð�õãìá äåí õðÜñ÷åé �ï x30 (äçëáäÞ ï áí�ßó�ïé÷ïò óõí�åëåó�Þòåßíáé 0). Ó�ï äåý�åñï áíÜð�õãìá, �ï x30 åìöáíßæå�áé ãéá k = 13. Ï áí�ßó�ïé÷ïò óõí�åëåó�Þò åßíáé�152 � = 15�142 = 105. Óõíåðþò, ï óõíïëéêüò áñéèìüò äéáöïñå�éêþí áðï�åëåóìÜ�ùí ãéá 30 áãþíåòõðü �ïõò óõãêåêñéìÝíïõò ðåñéïñéóìïýò åßíáé 105.�åíéêþ�åñá, ç áêïëïõèßá �k ðïõ äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí áðï�åëåóìÜ�ùí ãéá káãþíåò õðü �ïõò óõãêåêñéìÝíïõò ðåñéïñéóìïýò åßíáé �k = k28 � k8 (1+(�1)k)� 116(1�(�1)k). ut¢óêçóç 26. ÈÝëïõìå íá ìïéñÜóïõìå 24 êáñáìÝëåò óå 4 ðáéäéÜ þó�å êÜèå ðáéäß íá ðÜñåé �ïõëÜ-÷éó�ïí 3 êáé �ï ðïëý 8 êáñáìÝëåò. Íá âñåß�å �ç �Ó êáé �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íáãßíåé áõ�ü.Ëýóç. ¸ó�ù �k ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá ìïéñÜóïõìå k êáñáìÝëåò óå 4 ðáéäéÜþó�å êÜèå ðáéäß íá ðÜñåé �ïõëÜ÷éó�ïí 3 êáé �ï ðïëý 8 êáñáìÝëåò. Ç �Ó ãéá êÜèå ðáéäß åßíáéx3 + x4 + � � � + x8. �ïëëáðëáóéÜæïí�áò �éò �Ó ãéá êÜèå ðáéäß, Ý÷ïõìå �ç �Ó ãéá �çí áêïëïõèßá�k: A(x) = (x3+x4+ � � �+x8)4. Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x24 ó�ï áíÜð�õãìá�çò A(x). ¸íáò �ñüðïò íá õðïëïãßóïõìå áõ�ü �ï óõí�åëåó�Þ åßíáé:A(x) = (x3 + x4 + � � �+ x8)4 = x12(1 + x+ x2 + � � �+ x5)4 = x12�1� x61� x �4Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x24 ó�ï áíÜð�õãìá �çò A(x) åßíáé ï ßäéïò ìå �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x12 ó�ïáíÜð�õãìá �çò óõíÜñ�çóçò (1 � x6)4(1 � x)�4. �áñá�çñåßó�å ü�é óå áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá äåíìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é �ï Üèñïéóìá x3 + x4 + x5 + � � � + x8 ìÝ÷ñé �ï Üðåéñï åðåéäÞ �áx9; : : : ; x24 óõíåéóöÝñïõí ó�ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x24. ¸�óé ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �ï áíÜð�õãìá�çò (1 � x6)4(1� x)�4. Åöáñìüæïõìå �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá êáé âñßóêïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïòóõí�åëåó�Þò åßíáé:(1� x6)4(1� x)�4 = (1� 4x6 + 6x12 � : : :) 1Xk=0�k + 33 �xkÔï x12 ó÷çìá�ßæå�áé áðü �ï x0 ó�ïí ðñþ�ï üñï êáé �ï x12 ó�ï äåý�åñï (óõí�åëåó�Þò �153 �), �ïx6 êáé ó�ïõò äýï üñïõò (óõí�åëåó�Þò �4�93�), êáé �ï x12 ó�ïí ðñþ�ï üñï êáé �ï x0 ó�ï äåý�åñï(óõí�åëåó�Þò 6). Ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé:�153 �� 4�93�+ 6 = 15�14�13�4�9�8�76 + 6 = 7(65 � 48) + 6 = 119 + 6 = 12513



4 Åêèå�éêÝò �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÏé óõíÞèåéò �Ó ìå�ñïýí óõíäõáóìïýò áí�éêåéìÝíùí, áëëÜ äåí ìðïñïýí íá ìå�ñÞóïõí äéá�Üîåéòáí�éêåéìÝíùí (ï ëüãïò åßíáé ü�é ï ðïëëáðëáóéáóìüò ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò åßíáé áí�éìå-�áèå�éêÞ ðñÜîç).�éá íá ìå�ñÞóïõìå äéá�Üîåéò k áí�éêåéìÝíùí áðü n ÷ñåéÜæå�áé íá ðïëëáðëáóéÜóõìå �ï óõí�å-ëåó�Þ �ïõ xk ìå k! (èõìçèåß�å ü�é P (n; k) = C(n; k)�k!). Áõ�ü áêñéâþò óõìâáßíåé áí åíäéáöåñü-ìáó�å ãéá �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xkk! ó�ï áíÜð�õãìá �çò �Ó áí�ß ãéá �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xk. Ïõóéáó�éêÜðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé äéáéñïýìå �ïí k-ïó�ü üñï �ïõ áèñïßóìá�ïò ìå k!: �ï xk äéáéñåß�áé k! êáé ïóõí�åëåó�Þò �ïõ xk ðïëëáðëáóéÜæå�áé ìå k! þó�å ç óõíïëéêÞ ðïóü�ç�á íá ðáñáìåßíåé áíáëëïßù�ç.�áñÜäåéãìá 4. ¼�áí Ý÷ïõìå n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá ÷ùñßò äõíá�ü�ç�á åðáíÜëçøçò, ç �Óåßíáé: (1 + x)n = nXk=0�nk�xk = nXk=0 n!(n� k)!k!xk = nXk=0 n!(n� k)! xkk!Ó�ï ðñþ�ï Üèñïéóìá, ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xk äßíåé �ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí k áðü n áí�éêåßìåíá÷ùñßò åðáíÜëçøç. Ó�ï �åëåõ�áßï Üèñïéóìá, ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xkk! äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéá�Üîåùík áðü n áí�éêåßìåíá ÷ùñßò åðáíÜëçøç. utÇ åêèå�éêÞ �åííÞ�ñéá ÓõíÜñ�çóç ìéáò áêïëïõèßáò a0; a1; : : : ; an; : : : äßíå�áé áðü �ç óåéñÜA(x) = P1i=0 ai xii! . Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xii! åßíáé ï i-ïó�üò üñïò �çò áêïëïõèßáò (äçë. ï ai). Ïéåêèå�éêÝò �Ó ïöåßëïõí �ï ïíïìÜ �ïõò ó�çí �áõ�ü�ç�á:ex = 1 + x1! + x22! + x33! + : : : = 1Xk=0 xkk!Ïé åêèå�éêÝò �Ó ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá íá ìå�ñÞóïõìå äéá�Üîåéò - ìå�áèÝóåéò áí�éêåéìÝíùí êáé�éò äéáíïìÝò äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óå äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò.�áñÜäåéãìá 5. Ç �Ó ãéá �éò ìå�áèÝóåéò n ßäéùí áí�éêåéìÝíùí åßíáé xnn! . �ñÜãìá�é õðÜñ÷åé ìßáêáé ìüíç ìå�Üèåóç ü�áí üëá �á áí�éêåßìåíá åßíáé ßäéá.Áí Ý÷ïõìå n áí�éêåßìåíá ÷ùñéóìÝíá óå k ïìÜäåò (êÜèå ïìÜäá áðï�åëåß�áé áðü ßäéá áí�éêåß-ìåíá) ìå ðëçèÜñéèìïõò n1; : : : ; nk, n = n1 + � � �+nk, ç �Ó ãéá �ïí áñéèìü �ùí ìå�áèÝóåþí �ïõòåßíáé: kYi=1 xnini! = xnn1! : : : nk! = n!n1! : : : nk! xnn! ;üðïõ ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xnn! äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí ìå�áèÝóåùí áõ�þí �ùí áí�éêåéìÝ-íùí.Áí åíäéáöåñüìáó�å ãéá äéá�Üîåéò áðü n áí�éêåßìåíá ìå áðåñéüñéó�åò åðáíáëÞøåéò (êÜèåáí�éêåßìåíï ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�ç äéÜ�áîç êáìßá Þ ìßá Þ äýï êïê. öïñÝò), ç åêèå�éêÞ �Óåßíáé: (1 + x+ x22! + x33! + : : :)n = enx = 1Xk=0nkxkk!Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xkk! , ðïõ åßíáé nk, äßíåé �éò äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò k áðü n áí�éêåßìåíá ìååðáíÜëçøç. ut14



¢óêçóç 27. Íá õðïëïãéó�åß ï áñéèìüò �ùí �å�ñáäéêþí áñéèìþí ìå ìÞêïò k ãéá êáèåìßá áðü �éòðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:á) Ôá øçößá 1, 2 êáé 3 ÷ñçóéìïðïéïýí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ.â) ¸÷ïõìå Üñ�éï áñéèìü åìöáíßóåùí �ïõ øçößïõ 0.ã) ¸÷ïõìå ðåñé��ü áñéèìü åìöáíßóåùí �ïõ øçößïõ 0.Ëýóç. Áöïý äéáöïñå�éêÝò áêïëïõèßåò øçößùí äßíïõí äéáöïñå�éêïýò áñéèìïýò, ðñüêåé�áé ãéáðñüâëçìá äéá�Üîåùí, êáé ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÝò �Ó.á) Ç �Ó åßíáé: ex(ex � 1)3 = ex(e3x � 3e2x + 3ex � 1) = e4x � 3e3x + 3e2x � exÔï ex = 1 + x1! + x22! + : : : åßíáé ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �éò äéá�Üîåéò åíüò áí�éêåéìÝíïõ ìååðáíÜëçøç ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò (åäþ áí�éó�ïé÷åß ó�ï øçößï 0). Ôï ex � 1 = x1! + x22! + : : : åßíáéï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �éò äéá�Üîåéò åíüò áí�éêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç üðïõ �ï áí�éêåßìåíïåìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ (åäþ åìöáíßæå�áé ìßá öïñÜ ãéá êáèÝíá áðü �á øçößá 1, 2 êáé3). Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xkk! , ðïõ åßíáé 4k � 3k+1 + 3 � 2k � 1.â) �áñá�çñïýìå ü�é ç ex + e�x2 = 1 + x22! + x44! + : : :åßíáé ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá äéá�Üîåéò åíüò áí�éêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç üðïõ �ï áí�éêåßìåíïåìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþí. Åäþ ï ðåñéïñéóìüò ãéá Üñ�éï áñéèìü åìöáíßóåùí õðÜñ÷åé ãéá�ï øçößï 0. Ôá Üëëá øçößá äåí Ý÷ïõí ðåñéïñéóìïýò. Óõíåðþò ç �Ó ãéá �á �Ýóóåñá øçößá åßíáé:ex + e�x2 e3x = e4x + e2x2Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xkk! , ðïõ åßíáé 4k+2k2 .ã) �áñá�çñïýìå ü�é ç ex � e�x2 = x1! + x33! + x55! : : :åßíáé ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá äéá�Üîåéò åíüò áí�éêåéìÝíïõ ìå åðáíÜëçøç üðïõ �ï áí�éêåßìåíïåìöáíßæå�áé ðåñé��ü áñéèìü öïñþí. Åäþ ï ðåñéïñéóìüò ãéá ðåñé��ü áñéèìü åìöáíßóåùí õðÜñ÷åéãéá �ï øçößï 0. Ôá Üëëá øçößá äåí Ý÷ïõí ðåñéïñéóìïýò. Óõíåðþò ç �Ó ãéá �á �Ýóóåñá øçößáåßíáé: ex � e�x2 e3x = e4x � e2x2Ôï æç�ïýìåíï äßíå�áé áðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xkk! , ðïõ åßíáé 4k�2k2 .�áñá�çñïýìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí (â) êáé (ã) äßíåé 4k üðùò ðñÝðåé (åðåéäÞ �á äýï åíäå÷üìåíáåßíáé áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá êáé Ý÷ïõí ùò Ýíùóç �ï óýíïëï �ùí �å�ñáäéêþí áñéèìþí ìÞêïõò k).ut¢óêçóç 28. Æç�åß�áé ç �Ó ãéá �ç äéáíïìÞ k äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óå n äéáêåêñéìÝíåòõðïäï÷Ýò ü�áí äåí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�éò õðïäï÷Ýò êáé êáìßá õðïäï÷Þ äåíðñÝðåé íá ìåßíåé êåíÞ (k � n). 15



Ëýóç. Ç äéáíïìÞ äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óå äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò åßíáé ðñüâëçìá äéá�Ü-îåùí. ¸�óé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÞ �Ó. Ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá êÜèå õðïäï÷Þ åßíáéex � 1 = x1! + x22! + x33! + : : :áöïý ç õðïäï÷Þ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá, äýï, êïê. áí�éêåßìåíá. Ç åêèå�éêÞ �Ó ãéá üëåò �éòõðïäï÷Ýò ðñïêýð�åé áðü �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ êáé åßíáé(ex � 1)nÏ æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé áõ�üò �ïõ xkk! . ut¢óêçóç 29. Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñþ íá ìïéñÜóù �á 52 äéáöïñå�éêÜ ÷áñ�éÜìéáò �ñÜðïõëáò óå 4 ðáßê�åò (äéáêåêñéìÝíïõò) ü�áí êÜèå ðáßê�çò ðñÝðåé íá ðÜñåé �ïõëÜ÷éó�ïíÝíá ÷áñ�ß.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �çí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, ç åêèå�éêÞ �Ó4 åßíáé:(ex � 1)4 = e4x � 4e3x + 6e2x � 4ex + 1êáé ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé áõ�üò �ïõ x5252! . Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé 452�4�352+6�252�4. ut

4 �ñïóÝî�å ü�é �á ÷áñ�éÜ åßíáé ìüíï 52 êáé êáíïíéêÜ èá Ýðñåðå íá Ý÷ïõìå ó�áìá�Þóåé �ï Üèñïéóìá x1! + x22! + x33! + : : :ó�ïí üñï x4949! (áöïý êÜèå ðáßê�çò ðáßñíåé �ïõëÜ÷éó�ïí 1 ÷áñ�ß, êáíÝíáò äåí ìðïñåß íá ðÜñåé ðåñéóóü�åñá áðü 49).Áõ�ü �ï Üèñïéóìá äåí åßíáé ßóï ex�1 êáé ç áëãåâñéêÞ áí�éìå�þðéóç èá Þ�áí äõóêïëü�åñç. �éá åõêïëßá èåùñïýìå �ïÜèñïéóìá ìÝ÷ñé �ï Üðåéñï. Áõ�ü äåí åðçñåÜæåé �ï áðï�Ýëåóìá åðåéäÞ ïé ìåãáëý�åñåò äõíÜìåéò �ïõ x äåí åðçñåÜæïõí�ï æç�ïýìåíï óõí�åëåó�Þ. 16


