
Áóõìð�ù�éêüò ÓõìâïëéóìüòÄçìÞ�ñçò Öù�ÜêçòÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÅèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïEmail: fotakis�s.ntua.gr1 Áóõìð�ù�éêüò ÓõìâïëéóìüòÓ�çí áíÜëõóç �çò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò åíüò áëãüñéèìïõ, ç áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóçáãíïåß �éò ó�áèåñÝò êáé åîå�Üæåé ìüíï �çí �Üîç ìåãÝèïõò �ïõ ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçò, �çò ìíÞìçò,êëð., ðïõ áðáé�ïýí�áé (óõíÞèùò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç) ãéá �çí åðßëõóç åíüò ó�éãìéü�õðïõóõãêåêñéìÝíïõ ìåãÝèïõò. Ï áóõìð�ù�éêüò óõìâïëéóìüò ÷ñçóéìïðïéåß�áé (ìå�áîý Üëëùí) ãéá íáåêöñáó�ïýí �á áðï�åëÝóìá�á �çò áóõìð�ù�éêÞò åê�ßìçóçò.�éá äéåõêüëõíóç, ïñßæïõìå �éò äéÜöïñåò ìïñöÝò áóõìð�ù�éêïý óõìâïëéóìïý ìüíï ãéá áêï-ëïõèßåò, äçëáöÞ óõíáñ�Þóåéò ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí IN. Ïé ïñéóìïßìðïñïýí åýêïëá íá åðåê�áèïýí óå ðñáãìá�éêÝò óõíáñ�Þóåéò. Óå üëïõò �ïõò ïñéóìïýò õðïèÝ�ïõìåü�é ïé áêïëïõèßåò åßíáé èå�éêÝò (äçë. ðáßñíïõí �éìÝò ó�ï IR�+).Óõìâïëéóìüò �. To � ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �ïí áêñéâÞ ðñïóäéïñéóìü �çò �Üîçò ìåãÝèïõò ìßáòóõíÜñ�çóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç g(n), ç êëÜóç óõíáñ�Þóåùí�(g(n)) áðï�åëåß�áéáðü üëåò �éò óõíáñ�Þóåéò ìå �çí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò. ÔõðéêÜ, äåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n),óõìâïëßæïõìå ìå �(g(n)) �ï óýíïëï óõíáñ�Þóåùí�(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (91; 2 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) 1 g(n) � f(n) � 2 g(n)gÌå Üëëá ëüãéá, ìéá óõíÜñ�çóç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí �(g(n)) áí õðÜñ÷ïõíèå�éêÝò ó�áèåñÝò 1; 2 �Ý�ïéåò þó�å �ï f(n) íá åßíáé ìå�áîý 1 g(n) êáé 2 g(n) ãéá üëåò �éò �éìÝò�ïõ n ðïõ îåðåñíïýí Ýíá êá�þöëé n0 (äéáéóèç�éêÜ, ãéá üëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n).Ï óõìâïëéóìüò�(g(n)) äçëþíåé êëÜóç óõíáñ�Þóåùí. Ìïëá�áý�á, ãñÜöïõìå f(n) = �(g(n))(êáé ü÷é f(n) 2 �(g(n))) ãéá íá äçëþóïõìå ü�é ç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí �(g(n)).Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå üëåò �éò ìïñöÝò áóõìð�ù�éêïý óõìâïëéóìïý.Åî' ïñéóìïý ï áóõìð�ù�éêüò óõìâïëéóìüò áãíïåß �éò ó�áèåñÝò. ÅðéðëÝïí, ï áóõìð�ù�éêüòóõìâïëéóìüò ðñïóäéïñßæåé �çí �Üîç ìåãÝèïõò �ùí óõíáñ�Þóåùí êáé áãíïåß üñïõò ìéêñü�åñçò�Üîçò ìåãÝèïõò. Êáèþò �ï n �åßíåé ó�ï Üðåéñï, ïé üñïé ìéêñü�åñçò �Üîçò ìåãÝèïõò êáèßó�áí�áéáìåëç�Ýïé óå ó÷Ýóç ìå �ïí êõñßáñ÷ï üñï.�éá ðáñÜäåéãìá, ãéá êÜèå ðïëõþíõìï äåõ�Ýñïõ âáèìïý f(n) = an2 + bn+ , a > 0, éó÷ýåéü�é f(n) = �(n2). �ñÜãìá�é, êáèþò �ï n �åßíåé ó�ï Üðåéñï, ï êõñßáñ÷ïò üñïò n2 êáèïñßæåé �çóõìðåñéöïñÜ �çò óõíÜñ�çóçò f(n). �åíéêü�åñá, êÜèå ðïëõþíõìï âáèìïý d áíÞêåé ó�çí êëÜóç�(nd). Ïìïßùò, åßíáé 106n2 + 104n3 + 10�2n3 logn = �(n3 log n), áöïý �ï n3 log n åßíáé ïêõñßáñ÷ïò üñïò. Áêüìç, êÜèå ó�áèåñÞ óõíÜñ�çóç áíÞêåé ó�çí êëÜóç �(1), áöïý �ï óçìáí�éêüåßíáé ü�é ç óõíÜñ�çóç Ý÷åé �çí ßäéá �éìÞ ãéá êÜèå n êáé ü÷é ðïéá áêñéâþò åßíáé áõ�Þ ç �éìÞ.



Óõìâïëéóìüò O. ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå O(g(n)) �ï óýíïëï �ùí óõ-íáñ�ÞóåùíO(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (9 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) f(n) �  g(n)gÌå Üëëá ëüãéá, ìéá óõíÜñ�çóç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí O(g(n)) áí õðÜñ÷åé ó�á-èåñÜ  �Ý�ïéá þó�å �ï f(n) íá ìçí îåðåñíÜ �ï  g(n) ãéá üëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n.Ï óõìâïëéóìüòO äßíåé Ýíá Ýíá áóõìðù�éêü ÜíùöñÜãìá ó�çí �Üîç ìåãÝèïõò ìéáò óõíÜñ�çóçò.¼ðùò êáé ãéá �ï óõìâïëéóìü �, ãñÜöïõìå f(n) = O(g(n)) áí êáé �ï O(g(n)) ïñßæåé êëÜóçóõíáñ�Þóåùí.Óõãêñßíïí�áò �ïõò ïñéóìïýò �ùí óõìâïëéóìþí � êáé O, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�éêÜèå óõíÜñ�çóç f(n) ðïõ áíÞêåé ó�ï �(g(n)), áíÞêåé êáé ó�ï O(g(n)). ÄçëáäÞ, �(g(n)) �O(g(n)).Óõìâïëéóìüò 
. ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå 
(g(n)) �ï óýíïëï �ùí óõ-íáñ�Þóåùí
(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (9 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0)  g(n) � f(n)gÌå Üëëá ëüãéá, ìéá óõíÜñ�çóç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí O(g(n)) áí õðÜñ÷åé ó�á-èåñÜ  �Ý�ïéá þó�å �ï f(n) íá ìçí õðïëåßðå�áé �ïõ  g(n) ãéá üëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n.Ï óõìâïëéóìüò 
 äßíåé Ýíá Ýíá áóõìðù�éêü êÜ�ù öñÜãìá ó�çí �Üîç ìåãÝèïõò ìéáò óõíÜñ�ç-óçò. Óõãêñßíïí�áò �ïõò ïñéóìïýò �ùí óõìâïëéóìþí �, O, êáé 
, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìáü�é ïé óõíáñ�Þóåéò f(n) êáé g(n) åßíáé f(n) = �(g(n)) áí êáé ìüíï áí f(n) = O(g(n)) êáéf(n) = 
(g(n)). �éá ðáñÜäåéãìá, ü�áí f(n) = �(n2), éó÷ýåé åðßóçò ü�é f(n) = O(n2) êáéf(n) = 
(n2). Áí�ßó�ñïöá, ü�áí g(n) = O(n3) êáé g(n) = 
(n3), éó÷ýåé ü�é g(n) = �(n3).Óõìâïëéóìüò o. Ôï áóõìð�ù�éêü Üíù öñÜãìá �ïõ óõìâïëéóìïý O äåí åßíáé ðÜí�á áêñéâÝò (tight),äçë. äåí åßíáé ðÜí�á �ï êáëý�åñï äõíá�ü. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï öñÜãìá 2n2 = O(n2) åßíáé áêñéâÝò,åíþ �ï öñÜãìá 2n2 = O(n3) äåí åßíáé. O óõìâïëéóìüò o äçëþíåé Ýíá Üíù öñÜãìá �ï ïðïßï äåíåßíáé áêñéâÝò.ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå o(g(n)) �ï óýíïëï �ùí óõíáñ�Þóåùío(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (8 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) f(n) <  g(n)ggÏ ïñéóìüò �ïõ o áðáé�åß ãéá êÜèå èå�éêÞ ó�áèåñÜ , �ï f(n) íá åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ  g(n) ãéáüëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. Ìéá éóïäýíáìç ìáèçìá�éêÞ äéá�ýðùóç åßíáé ü�é f(n) = o(g(n)) áílimn!1 f(n)g(n) = 0. ÅðïìÝíùò, 2n2 = o(n3), áëëÜ 2n2 6= o(n2).Óõìâïëéóìüò !. �áñüìïéá ìå �ï o, ï óõìâïëéóìüò ! ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ðïõäåí åßíáé áêñéâÝò. ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå !(g(n)) �ï óýíïëï �ùíóõíáñ�Þóåùí!(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (8 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0)  g(n) < f(n)gÏ ïñéóìüò �ïõ ! áðáé�åß ãéá êÜèå èå�éêÞ ó�áèåñÜ , �ï f(n) íá åßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ  g(n) ãéáüëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. Ìéá éóïäýíáìç ìáèçìá�éêÞ äéá�ýðùóç åßíáé ü�é f(n) = !(g(n)) áílimn!1 f(n)g(n) =1. ÅðïìÝíùò, 2n2 = o(n), áëëÜ 2n2 6= o(n2).2



¢óêçóç 1. ¸ó�ù f(n) êáé g(n) èå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå ðåäßï ïñéóìïý �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.�éá êÜèå ìéá áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò åß�å íá áðïäåßîå�å ü�é åßíáé áëçèÞò åß�å íá åîçãÞóå�åãéá�ß åßíáé øåõäÞò:1. 10f(n) + 1010 = O(f(n)).2. f(n) + g(n) = �(minff(n); g(n)g).3. f(n) + g(n) = 
(minff(n); g(n)g).4. f(n) + g(n) = O(maxff(n); g(n)g).5. Áí f(n) = O(g(n)) êáé f(n); g(n) > 1 ãéá êÜèå n 2 IN, �ü�å log f(n) = O(log g(n)).6. Áí f(n) = �(g(n)), �ü�å 2f(n) = �(2g(n)).7. f(n) = 
(f(n=2)).Ëýóç. Ïé 1, 3, 4, êáé 7 åßíáé áëçèåßò êáé áðïäåéêíýïí�áé ìå �ïõò ïñéóìïýò. Ïé 2 êáé 6 åßíáéøåõäåßò êáé ìðïñïýí íá âñåèïýí áí�éðáñáäåßãìá�á. Ç 5 åßíáé øåõäÞò ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç,áëëÜ áëçèåýåé áí èåùñÞóïõìå ìüíï áýîïõóåò óõíáñ�Þóåéò. ut¢óêçóç 2. Íá �ïðïèå�çèïýí ïé ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò:25n log4 n (log n)100 log logn n log logn n0:1 log log n2n n0:6 2n + n2100 n1= log n log(n!)nlogn log log n 2log3 n nlogn 2 + n (log n)log nËýóç. Åßíáé n1= log n = �(1); log logn; log4 n; (log n)100 log log n; n0:1 log logn;n0:6; n log log n; log(n!) = �(n logn); nlogn 2 + n = �(n logn);(log n)log n = �(nlog log n); nlogn; 2log3 n = �(nlog2 n); 2n; 2n + n2100 = �(2n); 25n¢óêçóç 3. Ó�ïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß, óçìåéþó�å óå ðïéåò ðåñéð�þóåéò ç óõíÜñ�çóç f(n) áíÞ-êåé ó�éò êëÜóåéò �(g(n));O(g(n)); o(g(n));
(g(n)), êáé !(g(n)) êáé óå ðïéåò ü÷é.f(n) g(n) �(g(n)) O(g(n)) o(g(n)) 
(g(n)) !(g(n))2n+5 2n + 25 + n100n4 � n3 16log n54n 102nn1= log log n n0:001n! nnnlog20 n 2nËýóç. f(n) g(n) �(g(n)) O(g(n)) o(g(n)) 
(g(n)) !(g(n))2n+5 2n + 25 + n100 íáé íáé ü÷é íáé ü÷én4 � n3 16log n íáé íáé ü÷é íáé ü÷é54n 102n ü÷é ü÷é ü÷é íáé íáén1= log log n n0:001 ü÷é íáé íáé ü÷é ü÷én! nn ü÷é íáé íáé ü÷é ü÷énlog20 n 2n ü÷é íáé íáé ü÷é ü÷é3


