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¢óêçóç 1 (Êá�çãïñçìá�éêÞ ËïãéêÞ). (á) Äßíïí�áé ïé ðñï�Üóåéò ' êáé  :

' � 8x(Q(x) _ P (x))! (9xQ(x) _ 8xP (x))

 � (9xQ(x) _ 8xP (x))! 8x(Q(x) _ P (x)) ;

üðïõ Q(x) êáé P (x) ìïíïìåëÞ êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá. Íá åîå�Üóå�å �éò ðñï�Üóåéò ' êáé  ùò ðñïò

�çí ëïãéêÞ �ïõò åãêõñü�ç�á. Íá áé�éïëïãÞóå�å êá�Üëëçëá �ïõò éó÷õñéóìïýò óáò.

(â) ¸ó�ù  (x) �ýðïò ìå ìßá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ x, êáé ' ðñü�áóç. Íá äåßîå�å ü�é ç ðáñáêÜ�ù ðñü�áóç

åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñç:

(9x (x)! ')$ 8x( (x)! ')

Ëýóç. (á) Áñ÷éêÜ áðïäåéêíýïõìå ü�é ç  äåí åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñç, ðáñïõóéÜæïí�áò åñìçíåßá ðïõ äåí

áðï�åëåß ìïí�Ýëï ãéá �çí  . Ó�ç äïìÞ �ùí öõóéêþí áñéèìþí, Ýó�ù ü�é �ïQ(x) áëçèåýåé áíí x = 0, êáé �ï

P (x) áëçèåýåé áíí ï x åßíáé Üñ�éïò. Ôü�å ó�çí ðñü�áóç  , ç õðüèåóç 9xQ(x)_8xP (x) áëçèåýåé, áöïý

äçëþíåé ü�é ``õðÜñ÷åé öõóéêüò ðïõ éóïý�áé ìå �ï 0 Þ êÜèå öõóéêüò åßíáé Üñ�éïò'', åíþ �ï óõìðÝñáóìá

8x(Q(x) _ P (x)), äåí áëçèåýåé, áöïý äçëþíåé ü�é ``êÜèå öõóéêüò éóïý�áé ìå �ï 0 Þ åßíáé Üñ�éïò''.

Ó�çí óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ç ' åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñç. Èåùñïýìå ìéá áõèáßñå�ç åñìçíåßáA ìå

óýìðáí �ï A. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é áëçèåýåé ç õðüèåóç �çò ' ó�çí A, äçë. ü�é ãéá êÜèå � 2 A, A j= Q(�)

Þ A j= P (�). Èá äåßîïõìå ü�é áëçèåýåé êáé �ï óõìðÝñáóìá, äçëáäÞ ü�é A j= 9xQ(x) _ 8xP (x).

�ñÜãìá�é, áí õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï � 2 A �Ý�ïéï þó�å íá áëçèåýåé �ï Q(�), �ü�å A j= 9xQ(x), êáé �ï

óõìðÝñáóìá �çò ' áëçèåýåé. Áí äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá � 2 A ãéá �ï ïðïßï áëçèåýåé �ïQ(�), o ìïíáäéêüò

�ñüðïò íá áëçèåýåé ç õðüèåóç �çò ' åßíáé íá éó÷ýåé ü�é ãéá êÜèå � 2 A, A j= P (�). ¢ñá A j= 8xP (x),

ïðü�å �ï óõìðÝñáóìá �çò ' áëçèåýåé êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç.

(â) ¸ó�ù áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç åñìçíåßá A ìå óýìðáí �ï A. �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é ïé (1) êáé (2)

åßíáé éóïäýíáìåò:

A j= 9x (x)! ' (1)

A j= 8x( (x)! ') (2)

Èá äåßîïõìå ðñþ�á ü�é ç (1) óõíåðÜãå�áé ëïãéêÜ �çí (2). Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski,

ç (1) áëçèåýåé áíí

áí A j= 9x (x) , �ü�å A j= '

¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé � 2 A �Ý�ïéï þó�å A j=  (�). Áöïý ç (1) åßíáé áëçèÞò, A j= '. ÅðïìÝíùò, ç

(2) áëçèåýåé ó�çí A, áöïý ãéá êÜèå � 2 A, �ï óõìðÝñáóìá �çò óõíåðáãùãÞò  (�)! ' åßíáé áëçèÝò.

Áí äåí õðÜñ÷åé � 2 A ãéá �ï ïðïßï �ï  (�) áëçèåýåé ó�çí A, ãéá êÜèå ó�ïé÷åßï � 2 A, ç õðüèåóç �çò

óõíåðáãùãÞò  (�) ! ' åßíáé øåõäÞò. ¢ñá ãéá êÜèå � 2 A, ç óõíåðáãùãÞ  (�) ! ' åßíáé áëçèÞò.

ÅðïìÝíùò, ç (2) áëçèåýåé ó�çí A.



�ñÝðåé íá äåßîïõìå êáé �ï áí�ßó�ñïöï, äçëáäÞ ü�é ç (2) óõíåðÜãå�áé ëïãéêÜ �çí (1). Ìå âÜóç �ïí

ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski, ç (2) áëçèåýåé áíí

ãéá êÜèå � 2 A (áí A j=  (�) , �ü�å A j= ')

¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé � 2 A �Ý�ïéï þó�å A j=  (�). Áöïý ç óõíåðáãùãÞ  (�) ! ' áëçèåýåé, A j= '.

ÅðïìÝíùò, ç (1) áëçèåýåé ó�çí A, áöïý ðñüêåé�áé ãéá óõíåðáãùãÞ ìå áëçèÝò óõìðÝñáóìá. Áí äåí

õðÜñ÷åé � 2 A ãéá �ï ïðïßï �ï  (�) áëçèåýåé, ç (1) áëçèåýåé ãéá�ß ç õðüèåóç �çò (äçë. ï õðï�ýðïò

9x (x)) åßíáé øåõäÞò. ut

¢óêçóç 2 (Ìáèçìá�éêÞ ÅðáãùãÞ). (á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n � 1,

1

2

+ 2

3

+ � � �+ n

3

= (1 + 2 + � � �+ n)

2

(3)

(â) Óå ðüóåò (ìç åðéêáëõð�üìåíåò) ðåñéï÷Ýò ÷ùñßæïõí �ï åðßðåäï n åõèåßåò ðïõ áíÜ äýï äåí åßíáé

ðáñÜëëçëåò êáé áíÜ �ñåéò äåí äéÝñ÷ïí�áé áðü �ï ßäéï óçìåßï; Íá áðïäåßîå�å �ïí éó÷õñéóìü óáò ìå

ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí åõèåéþí n.

Ëýóç. (á). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.

ÂÜóç �çò åðáãùãÞò : H (3) éó÷ýåé ðñïöáíþò ãéá n = 1.

ÅðáãùãéêÞ õðüèåóç : ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç (3) éó÷ýåé ãéá Ýíáí áõèáßñå�á åðéëåãìÝíï öõóéêü n � 1.

Åðáãùãéêü âÞìá : Èá äåßîïõìå ü�é ç (3) éó÷ýåé ãéá �ïí åðüìåíï öõóéêü n+ 1. �ñÜãìá�é:

1

2

+ 2

3

+ � � �+ n

3

+ (n+ 1)

3

=

åðáãùãéêÞ õðüèåóç

z }| {

(1 + 2 + � � � + n)

2

+(n+ 1)

3

= (1 + 2 + � � � + n)

2

+

=(n+1)
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z }| {
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n(n+1)

2

(n+ 1) + (n+ 1)

2

= (1 + 2 + � � � + n)

2

+ 2(

=

n(n+1)

2

z }| {

1 + 2 + � � �+ n) (n+ 1) + (n+ 1)

2

= [(1 + 2 + � � �+ n) + (n+ 1)℄

2

(â) ¸ó�ù a

n

ï áñéèìüò �ùí ðåñéï÷þí ðïõ ïñßæïõí n �Ý�ïéåò åõèåßåò ó�ï åðßðåäï. Óêåð�üìåíïé åðá-

ãùãéêÜ, èá äéá�õðþóïõìå �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï a

n

. Ùò âÜóç �ïõ óõëëïãéóìïý,

ðáñá�çñïýìå ü�é a

0

= 1 (áí äåí õðÜñ÷åé êáìßá åõèåßá, �ï åðßðåäï áðï�åëåß�áé áðü ìßá ðåñéï÷Þ),

a

1

= 2 (ìßá åõèåßá ÷ùñßæåé �ï åðßðåäï óå äýï ðåñéï÷Ýò), êáé a

2

= 4 (äýï åõèåßåò ÷ùñßæïõí �ï åðßðåäï

óå 4 ðåñéï÷Ýò).

�éá �ï âÞìá, Ýó�ù ü�é Ý÷ïõìå n� 1 åõèåßåò ðïõ ÷ùñßæïõí �ï åðßðåäï óå a

n�1

ðåñéï÷Ýò. Ç n-ïó�Þ

åõèåßá Ý÷åé n�1 óçìåßá �ïìÞò ìå �éò õðüëïéðåò åõèåßåò. Ôá óçìåßá áõ�Ü ÷ùñßæïõí �çí n-ïó�Þ åõèåßá óå

n �ìÞìá�á. ÊÜèå �Ý�ïéï �ìÞìá �çò n-ïó�Þò åõèåßáò äéáéñåß ìéá áðü �éò õðÜñ÷ïõóåò a

n�1

ðåñéï÷Ýò ó�á

äýï (ìå Üëëá ëüãéá, êÜèå �ìÞìá �çò n-ïó�Þò åõèåßáò ðñïóèÝ�åé ìéá íÝá ðåñéï÷Þ ó�éò Þäç õðÜñ÷ïõóåò).

ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé ü�é a

n

= a

n�1

+ n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç a

0

= 1. Åßíáé åýêïëï (åß�å ìå ìáèçìá�éêÞ

åðáãùãÞ, åß�å ðáñá�çñþí�áò ü�é a

n

= n+(n�1)+ � � �+2+1+1) íá äåßîïõìå ü�é a

n

=

n(n+1)

2

+1. ut

¢óêçóç 3 (Ìáèçìá�éêÞ ÅðáãùãÞ).Èåùñïýìå n ößëïõò ðïõ ï êáèÝíáò îÝñåé Ýíá äéáöïñå�éêü ìõó�éêü

êáé åðéêïéíùíïýí ìå�áîý �ïõò �çëåöùíéêÜ áíÜ äýï. ÊÜèå öïñÜ ðïõ äýï ößëïé ìéëïýí ó�ï �çëÝöùíï,

áí�áëëÜóóïõí üëá �á ìõó�éêÜ ðïõ ãíùñßæïõí åêåßíç �ç ó�éãìÞ. Óõìâïëßæïõìå ìå A(n) �ïí åëÜ÷éó�ï

áñéèìü �çëåöùíçìÜ�ùí ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá íá ìÜèïõí üëïé ïé ößëïé üëá �á ìõó�éêÜ.



1. Íá õðïëïãßóå�å �á A(2), A(3), A(4), êáé A(5). Íá ðåñéãñÜøå�å �éò áí�ßó�ïé÷åò áêïëïõèßåò �çëå-

öùíçìÜ�ùí.

2. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå öõóéêü n � 4, A(n) � 2n� 4.

Ëýóç. (1) Åßíáé A(2) = 1, A(3) = 3, (4) = 4, êáé A(5) = 6.

(2) ÂÜóç �çò åðáãùãÞò: Áí Ý÷ïõìå 4 ößëïõò �

1

; �

2

; �

3

; �

4

, áõ�ïß ìáèáßíïõí üëá �á ìõó�éêÜ áí åðéêïé-

íùíÞóïõí ðñþ�á ïé �

1

êáé �

2

êáé ïé �

3

êáé �

4

, êáé Ýðåé�á ïé �

1

êáé �

3

êáé ïé �

2

êáé �

4

. Áõ�ü áðáé�åß

4 �çëåöùíÞìá�á. Óõíåðþò A(4) � 4.

ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç: ¸ó�ù ü�é ãéá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíï öõóéêü n � 4, éó÷ýåé ü�é A(n) � 2n� 4.

Åðáãùãéêü âÞìá: Èá äåßîïõìå ü�é A(n + 1) � 2(n + 1) � 4. ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå n + 1 ößëïõò, �ïõò

�

1

; : : : ; �

n

; �

n+1

. Èåùñïýìå ü�é áñ÷éêÜ åðéêïéíùíïýí ïé �

n

êáé �

n+1

(Ýíá �çëåöþíçìá). Ôþñá ï �

n

ãíùñßæåé �ï ìõó�éêü �ïõ �

n+1

, êáé ó�ï åîÞò �ï ìå�áäßäåé ìáæß ìå �ï äéêü �ïõ ìõó�éêü.

Ó�ç óõíÝ÷åéá, áãíïïýìå ðñïóùñéíÜ �ïí �

n+1

, êáé èåùñïýìå ü�é ïé ðñþ�ïé n ößëïé áí�áëëÜóóïõí

�á ìõó�éêÜ �ïõò ìå �çí âÝë�éó�ç áêïëïõèßá �çëåöùíçìÜ�ùí (A(n) �çëåöùíÞìá�á). Áöïý �ï ìõó�éêü

�ïõ �

n+1

ìå�áäßäå�áé ìå �ï ìõó�éêü �ïõ �

n

, ìå �çí ïëïêëÞñùóç áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò �çëåöùíçìÜ�ùí,

ïé ðñþ�ïé n ößëïé ãíùñßæïõí üëá �á ìõó�éêÜ (óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ êáé �ïõ ìõó�éêïý �ïõ �

n+1

).

ÔÝëïò ï �

n

�çëåöùíåß ó�ïí �

n+1

(Ýíá �çëåöþíçìá), êáé �ïí åíçìåñþíåé ãéá �á ìõó�éêÜ ðïõ ï

�åëåõ�áßïò äåí ãíùñßæåé. ¸�óé ï �

n+1

ìáèáßíåé üëá �á ìõó�éêÜ.

Áöïý A(n) � 2n � 4, ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, ï óõíïëéêüò áñéèìüò �çëåöùíçìÜ�ùí ãéá

n+ 1 ößëïõò åßíáé A(n+ 1) � 2 +A(n) � 2(n+ 1)� 4. ut

¢óêçóç 4 (Êá�çãïñçìá�éêÞ ËïãéêÞ êáéÌáèçìá�éêÞ ÅðáãùãÞ).Èåùñïýìå ìéá ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá

ìå Ýíá äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï P . ¸ó�ù ç ðñü�áóç:

' � [8xP (x; x) ^ 8x8y8z(P (x; y) ^ P (y; z) ! P (x; z)) ^ 8x8y(P (x; y) _ P (y; x))℄ ! 9y8xP (y; x)

1. ×ñçóéìïðïéþí�áò ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ïí ðëçèÜñéèìï �ïõ óýìðáí�ïò, íá äåßîå�å ü�é êÜèå åñ-

ìçíåßá óå ðåðåñáóìÝíï óýìðáí áðï�åëåß ìïí�Ýëï �çò '.

2. Íá äéá�õðþóå�å åñìçíåßá ðïõ äåí áðï�åëåß ìïí�Ýëï �çò '.

Ëýóç. (1) ¸ó�ù åñìçíåßáA ìå ðåðåñáóìÝíï (ìç-êåíü) óýìðáíA. �áñá�çñïýìå ü�é ëüãù �çò õðüèåóçò,

ç ðñü�áóç ' áöïñÜ óå ó÷Ýóåéò P ìå �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò: (i) áíáêëáó�éêÞ éäéü�ç�á, 8xP (x; x), (ii)

ìå�áâá�éêÞ éäéü�ç�á, 8x8y8z(P (x; y) ^ P (y; z) ! P (x; z)), êáé (iii) ü�é ãéá êÜèå æåýãïò ó�ïé÷åßùí,

êÜðïéï ó÷å�ßæå�áé ìå �ï Üëëï, 8x8y(P (x; y) _ P (y; x)) (ó�çí óõíÝ÷åéá, èá áíáöåñüìáó�å óå áõ�Þ �çí

éäéü�ç�á ùò Éä3, ÷Üñéí óõí�ïìßáò). Áí ç ó÷Ýóç P äåí Ý÷åé êÜðïéá áðü �éò ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ó�çí A,

�ü�å ç ' áëçèåýåé �å�ñéììÝíá, ùò óõíåðáãùãÞ ìå øåõäÞ õðüèåóç. Áí ç ó÷Ýóç P Ý÷åé �éò �ñåéò ðáñáðÜíù

éäéü�ç�åò, �ü�å ç ' áëçèåýåé áíí õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï �ïõ A ðïõ P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A.

Ç áðüäåéîç åßíáé ìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ jAj. Ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíù ðáñá�Þ-

ñçóç, åó�éÜæïõìå ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç P Ý÷åé �éò �ñåéò ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ó�çí A.

ÂÜóç �çò åðáãùãÞò: ¸ó�ù jAj = 1 êáé áõèáßñå�ç åñìçíåßá A ó�ï A. Áí ç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, �ï

ìïíáäéêü ó�ïé÷åßï �ïõ óýìðáí�ïò P -ó÷å�ßæå�áé ìå �ïí åáõ�ü �ïõ. Äéáöïñå�éêÜ, ç ' áëçèåýåé ãéá�ß Ý÷åé

øåõäÞ õðüèåóç. ¢ñá ç ' áëçèåýåé ó�çí A.

ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç: �éá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíï öõóéêü n � 1, èåùñïýìå óýìðáí A = f�

1

; : : : ; �

n

g

êáé áõèáßñå�ç åñìçíåßá A ó�ï A, êáé õðïèÝ�ïõìå ü�é ç ' áëçèåýåé ó�çí A. ÄçëáäÞ õðïèÝ�ïõìå ü�é

áí ç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, ìå�áâá�éêÞ, êáé Ý÷åé �çí Éä3 ó�çí A, �ü�å õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï � 2 A ðïõ

P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A.



Åðáãùãéêü âÞìá: Èåùñïýìå óýìðáí A

0

= A[f�

n+1

g êáé áõèáßñå�ç åñìçíåßá A

0

ó�ï A

0

. Èá äåßîïõìå

ü�é ç ' áëçèåýåé ó�çí A

0

. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é ç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, ìå�áâá-

�éêÞ, êáé Ý÷åé �çí Éä3 ó�çí A

0

(äéáöïñå�éêÜ ç ' áëçèåýåé åðåéäÞ Ý÷åé øåõäÞ õðüèåóç). �áñá�çñïýìå

ü�é ç P äéá�çñåß áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò áí ðåñéïñßóïõìå �çí åñìçíåßá A

0

ó�ï A (äçë. áí áãíïÞóïõìå

ðñïóùñéíÜ �ï ó�ïé÷åßï �

n+1

). Óõíåðþò, ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï � 2 A ðïõ

P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A.

�éá íá åîå�Üóïõìå �çí �éìÞ áëÞèåéáò �çò ' ó�çíA

0

, äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò: Áí �ï P (�; �

n+1

)

áëçèåýåé ó�çí A

0

, �ü�å �ï ó�ïé÷åßï � P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A

0

, êáé ç ' áëçèåýåé. Áí

�ï P (�; �

n+1

) äåí áëçèåýåé, ðñÝðåé ëüãù �çò Éä3, íá áëçèåýåé ü�é P (�

n+1

; �). Ëüãù �çò åðáãùãéêÞò

õðüèåóçò, �ï ó�ïé÷åßï � P -ó÷å�ßæå�áé ìå êÜèå ó�ïé÷åßï �

i

2 A. ¢ñá, ëüãù �çò ìå�áâá�éêÞò éäéü�ç�áò,

�ï ó�ïé÷åßï �

n+1

P -ó÷å�ßæå�áé ìå êÜèå ó�ïé÷åßï �

i

2 A. ÅðéðëÝïí, ëüãù �çò áíáêëáó�éêÞò éäéü�ç�áò,

�ï �

n+1

P -ó÷å�ßæå�áé ìå �ïí åáõ�ü �ïõ. ¢ñá �ï ó�ïé÷åßï �

n+1

P -ó÷å�ßæå�áé ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ A

0

,

êáé ç ' áëçèåýåé. Óõíåðþò ç ' áëçèåýåé ó�çí A

0

.

(2) Åöüóïí üëåò ïé åñìçíåßåò ìå ðåðåñáóìÝíï óýìðáí åßíáé ìïí�Ýëá �çò ', ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå

åñìçíåßåò ìå Üðåéñï óýìðáí. ¸ó�ù ü�é �ï óýìðáí åßíáé ïé öõóéêïß áñéèìïß êáé ü�é �ï êá�çãïñçìá�éêü

óýìâïëï P åñìçíåýå�áé ìå �çí ó÷Ýóç ``ìåãáëý�åñï Þ ßóï'' (äçë. �ï P (x; y) áëçèåýåé áíí x � y). Óå

áõ�Þ �çí åñìçíåßá, ç ó÷Ýóç P åßíáé áíáêëáó�éêÞ, ìå�áâá�éêÞ, êáé Ý÷åé �çí Éä3. ¼ìùò, äåí õðÜñ÷åé

öõóéêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñïò Þ ßóïò üëùí �ùí öõóéêþí (�ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí

åê�åßíå�áé ó�ï Üðåéñï, äåí åßíáé öñáãìÝíï Üíù). ÅðïìÝíùò ç ' äåí áëçèåýåé óå áõ�Þ �çí åñìçíåßá. ut

¢óêçóç 5 (Áëõóßäåò êáé Áí�éáëõóßäåò). ¸ó�ù a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

ìéá áêïëïõèßá áðü n

2

+ 1 äéáöï-

ñå�éêïýò áêåñáßïõò. Èåùñïýìå �ï óýíïëï A ðïõ áðï�åëåß�áé áðü n

2

+ 1 äéá�å�áãìÝíá æåýãç áêå-

ñáßùí �çò ìïñöÞò (a

k

; k), k 2 f1; : : : ; n

2

+ 1g, êáé ïñßæïõìå ìéá äéìåëÞ ó÷Ýóç R ó�ï A �Ý�ïéá þó�å

((a

k

; k); (a

`

; `)) 2 R áí êáé ìüíï áí a

k

� a

`

êáé k � ` (üðïõ � ç óõíÞèçò äéÜ�áîç �ùí áñéèìþí).

1. Íá äåßîå�å ü�é ç ó÷Ýóç R åßíáé ìéá ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò.

2. �ïéá åßíáé ç óçìáóßá ìéáò áëõóßäáò êáé ìéáò áí�éáëõóßäáò ó�ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï (A;R);

3. Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

ðåñéÝ÷åé åß�å ìßá áýîïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò n+1

åß�å ìßá öèßíïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò n+ 1.

Ëýóç. (1) Ç ó÷Ýóç R åßíáé áíáêëáó�éêÞ ãéá�ß ãéá êÜèå k 2 f1; : : : ; n

2

+ 1g, a

k

� a

k

êáé k � k, Üñá

((a

k

; k); (a

k

; k)) 2 R. Ç ó÷Ýóç R åßíáé ìå�áâá�éêÞ ãéá�ß ãéá êÜèå ((a

k

; k); (a

`

; `)); ((a

`

; `); (a

j

; j)) 2 R,

Ý÷ïõìå ü�é a

k

� a

`

� a

j

êáé ü�é k � ` � j, êáé óõíåðþò ((a

k

; k); (a

j

; j)) 2 R. Ç ó÷Ýóç R åßíáé

áí�éóõììå�ñéêÞ ãéá�ß ãéá êÜèå ((a

k

; k); (a

`

; `)) 2 R ìå k 6= `, Ý÷ïõìå ü�é ((a

`

; `); (a

k

; k)) 62 R, ãéá�ß

` > k. ¢ñá ç ó÷Ýóç R åßíáé ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò.

(2) ÊÜèå áëõóßäá ìÞêïõòm �çòR áí�éó�ïé÷åß óå ìßá áýîïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõòm �çò a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

,

êáé áí�ßó�ñïöá. �ñÜãìá�é, �á (a

k

1

; k

1

); (a

k

2

; k

2

); : : : ; (a

k

m

; k

m

) áðï�åëïýí ìéá áëõóßäá ìÞêïõò m �çò

R áíí (ëüãù �ïõ ïñéóìïý �çò R) k

1

� k

2

� � � � � k

m

êáé a

k

1

� a

k

2

� � � � � a

k

m

áíí ç áêïëïõèßá

a

k

1

; a

k

2

; : : : ; a

k

m

áðï�åëåß ìéá áýîïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

.

ÊÜèå áí�éáëõóßäá ìåãÝèïõò m �çò R áí�éó�ïé÷åß óå ìßá öèßíïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò

a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

, êáé áí�ßó�ñïöá. Êá�' áñ÷Þí ðáñá�çñïýìå ü�é áí �á (a

k

1

; k

1

); (a

k

2

; k

2

); : : : ; (a

k

m

; k

m

)

áðï�åëïýí ìéá áí�éáëõóßäá �çòR, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é k

1

� k

2

� � � � � k

m

(äçë. áðáñéèìïýìå

�á ó�ïé÷åßá �çò áí�éáëõóßäáò óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí äåéê�þí �ïõò). ÅðïìÝíùò �á (a

k

1

; k

1

); (a

k

2

; k

2

);

: : : ; (a

k

m

; k

m

), k

1

� k

2

� � � � � k

m

, áðï�åëïýí ìéá áí�éáëõóßäá ìåãÝèïõò m �çò R áíí k

1

� k

2

�

� � � � k

m

êáé (ëüãù �ïõ ïñéóìïý �çò R) a

k

1

> a

k

2

> � � � > a

k

m

áíí ç áêïëïõèßá a

k

1

; a

k

2

; : : : ; a

k

m

áðï�åëåß ìéá öèßíïõóá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

+1

.



(3) Áðï�åëåß Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ (2) êáé �ïõ ü�é �ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï (A;R) åß�å ðåñéÝ÷åé

ìéá áëõóßäá ìÞêïõò n åß�å ðåñéÝ÷åé ìéá áí�éáëõóßäá ìåãÝèïõò n. ut

ÈÝìá 1 (Áñ÷Þ �åñéó�åñþíá). (á) Íá äåßîå�å ü�é áíÜìåóá óå n+2 áõèáßñå�á åðéëåãìÝíïõò áêåñáßïõò,

åß�å õðÜñ÷ïõí äýï ðïõ ç äéáöïñÜ �ïõò äéáéñåß�áé áðü �ï 2n åß�å õðÜñ÷ïõí äýï ðïõ �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò

äéáéñåß�áé áðü �ï 2n.

(â) ¸ó�ù n áõèáßñå�á åðéëåãìÝíïé áêÝñáéïé a

1

; a

2

; : : : ; a

n

. Íá äåßîå�å ü�é õðÜñ÷ïõí öõóéêïß `; k,

1 � ` � n, 0 � k � n� `, �Ý�ïéïé þó�å �ï Üèñïéóìá a

`

+ a

`+1

+ � � �+ a

`+k

íá äéáéñåß�áé áðü �ï n.

Ëýóç. (á) Ùò ``öùëéÝò'' èåùñïýìå �á n+1 æåýãç öõóéêþí fi; 2n�ig, i = 0; 1; : : : ; n, êáé ùò ``ðåñéó�Ýñéá''

�ïõò n + 2 áêåñáßïõò ó�ïõò ïðïßïõò áíáöÝñå�áé ç åêöþíçóç. ÊÜèå ``ðåñéó�Ýñé'' x áíá�ßèå�áé ó�ç

``öùëéÜ'' fi; 2n�ig áíí åß�å x mod 2n = i åß�å x mod 2n = 2n�i. Ëüãù �çò áñ÷Þò �ïõ ðåñéó�åñþíá,

èá õðÜñ÷åé ìßá ``öùëéÜ'' i ðïõ äÝ÷å�áé äýï (�ïõëÜ÷éó�ïí) ``ðåñéó�Ýñéá'' x; y. �éá áðëü�ç�á êáé ÷â�ã,

èåùñïýìå ü�é x � y êáé ü�é x mod 2n = i. Áí y mod 2n = i, �ü�å �ï x� y äéáéñåß�áé áðü �ï 2n. Áí

y mod 2n = 2n� i, �ü�å �ï x+ y äéáéñåß�áé áðü �ï 2n.

(â) Ùò ``öùëéÝò'' èåùñïýìå �ïõò n öõóéêïýò áñéèìïýò i = 0; 1; : : : ; n�1. Ùò ``ðåñéó�Ýñéá'' èåùñïýìå �á

n ìåñéêÜ áèñïßóìá�á S

k

=

P

k

i=1

a

i

, k = 1; : : : ; n. ÊÜèå ``ðåñéó�Ýñé'' S

k

áíá�ßèå�áé ó�ç ``öùëéÜ'' i áíí

S

k

mod n = i. Áí õðÜñ÷åé ``ðåñéó�Ýñé'' ó�ç ``öùëéÜ'' 0, �ü�å �ï áí�ßó�ïé÷ï ìåñéêü Üèñïéóìá äéáéñåß�áé

áðü �ï n. Äéáöïñå�éêÜ ç ``öùëéÜ'' 0 ìÝíåé êåíÞ, êáé ëüãù �çò áñ÷Þò �ïõ ðåñéó�åñþíá, èá õðÜñ÷åé ìéá

``öùëéÜ'' i, i = 1; : : : ; n� 1, ðïõ äÝ÷å�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ``ðåñéó�Ýñéá'' S

k

êáé S

m

. ¸ó�ù ü�é k < m.

�áñá�çñïýìå ü�é ç äéáöïñÜ S

m

� S

k

= a

k+1

+ � � �+ a

m

äéáéñåß�áé áðü �ï n. ut


