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1 ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòÇ óýã÷ñïíç õðïëïãéó�éêÞ �å÷íïëïãßá âáóßæå�áé üëï êáé ðåñéóóü�åñï ó�ï ó÷åäéáóìü êáé �çí åöáñ-ìïãÞ áðïäï�éêþí áëãïñßèìùí. Ç óõíïëéêÞ ëåé�ïõñãßá êÜèå õðïëïãéó�éêïý óõó�Þìá�ïò äéáéñåß�áéóå ó�ïé÷åéþäåéò ëåé�ïõñãßåò. ÊÜèå ðñïóðÜèåéá �ïõ ÷ñÞó�ç íá áëëçëåðéäñÜóåé ìå �ï óýó�çìáåðéöÝñåé �çí åê�Ýëåóç ðïëëþí ó�ïé÷åéùäþí ëåé�ïõñãéþí, �ùí ïðïßùí �á áðï�åëÝóìá�á óõíèÝ�ïõí�çí åðéèõìç�Þ áðüêñéóç. Ç áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç êÜèå ó�ïé÷åéþäïõò ëåé�ïõñãßáò êáèïñßæåé �çíáðüäïóç �ïõ óõó�Þìá�ïò.¸íá ó÷å�éêÜ ìéêñü õðïóýíïëï ó�ïé÷åéùäþí õðïëïãéó�éêþí ëåé�ïõñãéþí êá�áíáëþíåé �ç óõ-í�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá �ïõ ÷ñüíïõ åðåîåñãáóßáò êÜèå óýã÷ñïíïõ õðïëïãéó�éêïý óõó�Þìá�ïò.Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ç óõíå÷Þò åðé�Ü÷õíóç �ïõ õëéêïý �ùí õðïëïãéó�þí äåí åßíáé ï ìüíïò, êáéßóùò ïý�å ï ðëÝïí áðïäï�éêüò, �ñüðïò ãéá íá êÜíïõìå �á õðïëïãéó�éêÜ óõó�Þìá�á ãñçãïñü�åñá.Ç Ýó�ù êáé ìéêñÞ åðé�Ü÷õíóç �çò åê�Ýëåóçò ìåñéêþí ó�ïé÷åéùäþí õðïëïãéó�éêþí ëåé�ïõñãéþí èáãéíü�áí áí�éëçð�Þ áðü �ïõò ÷ñÞó�åò óáí óçìáí�éêÞ åðé�Ü÷õíóç �ïõ óõó�Þìá�ïò. �éá ðáñÜäåéãìá,áò ðñïóðáèÞóïõìå íá áíáëïãéó�ïýìå �ç äñáìá�éêÞ åðßäñáóç ðïõ èá åß÷å ó�çí áðüäïóç åíüòõðïëïãéó�éêïý óõó�Þìá�ïò Ýíáò ãñçãïñü�åñïò áëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïý áñéèìïý Þ ðéíÜêùí,�á÷ý�åñïé áëãüñéèìïé ãéá �çí �áîéíüìçóç, �çí áíáæÞ�çóç, êáé ãåíéêü�åñá �çí ïñãÜíùóç �ùí ó�ïé-÷åßùí ó�éò ÂÜóåéò ÄåäïìÝíùí, Þ Ýíá ãñçãïñü�åñï óýó�çìá áñ÷åßùí. Áõ�Þ ìå áðëÜ ëüãéá åßíáéç �å÷íïëïãéêÞ äéÜó�áóç �çò Èåùñßáò Áëãïñßèìùí.Ç Èåùñßá Áëãïñßèìùí êùäéêïðïéåß �éò óçìáí�éêü�åñåò ó�ïé÷åéþäåéò õðïëïãéó�éêÝò ëåé-�ïõñãßåò óå õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á, äçëáäÞ óå ðñü�õðá ìáèçìá�éêÜ ìïí�Ýëá ðïõ óõãêåí�ñþ-íïõí üëá �á ïõóéþäç ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ïõ ðñáãìá�éêïý ðñïâëÞìá�ïò. Ç Èåùñßá Áëãïñßèìùíìáò åöïäéÜæåé ìå áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò ãéá �çí åðßëõóç �ùí óçìáí�éêü�åñùí õðïëïãéó�éêþíðñïâëçìÜ�ùí êáé ìå Ýíá óýíïëï áñ÷þí êáé ìåèüäùí ðïõ ìðïñïýí íá åöáñìïó�ïýí óå êÜèåðñüâëçìá.Áõ�Ýò ïé óçìåéþóåéò åó�éÜæïõí ó�éò áëãïñéèìéêÝò éäÝåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �çí áðï-äï�éêÞ åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò. Ôá ðñïâëÞìá�á óõíäõáó�éêÞò âåë-�éó�ïðïßçóçò áðï�åëïýí ìéá áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò êá�çãïñßåò ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ìåëå�Ü ç Èå-ùñßá Áëãïñßèìùí êáé ãåíéêü�åñá ç Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí êáé Ý÷ïõí ðïëëÝò êáé åîáéñå�éêÜóçìáí�éêÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, ðáñÜ �éò óçìáí�éêÝò ðñïüäïõò �çò Èåùñßáò Áëãïñßèìùí êáé �éò åðß-ìïíåò êáé ìáêñï÷ñüíéåò ðñïóðÜèåéåò ðëÞèïõò éêáíþí åðéó�çìüíùí, õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ óçìáí�éêÜðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßá äåí Ý÷ïõìå êá�ïñèþóåé íá ó÷åäéÜóïõìå áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò. ÇÈåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò áíáð�ý÷èçêå ãéá íá ìåëå�Þóåé �ïõò ëüãïõò ãéá �ïõò ïðïß-ïõò êÜðïéá õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á åßíáé äýóêïëï Þ áäýíá�ï íá ëõèïýí áðü Ýíáí Õðïëïãéó�Þ.1



2 1. ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòÇ Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò ìåëå�Ü äéáöïñå�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá êáé�çí åðßäñáóç ðïõ Ý÷ïõí ó�ç äõíá�ü�ç�á �ùí Õðïëïãéó�þí íá åðéëýóïõí Ýíá ðñüâëçìá áðïäï-�éêÜ. �éá êÜèå õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï, ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò åîå�Üæåé áí Ýíáõðïëïãéó�éêü ðñüâëçìá ìðïñåß íá åðéëõèåß Þ ü÷é. Áí �ï ðñüâëçìá åßíáé åðéëýóéìï, ç Èåùñßá�ïëõðëïêü�ç�áò êáèïñßæåé �çí åëÜ÷éó�ç ðïóü�ç�á õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çíåðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ó�ï óõãêåêñéìÝíï ìïí�Ýëï. Ìå âÜóç �éò áðáí�Þóåéò ó�á ðáñáðÜíùåñù�Þìá�á, �á õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á åí�Üóóïí�áé óå êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò. ÊÜèå êëÜóçðïëõðëïêü�ç�áò áðï�åëåß�áé áðü ðñïâëÞìá�á ðïõ åìöáíßæïõí ðáñüìïéá óõìðåñéöïñÜ ùò ðñïò�çí åðéëõóéìü�ç�á �ïõò óå óõãêåêñéìÝíï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï.Ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò ìáò åöïäéÜæåé ìå Ýíáí éêáíü áñéèìü êëÜóåùíðïëõðëïêü�ç�áò ó�éò ïðïßåò Ý÷ïõí åí�á÷èåß �á óçìáí�éêü�åñá õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á. Åðé-ðëÝïí, ìáò åöïäéÜæåé ìå �å÷íéêÝò êáé ìåèüäïõò ãéá �çí Ýí�áîç íÝùí õðïëïãéó�éêþí ðñïâëçìÜ�ùíó�éò õðÜñ÷ïõóåò êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò. ¸÷ïí�áò åí�Üîåé Ýíá ðñüâëçìá óå ìßá êëÜóç ðïëõ-ðëïêü�ç�áò, ãíùñßæïõìå êá�Ü ðüóïí õðÜñ÷åé áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí åðßëõóç áõ�ïý �ïõðñïâëÞìá�ïò. Ìßá áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò åöáñìïãÝò �çò Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò åßíáéü�é ìáò åðé�ñÝðåé íá áðïöýãïõìå �ç ìÜ�áéá áíáæÞ�çóç áðïäï�éêþí áëãüñéèìùí ãéá ðñïâëÞìá�áãéá �á ïðïßá åéêÜæå�áé Þ Ý÷åé áðïäåé÷èåß ü�é �Ý�ïéïé áëãüñéèìïé äåí õðÜñ÷ïõí.Óå áõ�Ýò �éò óçìåéþóåéò ãßíå�áé ìéá ðïëý óýí�ïìç åéóáãùãÞ ó�ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ï-ëõðëïêü�ç�áò. Ôï åíäéáöÝñïí åó�éÜæå�áé ó�ç äéÜêñéóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí óõíäõáó�éêÞò âåë�é-ó�ïðïßçóçò óå áõ�Ü ðïõ åðéëýïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé èåùñïýí�áé ðñáê�éêþò åðéëýóéìá(tra
table), êáé óå áõ�Ü ðïõ åßíáé ðëÞñç ãéá �çí êëÜóçNP. �éá áõ�Þ �çí êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùíåéêÜæå�áé ü�é õðÜñ÷ïõí ìüíï áëãüñéèìïé åêèå�éêïý ÷ñüíïõ êáé èåùñïýí�áé ðñáê�éêþò äéóåðßëõ�á(intra
table).1.1 Áëãüñéèìïò, Õðïëïãéó�éêü �ñüâëçìá, êáé Ó�éãìéü�õðïÁëãüñéèìïò. Ìå áðëÜ ëüãéá, ïé áëãüñéèìïé åßíáé ïé ``óõí�áãÝò'' ðïõ áêïëïõèïýí ïé õðïëïãéó�Ýòãéá íá ëýíïõí ðñïâëÞìá�á. �éï óõãêåêñéìÝíá, áëãüñéèìïò åßíáé ìéá äéáäéêáóßá Þ Ýíá óýíïëïêáíüíùí ìå óêïðü �ï ìç÷áíéó�éêü õðïëïãéóìü. Ç åê�Ýëåóç åíüò áëãïñßèìïõ äåí ðñÝðåé íá áðáé-�åß �ç ÷ñÞóç �çò äéáßóèçóçò Þ �çò äçìéïõñãéêü�ç�áò1. ¸íáò áëãüñéèìïò áðï�åëåß �ï ``åñãáëåßï''ãéá �çí åðßëõóç åíüò õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò. Ï ïñéóìüò �ïõ õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïòêáèïñßæåé �çí ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ (input) êáé �ùí äåäïìÝíùí åîüäïõ (output)êáé ï áëãüñéèìïò ðñáãìá�ïðïéåß �ïí åðéèõìç�ü ìå�áó÷çìá�éóìü. Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, èáëÝìå ü�é áëãüñéèìïò åßíáé êÜèå êáëþò ïñéóìÝíç, ðåðåñáóìÝíç õðïëïãéó�éêÞ äéáäéêáóßá ãéá �çíåðßëõóç åíüò õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò.�åñßðïõ ó�ï 1930, äéÜöïñïé ìáèçìá�éêïß ïñéóìïß �çò Ýííïéáò ìéáò ``ðåðåñáóìÝíçò õðïëï-ãéó�éêÞò äéáäéêáóßáò'' åäüèçóáí áðü �ïõò Chur
h, Godel, Herbrand, Kleene, Post, Turing, êáéÜëëïõò. Ïé ïñéóìïß áõ�ïß åß÷áí ùò âÜóç ìåèüäïõò ðïõ åðéöáíåéáêÜ åìöáíßæïí�áí äéáöïñå�éêÝòìå�áîý �ïõò (ð.÷. �õðéêÜ óõó�Þìá�á åðåîåñãáóßáò óõìâüëùí, éäáíéêÜ ìïí�Ýëá õðïëïãéó�éêþíìç÷áíþí). ¼ìùò, üëïé áõ�ïß ïé ïñéóìïß êá�áëÞãïõí íá åßíáé éóïäýíáìïé, ìå �çí Ýííïéá ü�é üëåòïé ``ìïñöÝò'' áëãïñßèìùí õðïëïãßæïõí �çí ßäéá êá�çãïñßá óõíáñ�Þóåùí, óõãêåêñéìÝíá �çí êëÜóç1�Üí�ùò �á üñéá ìå�áîý áëãïñßèìùí êáé áíèñþðéíùí ó÷åäßùí ðñïò åê�Ýëåóç ãßíïí�áé üëï êáé ðåñéóóü�åñï äõó-äéÜêñé�á, âëÝðå ãéá ðáñÜäåéãìá �õ÷áéü�ç�á ó�ïõò áëãïñßèìïõò, fuzzy ëïãéêÞ, êëð.



1.1. Áëãüñéèìïò, Õðïëïãéó�éêü �ñüâëçìá, êáé Ó�éãìéü�õðï 3�ùí �ùí ìåñéêþò áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí (partial re
ursive fun
tions). ÌÝ÷ñé �þñá, êáé ðáñÜ�éò ðñïüäïõò �çò �å÷íïëïãßáò, ç åìðåéñßáò ìáò êá�áäåéêíýåé ü�é ç áõ�Þ ç êëÜóç �ùí óõíáñ�Þ-óåùí åßíáé áêñéâþò ü�é ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óõó�çìá�éêÜ (áðü õðïëïãéó�Ýò, ðñïãñÜììá�á, ÞðåðåñáóìÝíåò äéáäéêáóßåò).ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìá�á áëãïñßèìùí åßíáé ïé ìÝèïäïé ðñüóèåóçò, áöáßñåóçò, ðïëëáðëáóéáóìïýêáé äéáßñåóçò áñéèìþí ðïõ ìáèáßíïõìå ó�ï ó÷ïëåßï. ¸íá Üëëï ðáñÜäåéãìá åßíáé ï áëãüñéèìïò�ïõ Åõêëåßäç ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ÌÝãéó�ïõ Êïéíïý ÄéáéñÝ�ç äýï áêåñáßùí áñéèìþí.ÁíáðáñÜó�áóç Áëãïñßèìùí. Åê�üò áðü �ç öõóéêÞ ãëþóóá, ãéá �çí áíáðáñÜó�áóç �ùí áëãïñßè-ìùí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ìïñöÞ äïìçìÝíïõ øåõäïêþäéêá ðïõ èõìßæåé �éò ãëþóóåò C êáéPas
al.¼ëåò ïé åí�ïëÝò Ý÷ïõí �çí ßäéá óçìáóßá ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò åí�ïëÝò ó�éò ãëþóóåò C êáé Pas-
al, üìùò ï øåõäïêþäéêáò äåí Ý÷åé �çí áõó�çñü�ç�á ðïõ áðáé�ïýí ïé óõíçèéóìÝíåò ãëþóóåòðñïãñáììá�éóìïý (ð.÷. áðïõóßá äçëþóåùí ìå�áâëç�þí, ÷ñÞóç ñïõ�éíþí ðïõ äåí Ý÷ïõí ïñéó�åß,ðåñéó�áóéáêÞ ÷ñÞóç öõóéêÞò ãëþóóáò áí�ß ãéá åí�ïëÝò, êëð.). ÊÜèå óýíïëï åí�ïëþí ìå êïéíÞó�ïß÷éóç èåùñåß�áé óáí ïìÜäá (blo
k) åí�ïëþí ðïõ (èá Ýðñåðå íá) âñßóêå�áé áíÜìåóá óå áãêýëåòf: : :g ó�ç C (Þ óå begin : : : end ó�çí Pas
al).Ï øåõäïêþäéêáò ÷ñçóéìïðïéåß �ç óõíÜñ�çóç óáí âáóéêÞ äïìÞ ðñïãñÜììá�ïò êáé õðïó�çñßæåéáíáäñïìÞ. ×ñçóéìïðïéïýìå �ïõò ðßíáêåò (arrays), �éò äïìÝò (stru
tures Þ åããñáöÝò - re
ordsó�çí Pas
al) êáé ðåñéó�áóéáêÜ �á óýíïëá (sets) ãéá �çí ïñãÜíùóç �ùí äåäïìÝíùí. Èåùñïýìååðßóçò äåäïìÝíåò �éò âáóéêÝò äïìÝò äåäïìÝíùí (ð.÷. äéáóõíäåäåìÝíåò ëßó�åò, ðßíáêåò, ïõñÝòðñï�åñáéü�ç�áò, äÝí�ñá áíáæÞ�çóçò) êáé âáóéêïýò áëãüñéèìïõò (ð.÷. áëãüñéèìïé �áîéíüìçóçò êáéáíáæÞ�çóçò, áëãüñéèìïé äéá÷åßñéóçò îÝíùí óõíüëùí) ðïõ äéäÜ÷èçêáí ó�ï ðñïçãïýìåíï åîÜìçíï.Õðïëïãéó�éêü �ñüâëçìá. ¸íá õðïëïãéó�éêü ðñüâëçìá (
omputational problem) ïñßæåé Ýíáíåðéèõìç�ü ìå�áó÷çìá�éóìü åíüò óõíüëïõ äåäïìÝíùí åéóüäïõ (input) óå Ýíá óýíïëï äåäïìÝíùíåîüäïõ (output). Ï ïñéóìüò �ïõ õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò ïñßæåé �üóï �ç ìïñöÞ üóï êáé �ïõòðåñéïñéóìïýò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí �á äåäïìÝíá åéóüäïõ êáé �á äåäïìÝíá åîüäïõ.�éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äýï áñéèìþí, �á äåäïìÝíá åéóüäïõåßíáé äýï áñéèìïß (x; y), êáé �á äåäïìÝíá åîüäïõ åßíáé �ï ãéíüìåíü �ïõò x�y. Ó�ï ðñüâëçìá �çò�áîéíüìçóçò n áêåñáßùí áñéèìþí óå áýîïõóá óåéñÜ, �á äåäïìÝíá åéóüäïõ åßíáé ìßá áêïëïõèßáX = (x1; x2; : : : ; xn) áðü n áêÝñáéïõò áñéèìïýò. Ôá äåäïìÝíá åîüäïõ åßíáé ìéá ìå�Üèåóç áõ�þí�ùí áñéèìþí X 0 = (x01; x02; : : : ; x0n) þó�å êáíÝíáò áñéèìüò íá ìçí åßíáé ìåãáëý�åñïò áðü �ïíåðüìåíü �ïõ, äçëáäÞ x01 � x02 � � � � � x0n.Ó�éãìéü�õðï êáé Ëýóç. ÊÜèå óýíïëï äåäïìÝíùí åéóüäïõ ðïõ óõìöùíåß ìå �ïõò ðåñéïñéóìïýòðïõ èÝ�åé ï ïñéóìüò åíüò õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò áðï�åëåß Ýíá ó�éãìéü�õðï (instan
e) �ïõðñïâëÞìá�ïò. �éá ðáñÜäåéãìá, ïé áñéèìïß (15; 32) áðï�åëïýí Ýíá ó�éãìéü�õðï ãéá �ï ðñüâëçìá�ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äýï áñéèìþí. Ç áêïëïõèßá (8; 1; 7; 5; 3; 6; 2; 4) áðï�åëåß Ýíá ó�éãìéü�õðïãéá �ï ðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò áêåñáßùí áñéèìþí.ÊÜèå ó�éãìéü�õðï åíüò ðñïâëÞìá�ïò Ý÷åé êáìßá, ìßá Þ ðåñéóóü�åñåò ëýóåéò (solutions). Çëýóç åíüò ó�éãìéü�õðïõ ãéá Ýíá ðñüâëçìá åßíáé êÜèå óýíïëï äåäïìÝíùí åîüäïõ ðïõ óå óõíäõá-óìü ìå �ï ó�éãìéü�õðï éêáíïðïéïýí �ïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ èÝ�åé ï ïñéóìüò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. �éáðáñÜäåéãìá �ï 480 áðï�åëåß �ç ëýóç �ïõ ó�éãìéü�õðïõ (15; 32) ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ ðïëëáðëá-



4 1. ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòóéáóìïý. Ç áêïëïõèßá (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8) áðï�åëåß �ç ëýóç �ïõ ó�éãìéü�õðïõ (8; 1; 7; 5; 3; 6; 2; 4)ãéá �ï ðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò.Ïñèü�ç�á Áëãïñßèìùí. Ôá ðñïâëÞìá�á ðïõ èá ìåëå�Þóïõìå Ý÷ïõí Üðåéñï áñéèìü ó�éãìéï�ýðùí.�éá íá èåùñçèåß Ýíáò áëãüñéèìïò óùó�üò (Þ ïñèüò - 
orre
t), ðñÝðåé íá õðïëïãßæåé óùó�Ü �éòëýóåéò ãéá üëá �á ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðïõ ëýíåé. �éá íá �åêìçñéþóïõìå ü�é �çí ïñèü�ç�áåíüò áëãüñéèìïõ ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå (ìå �õðéêÞ ìáèçìá�éêÞ áðüäåéîç)ü�é ðñÜãìá�é ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ìßá ëýóç ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. �éá íá�åêìçñéþóïõìå �ç ìç-ïñèü�ç�á åíüò áëãüñéèìïõ ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá, áñêåß íá ðåñéãñÜøïõìåÝíá ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ãéá �ï ïðïßï ï áëãüñéèìïò äåí õðïëïãßæåé ëýóç.1.2 �ñïâëÞìá�á Óõíäõáó�éêÞò Âåë�éó�ïðïßçóçò¸íá ðáñÜäåéãìá õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò ó�ï ïðïßï èá áíáöåñèïýìå áñêå�Ýò öïñÝò åßíáé �ï�ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ (Knapsa
k Problem). Ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ, äßíå�áé Ýíá óáêßäéïìåãÝèïõò B � 0 êáé n áí�éêåßìåíá, êáèÝíá áðü �á ïðïßá Ý÷åé ìÝãåèïò si � 0 êáé áîßá pi � 0,i = 1; 2; : : : ; n. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãéó�åß ìßá óõëëïãÞ áí�éêåéìÝíùí ðïõ ÷ùñÜ ó�ïóáêßäéï êáé Ý÷åé ìÝãéó�ç áîßá. Ôï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ ìïí�åëïðïéåß ðëçèþñá ðñáê�éêþíðñïâëçìÜ�ùí êáé Ý÷åé ðïëëÝò êáé óçìáí�éêÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò.ÕðÜñ÷ïõí äýï âáóéêÝò åêäï÷Ýò ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ: ç áêÝñáéá (Þ 0� 1) åêäï÷Þêáé ç êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ. Ó�çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, �á áí�éêåßìåíá ìðïñïýí íáäéáéñåèïýí êáé íá óõìðåñéëçöèïýí ó�ï óáêßäéï �ìçìá�éêÜ. Áí �ï êëÜóìá �ïõ áí�éêåéìÝíïõ i ðïõÝ÷åé óõìðåñéëçöèåß ó�ï óáêßäéï åßíáé fi, fi 2 [0; 1℄, áõ�ü êá�áëáìâÜíåé ÷þñï fisi êáé ðñïóèÝ�åéáîßá fipi. Ó�ï Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ (Fra
tional Knapsa
k Problem), ðñÝðåé íáðñïóäéïñéó�åß �ï êëÜóìá êÜèå áí�éêåéìÝíïõ ðïõ èá óõìðåñéëçöèåß ó�ï óáêßäéï þó�å íá ìçíðáñáâéÜæå�áé �ï ìÝãåèïò �ïõ óáêéäßïõ êáé íá ìåãéó�ïðïéåß�áé ç óõíïëéêÞ áîßá. ÔõðéêÜ, æç�åß�áéç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõPni=1 fipi, þó�åPni=1 fisi � B êáé fi 2 [0; 1℄ ãéá êÜèå i = 1; : : : ; n.Ó�ï ÁêÝñáéï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ (Þ áðëÜ �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ), �á áí�éêåßìåíá èå-ùñïýí�áé áäéáßñå�á. ¸�óé êÜèå áí�éêåßìåíï åß�å óõìðåñéëáìâÜíå�áé ïëüêëçñï ó�ï óáêßäéï åß�åäåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé êáèüëïõ. ÔõðéêÜ, êÜèå fi ìðïñåß íá åßíáé åß�å 1 åß�å 0 (åíþ ó�çí êëá-óìá�éêÞ åêäï÷Þ, êÜèå fi ìðïñïýóå íá ðÜñåé ïðïéáäÞðï�å �éìÞ ìå�áîý 0 êáé 1). Ôï æç�ïýìåíïåßíáé íá ðñïóäéïñéó�åß Ýíá ìÝãéó�çò áîßáò õðïóýíïëï áí�éêåéìÝíùí ðïõ ÷ùñÜ ó�ï óáêßäéï. Ôõ-ðéêÜ, æç�åß�áé ç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõ Pni=1 fipi, þó�å Pni=1 fisi � B êáé fi 2 f0; 1g ãéá êÜèåi = 1; : : : ; n.Ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ, �á äåäïìÝíá åéóüäïõ åßíáé �ï ìÝãåèïò �ïõ óáêéäßïõ B êáé�á äéá�å�áãìÝíá æåýãç (s1; p1); (s2; p2); : : : ; (sn; pn) ðïõ ðñïóäéïñßæïõí �ï ìÝãåèïò êáé �çí áîßáêÜèå áí�éêåéìÝíï. ÊÜèå óýíïëï äåäïìÝíùí åéóüäïõ ó�ç ìïñöÞ (B; (s1; p1); (s2; p2); : : : ; (sn; pn))ïñßæåé Ýíá ó�éãìéü�õðï. Ôá äåäïìÝíá åîüäïõ åßíáé n áñéèìïß fi ðïõ ïñßæïõí ðïéá áí�éêåßìåíáóõìðåñéëáìâÜíïí�áé ó�ï óáêßäéï. �éá �çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ ðñÝðåé ðïõ fi 2 [0; 1℄, êáé ãéá �çíáêÝñáéá åêäï÷Þ ðñÝðåé fi 2 f0; 1g.Ôá äåäïìÝíá åîüäïõ áðï�åëïýí ìßá áðïäåê�Þ ëýóç (feasible solution) ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõÓáêéäßïõ ü�áí �á áí�éêåßìåíá ðïõ Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß ÷ùñïýí ó�ï óáêßäéï. Ìéá áðïäåê�Þëýóç åßíáé âÝë�éó�ç ëýóç (optimal solution), Þ áðëÜ ëýóç, ü�áí ç áîßá �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ Ý÷ïõíóõìðåñéëçöèåß ó�ï óáêßäéï äåí åßíáé ìéêñü�åñç áðü �çí áîßá �ùí áí�éêåéìÝíùí êÜðïéáò Üëëçò



1.2. �ñïâëÞìá�á Óõíäõáó�éêÞò Âåë�éó�ïðïßçóçò 5áðïäåê�Þò ëýóçò.Ó�çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ, êÜèå ó�éãìéü�õðï Ý÷åé Üðåéñåò áðïäåê�Ýò ëýóåéò. Ó�çí áêÝñáéáåêäï÷Þ, ï áñéèìüò �ùí åöéê�þí ëýóåùí åßíáé ðåðåñáóìÝíïò. ÓõãêåêñéìÝíá, êÜèå ó�éãìéü�õðïÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá (�ï êåíü óýíïëï) êáé �ï ðïëý 2n áðïäåê�Ýò ëýóåéò (üëá �á äéáöïñå�éêÜõðïóýíïëá n áí�éêåéìÝíùí). Êáé ó�éò äýï åêäï÷Ýò, êÜèå ó�éãìéü�õðï Ý÷åé ìßá Þ ðåñéóóü�åñåòâÝë�éó�åò ëýóåéò. ¼ìùò ó�çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ, ïé âÝë�éó�åò ëýóåéò ìðïñåß íá åßíáé Üðåéñåò, åíþó�çí áêÝñáéá åêäï÷Þ ï áñéèìüò �ùí âÝë�éó�ùí ëýóåùí åßíáé ðåðåñáóìÝíïò (áöïý ðåðåñáóìÝíïòåßíáé ï áñéèìüò �ùí åöéê�þí ëýóåùí).�áñÜäåéãìá 1.1. Tï (30; ((20; 5); (10; 4); (15; 10); (40; 10))) áðï�åëåß Ýíá ó�éãìéü�õðï ãéá �ï�ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ üðïõ �ï óáêßäéï Ý÷åé ìÝãåèïò 30 êáé õðÜñ÷ïõí �Ýóóåñá áí�éêåß-ìåíá ìå ìåãÝèç 20, 10, 15, êáé 40, êáé áîßåò 5, 4, 10, êáé 10, áí�ßó�ïé÷á. Ïé �å�ñÜäåò(1=2; 1; 1=3; 1=8); (1; 1; 0; 0), êáé (0; 1; 0; 1=2) åßíáé êÜðïéåò áðü �éò (Üðåéñåò) áðïäåê�Ýò ëý-óåéò ãéá �ï óõãêåêñéìÝíï ó�éãìéü�õðï êáé �çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ. Ôï óõãêåêñéìÝíï ó�éãìéü-�õðï Ý÷åé åðßóçò Üðåéñåò âÝë�éó�åò ëýóåéò ãéá �çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ. ÊÜèå �å�ñÜäá �çò ìïñöÞò(1=4 � x; 1; 1; x=2), üðïõ x 2 [0; 1=4℄, áðï�åëåß ìßá âÝë�éó�ç ëýóç óõìðåñéëáìâÜíïí�áò áí�éêåß-ìåíá óõíïëéêÞò áîßáò 15.25. �éá �çí áêÝñáéá åêäï÷Þ, �ï óõãêåêñéìÝíï ó�éãìéü�õðï Ý÷åé ìüëéò Ýîéáðïäåê�Ýò (ðïéÝò;) êáé ìßá âÝë�éó�ç ëýóç, �çí (0; 1; 1; 0) ìå óõíïëéêÞ áîßá 14.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, �ï ó�éãìéü�õðï (20; ((5; 2); (7; 10); (4; 9))) Ý÷åé ìüíï ìßá âÝë�éó�ç ëýóçêïéíÞ êáé ãéá �éò äýï åêäï÷Ýò, �çí �å�ñÜäá (1; 1; 1). Áêüìç �ï (17; ((6; 6); (11; 10); (9; 8); (8; 8)))Ý÷åé äýï âÝë�éó�åò ëýóåéò ãéá �çí áêÝñáéç åêäï÷Þ, �éò (1, 1, 0, 0) êáé (0, 0, 1, 1) ìå áîßá 16, êáéìüíï ìßá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ, �çí (1; 3=11; 0; 1) ìå áîßá 16 811 . �áñá�çñïýìååðßóçò ü�é ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ Ý÷åé áîßá ìåãáëý�åñç Þ ßóç �çò áîßáò�çò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá �çí áêÝñáéç åêäï÷Þ. Ï ëüãïò åßíáé ü�é ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �çí áêÝñáéçåêäï÷Þ áðï�åëåß ìßá åöéê�Þ ëýóç ãéá �çí êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ, åíþ �ï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé. utÔï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ áðï�åëåß Ýíá �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò(optimization problem). ¸íá ðñüâëçìá óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò Ý÷åé ðïëëÝò áðïäåê�Ýòëýóåéò, óå êáèåìßá áðü �éò ïðïßåò áí�éó�ïé÷åß ìßá áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ (obje
tive value). Ôï æç-�ïýìåíï åßíáé ï õðïëïãéóìüò ìéáò âÝë�éó�çò ëýóçò, äçëáäÞ ìéáò áðïäåê�Þò ëýóçò ìå �ç âÝë�éó�ç(ìÝãéó�ç Þ åëÜ÷éó�ç) áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ. Óõ÷íÜ äåí æç�åß�áé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç, áëëÜ áðëþò çâÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ.Ïñéóìüò 1.1 (�ñüâëçìá Âåë�éó�ïðïßçóçò). ¸íá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò � ÷áñáê�çñßæå�áéáðü �á áêüëïõèá:� ¸íá óýíïëï ó�éãìéï�ýðùí ��.� �éá êÜèå ó�éãìéü�õðï � 2 ��, Ýíá óýíïëï áðïäåê�þí ëýóåùí ��(�).� �éá êÜèå ó�éãìéü�õðï åéóüäïõ � 2 ��, ìéá áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç f� : ��(�) 7! IR ðïõáí�éó�ïé÷åß ìéá áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ óå êÜèå åöéê�Þ ëýóç.ÄåäïìÝíïõ ó�éãìéü�õðïõ � 2 ��, æç�åß�áé íá õðïëïãéóèåß áðïäåê�Þ ëýóç ��� 2 ��(�):8� 2 ��(�); f�(���) � f�(�) ü�áí ðñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò



6 1. ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòÞ 8� 2 ��(�); f�(���) � f�(�) ü�áí ðñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçòÇ ëýóç ��� ïíïìÜæå�áé âÝë�éó�ç ëýóç êáé ç �éìÞ �çò f�(���) âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ.Ìßá éäéáß�åñá óçìáí�éêÞ êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé �á ðñïâëÞìá�á óõí-äõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò (
ombinatorial optimization problems). Äéáéóèç�éêÜ, Ýíá ðñüâëçìáóõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �çí éäéü�ç�á ü�é õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíïóýíïëï áðïäåê�þí ëýóåùí ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç áí êáé ìüíï áí ìéá �Ý�ïéáëýóç õðÜñ÷åé2. ÊÜèå ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò ìå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü áðïäåê�þí ëýóåùíåßíáé ðñüâëçìá óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò.�áñÜäåéãìá 1.2. Ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ, ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ ìéáò áðï-äåê�Þò ëýóçò åßíáé ç óõíïëéêÞ áîßá �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ óõìðåñéëáìâÜíïí�áé ó�ï óáêßäéï. Ôïæç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãéóèåß ç áðïäåê�Þ ëýóç ìå �ç ìÝãéó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ. �ñüêåé�áéäçëáäÞ ãéá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò. Ç áêÝñáéá åêäï÷Þ �ïõ �ñïâÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ åßíáéÝíá ðñüâëçìá óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò, áöïý Ýíá ó�éãìéü�õðï ìå n áí�éêåßìåíá Ý÷åé �ïðïëý 2n áðïäåê�Ýò ëýóåéò. ut¸íá �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò åëá÷éó�ïðïßçóçò åßíáé �ï �ñüâëçìá �ïõ Óõí�ïìü�åñïõÌïíïðá�éïý (Shortest Path Problem): Äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìá ìå âÜñç / ìÞêç ó�éò áêìÝò êáé äýïäéáêåêñéìÝíåò êïñõöÝò s êáé t, êáé æç�åß�áé �ï ìïíïðÜ�é åëÜ÷éó�ïõ óõíïëéêïý ìÞêïõò áðü �çíêïñõöÞ s ó�çí êïñõöÞ t.¸íá Üëëï ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé �ï �ñüâëçìá �ïõ�åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ (Travelling Salesman Problem � TSP): Äßíïí�áé n óçìåßá êáé ãéá êÜèåæåõãÜñé óçìåßùí i; j 2 f1; : : : ; ng, ïé áðïó�Üóåéò dij êáé dji ãéá �ç ìå�Üâáóç áðü �ï i ó�ï j êáéáðü �ï j ó�ï i áí�ßó�ïé÷á (ðÜí�á èá õðïèÝ�ïõìå ü�é ïé áðïó�Üóåéò åßíáé ìç-áñíç�éêÝò êáé ü�é çáðüó�áóç êÜèå óçìåßïõ áðü �ïí åáõ�ü �ïõ åßíáé 0). Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ìßá ðåñéïäåßá (tour),äçëáäÞ Ýíáò êýêëïò ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü üëá �á óçìåßá áêñéâþò ìßá öïñÜ, åëÜ÷éó�ïõ óõíïëéêïýìÞêïõò.Ôï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ åßíáé Ýíá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò. ¼�áí ïéáðïó�Üóåéò åßíáé óõììå�ñéêÝò, äçëáäÞ ãéá êÜèå æåõãÜñé óçìåßùí i; j 2 f1; : : : ; ng åßíáé dij = dji,Ý÷ïõìå �ï Óõììå�ñéêü �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ. ¼�áí åðéðëÝïí ïé áðïó�Üóåéòéêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéó�ü�ç�á �ü�å �á óçìåßá êáé ïé áðïó�Üóåéò �ïõò óõãêñï�ïýí Ýíáìå�ñéêü ÷þñï 3 (metri
 spa
e) êáé Ý÷ïõìå �ï Ìå�ñéêü �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ, ðïõåßíáé áðü �éò ðéï óçìáí�éêÝò ðåñéð�þóåéò ó�çí ðñÜîç.2Åßíáé åíäå÷üìåíï íá õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò áðïäåê�Ýò ëýóåéò êáé áõ�Ýò ðïõ èá óõìðåñéëçöèïýí ó�ï áíáöåñüìåíïðåðåñáóìÝíï óýíïëï íá ÷ñåéÜæå�áé íá åðéëåãïýí êá�Üëëçëá.3¸íá óýíïëï óçìåßùí N ìå ìéá ìç-áñíç�éêÞ óõíÜñ�çóç áðüó�áóçò d : N � N 7! IR+ óõãêñï�ïýí Ýíá ìå�ñéêü÷þñï ü�áí ç óõíÜñ�çóç áðüó�áóçò éêáíïðïéåß �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò: (á) ïé áðïó�Üóåéò åßíáé óõììå�ñéêÝò, äçëáäÞ8i; j 2 N; d(i; j) = d(j; i), (â) ç áðüó�áóç êÜèå óçìåßï áðü �ïí åáõ�ü �ïõ åßíáé 0, äçëáäÞ 8i 2 N , d(i; i) = 0,êáé (ã) ïé áðïó�Üóåéò éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á, äçëáäÞ ãéá êÜèå �ñéÜäá óçìåßùí i; j; k 2 N , d(i; j) �d(i; k) + d(k; j).



1.3. ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 71.3 ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí�éá íá óõãêñßíïõìå äéáöïñå�éêïýò áëãüñéèìïõò ðïõ ëýíïõí �ï ßäéï ðñüâëçìá áðáé�åß�áé íáðñïóäéïñßóïõìå �çí ðïóü�ç�á �ùí õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åê�Ýëåóç �ïõáëãüñéèìïõ (ð.÷. õðïëïãéó�éêüò ÷ñüíïò, èÝóåéò ìíÞìçò, áñéèìüò åðåîåñãáó�þí, åðéêïéíùíßá ìÝóùäéê�ýïõ, êëð.). Ç äéáäéêáóßá �çò ìáèçìá�éêÞò åê�ßìçóçò �ùí õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ áðáé�åßç åê�Ýëåóç åíüò áëãüñéèìïõ ïíïìÜæå�áé áíÜëõóç �ïõ áëãüñéèìïõ.�éá íá áíáëýóïõìå Ýíáí áëãüñéèìï, ðñÝðåé íá èåùñÞóïõìå Ýíá ìïí�Ýëï �ïõ õðïëïãéó�Þó�ïí ïðïßï èá åê�åëåó�åß ï áëãüñéèìïò. �éá �ïõò óêïðïýò �ïõ ìáèÞìá�ïò, èåùñïýìå ü�é êÜèåáëãüñéèìïò èá õëïðïéçèåß óå ìßá Õðïëïãéó�éêÞ Ìç÷áíÞ ¢ìåóçò �ñïóðÝëáóçò ÌíÞìçò (RandomA

ess Ma
hine, RAM) ìå Ýíáí åðåîåñãáó�Þ. Ó�ç Ìç÷áíÞ ¢ìåóçò �ñïóðÝëáóçò ÌíÞìçò, ïéåí�ïëÝò åê�åëïýí�áé áêïëïõèéáêÜ êáé êÜèå ó�ïé÷åéþäåò õðïëïãéó�éêü âÞìá Ý÷åé ìïíáäéáßï êüó�ïò(ãéá üëá �á åßäç õðïëïãéó�éêþí ðüñùí). Óáí ó�ïé÷åéþäç õðïëïãéó�éêÜ âÞìá�á èåùñïýí�áé çðñïóðÝëáóç ìéáò èÝóçò ìíÞìçò ãéá áíÜãíùóç Þ åããñáöÞ, ïé âáóéêÝò åí�ïëÝò (ð.÷. áíÜèåóç �éìÞòóå ìå�áâëç�Þ, óõãêñßóåéò áñéèìþí Þ ÷áñáê�Þñùí, åí�ïëÝò åëÝã÷ïõ ñïÞò, êëð.), êáé ïé âáóéêÝòáñéèìç�éêÝò êáé ëïãéêÝò ðñÜîåéò (ð.÷. ðñüóèåóç, ðïëëáðëáóéáóìüò, ëïãéêü êáé, ëïãéêü Þ, êëð.)åöüóïí áöïñïýí áí�éêåßìåíá ðïõ ìðïñïýí íá áðïèçêåõ�ïýí óå ìéêñü áñéèìü èÝóåùí ìíÞìçò.Ôï ìïí�Ýëï �çò Ìç÷áíÞ ¢ìåóçò �ñïóðÝëáóçò ÌíÞìçò åßíáé ðïëý êïí�Ü ó�á óýã÷ñïíá ìïíï-åðåîåñãáó�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ óõó�Þìá�á.Ç ðéï óõíçèéóìÝíç êá�çãïñßá áíÜëõóçò åíüò áëãïñßèìïõ áöïñÜ �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò. Ï ÷ñü-íïò åê�Ýëåóçò åíüò áëãïñßèìïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åéùäþí âçìÜ�ùí ðïõåê�åëïýí�áé. Ôï åßäïò �ùí ó�ïé÷åéùäþí âçìÜ�ùí �á ïðïßá ðñïóìå�ñþí�áé ðïéêßëåé áíÜëïãá ìå�ï ðñüâëçìá (ð.÷. ãéá �á ðñïâëÞìá�á �áîéíüìçóçò êáé áíáæÞ�çóçò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ðñïó-äéïñßæå�áé áðü �éò óõãêñßóåéò ìå�áîý ó�ïé÷åßùí �çò óõëëïãÞò, ãéá �á ðñïâëÞìá�á áñéèìç�éêþíðñÜîåùí, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ðñïóäéïñßæå�áé áðü �éò áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò ìå�áîý ìïíïøÞöéùíáñéèìþí, êëð.) �éá �á ðñïâëÞìá�á óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ðñïó-äéïñßæå�áé áðü �ïí áñéèìü �ùí áðëþí áñéèìç�éêþí êáé ëïãéêþí ðñÜîåùí, �ùí óõãêñßóåùí, êáé�ùí åí�ïëþí åê÷þñçóçò ðïõ åê�åëïýí�áé êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ áëãüñéèìïõ. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é çåê�Ýëåóç áõ�þí �ùí åí�ïëþí áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá ó�ïé÷åéþäåò õðïëïãéó�éêü âÞìá ìßáò Ìç÷áíÞò¢ìåóçò �ñïóðÝëáóçò ÌíÞìçò.Åßíáé åýëïãï ü�é ç ðïóü�ç�á �ùí õðïëïãéó�éêþí ðüñùí åîáñ�Ü�áé Üìåóá áðü �ï ìÝãåèïò �ïõó�éãìéü�õðïõ ðïõ ðñÝðåé íá åðéëõèåß. �éá ðáñÜäåéãìá, ï õðïëïãéó�éêüò ÷ñüíïò ãéá �çí åðßëõóçåíüò ó�éãìéü�õðïõ �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ ìå äÝêá áí�éêåßìåíá äåí ìðïñåß íá åßíáé óõ-ãêñßóéìïò ìå �ïí õðïëïãéó�éêü ÷ñüíï ãéá �çí åðßëõóç åíüò ó�éãìéü�õðïõ ìå åêá�ü, ÷ßëéá Þ Ýíáåêá�ïììýñéï áí�éêåßìåíá.Ôá áðï�åëÝóìá�á �çò áíÜëõóçò åíüò áëãüñéèìïõ åêöñÜæïí�áé óáí óõíÜñ�çóç �ïõ ìåãÝèïõò�ïõ ó�éãìéü�õðïõ ðïõ åðéëýå�áé. Ôï ìåãÝèïò åíüò ó�éãìéü�õðïõ åßíáé ï áñéèìüò �ùí äõáäéêþíøçößùí (bits) ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá íá áíáðáñáó�áèåß �ï ó�éãìéü�õðï ó�ç ìíÞìç �ïõ õðïëïãéó�Þ.�éá íá äéåõêïëõíèïýìå, óõíÞèùò õðïèÝ�ïõìå ü�é êÜèå ``âáóéêÞ óõíéó�þóá'' �ïõ ó�éãìéü�õðïõ÷ñåéÜæå�áé ðåñßðïõ �ïí ßäéï áñéèìü äõáäéêþí øçößùí ãéá íá áðïèçêåõèåß ó�ç ìíÞìç �ïõ õðïëï-ãéó�Þ êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí áñéèìü �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' óáí ìÝ�ñï �ïõ ìåãÝèïõò �ïõ.�éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ, âáóéêÝò óõíéó�þóåò åßíáé �á áí�éêåßìåíá. ¸�óé�ï ìÝãåèïò åíüò ó�éãìéü�õðïõ ìðïñåß íá èåùñçèåß áíÜëïãï �ïõ áñéèìïý �ùí áí�éêåéìÝíùí �ïõ.



8 1. ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòÁí�ßó�ïé÷á, ïé âáóéêÝò óõíéó�þóåò ó�ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ åßíáé �á óçìåßáêáé ó�ï �ñüâëçìá �çò Ôáîéíüìçóçò åßíáé ïé áñéèìïß ðïõ èá �áîéíïìçèïýí.ÅðéóÞìáíóç. Ç ðáñáðÜíù õðüèåóç óå ó÷Ýóç ìå �ï ìÝãåèïò åíüò ó�éãìéü�õðïõ åßíáé âÜóéìçìüíï ü�áí ç êÜèå ``âáóéêÞ óõíéó�þóá'' ÷ñåéÜæå�áé ðåñßðïõ �ïí ßäéï áñéèìü äõáäéêþí øçößùíãéá íá áðïèçêåõèåß ó�ç ìíÞìç �ïõ õðïëïãéó�Þ. �éá ðáñÜäåéãìá, åßíáé åýëïãï íá äå÷èïýìå ü�é�á áí�éêåßìåíá (10; 5) êáé (100; 30) óõíåéóöÝñïõí �ï ßäéï ó�ï ìÝãåèïò åíüò ó�éãìéü�õðïõ �ïõ�ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ. Ç ßäéá ðáñáäï÷Þ äåí ìðïñåß íá ãßíåé öõóéêÜ ãéá �á áí�éêåßìåíá(1; 1) êáé (22004; 22005). ut1.3.1 Áñ÷Þ �ïõ Áíáëëïßù�ïõ êáé Áóõìð�ù�éêÞ Åê�ßìçóç¸÷ïí�áò êá�áëÞîåé óå Ýíá õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ãéá �çí áíÜëõóç �ùí áëãïñßèìùí êáé óå ÝíáìÝ�ñï �ïõ ìåãÝèïõò �ùí ó�éãìéü�õðùí åíüò ðñïâëÞìá�ïò, áíáêýð�åé �ï åñþ�çìá ðïéá åßíáé çõëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ ãéá �çí ïðïßá èá ãßíåé ç áíÜëõóç.Ç áñ÷Þ �ïõ áíáëëïßù�ïõ (prin
iple of invarian
e) áðáí�Üåé ü�é ïõóéáó�éêÜ áõ�ü åßíáé áäéÜ-öïñï. Ç áñ÷Þ �ïõ áíáëëïßù�ïõ ëÝåé ü�é äýï äéáöïñå�éêÝò õëïðïéÞóåéò �ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ äåíäéáöÝñïõí óå áðï�åëåóìá�éêü�ç�á ðáñÜ ìüíï êá�Ü ìéá ó�áèåñÞ áíáëïãßá (ð.÷. áõ�Þ åîáñ�Ü-�áé áðü �çí �å÷íïëïãßá �ïõ õëéêïý êáé �ïõ ëïãéóìéêïý �ïõ õðïëïãéó�éêïý óõó�Þìá�ïò ó�ï ïðïßïèá åê�åëåó�åß ï áëãüñéèìïò). Óõíåðþò, ïé ðïëëáðëáóéáó�éêÝò ó�áèåñÝò äåí ðáßæïõí éäéáß�åñáóçìáí�éêü ñüëï ó�ç èåùñç�éêÞ åê�ßìçóç �çò áðïäï�éêü�ç�áò �ùí áëãïñßèìùí êáé ìðïñïýí íááãíïçèïýí (äåí ðñÝðåé íá áãíïïýí�áé üìùò ó�çí ðñÜîç).Ïñéóìüò 1.2 (Áñ÷Þ �ïõ Áíáëëïßù�ïõ). ¸íáò áëãüñéèìïò áðáé�åß ÷ñüíï �çò �Üîåùò T (n) ãéá íáåê�åëåóèåß, üðïõ n åßíáé �ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ ðñïò åðßëõóç, åÜí õðÜñ÷åé èå�éêÞ ó�áèåñÜ
 êáé õëïðïßçóç �ïõ áëãïñßèìïõ éêáíÞ íá ëýóåé êÜèå ó�éãìéü�õðï ìåãÝèïõò n óå ÷ñüíï ü÷éðåñéóóü�åñï áðü 
 T (n) âÞìá�á.Ìå ÷ñÞóç �çò áñ÷Þò �ïõ áíáëëïßù�ïõ, êÜèå Üëëç õëïðïßçóç �ïõ ßäéïõ áëãïñßèìïõ èá Ý÷åé �ïíßäéï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò (ìå åíäå÷üìåíç áëëáãÞ �çò ó�áèåñÜò 
). Áõ�Þ ç éäéáß�åñá óçìáí�éêÞ Ýííïéáåßíáé ãíùó�Þ ùò áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç. Ç áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç êá�áäåéêíýåé ü�é ç óõìðåñéöïñÜ�ïõ áëãüñéèìïõ ãéá ìåãÜëá ó�éãìéü�õðá åßíáé áõ�Þ ðïõ ÷áñáê�çñßæåé �çí áðïäï�éêü�ç�Ü �ïõ.Ìå áðëÜ ëüãéá, �ï óçìáí�éêü ó�ç (èåùñç�éêÞ) áíÜëõóç åíüò áëãüñéèìïõ åßíáé ï ðñïóäéïñé-óìüò �çò �Üîçò ìåãÝèïõò �ïõ ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçò óáí óõíÜñ�çóç �ïõ ìåãÝèïõò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ4.¼�áí �ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ n ãßíåé áñêå�Ü ìåãÜëï, ïé �éìÝò �çò óõíÜñ�çóçò ðïõ êáèïñßæåé�çí �Üîç ìåãÝèïõò åßíáé óçìáí�éêÜ ìåãáëý�åñåò áðü ïðïéïõóäÞðï�å Üëëïõò üñïõò. �éá ðáñÜ-äåéãìá, ü�áí �ï n ãßíåé áñêå�Ü ìåãÜëï, �ï 2n åßíáé óçìáí�éêÜ ìåãáëý�åñï áðü �ï 1000n2 êáé�ï n2 åßíáé óçìáí�éêÜ ìåãáëý�åñï áðü �ï 100n log n. Ó�ç èåùñßá ëïéðüí, Ýíáò áëãüñéèìïò ìå÷ñüíï åê�Ýëåóçò ìéêñü�åñçò �Üîçò ìåãÝèïõò åßíáé ðñï�éìü�åñïò áðü Ýíáí áëãüñéèìï ìå ÷ñüíïåê�Ýëåóçò ìåãáëý�åñçò �Üîçò ìåãÝèïõò. Ó�çí ðñÜîç, ï ðñþ�ïò áëãüñéèìïò åßíáé ãñçãïñü�åñïòáðü �ïí äåý�åñï ìüíï ü�áí �á ó�éãìéü�õðá ðïõ åðéëýïí�áé åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëá.ÌåñéêÝò �Üîåéò ìåãÝèïõò åßíáé éäéáß�åñá óõíçèéóìÝíåò. ¼�áí �ï T (n) åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõn ëÝìå ü�é ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé ó�áèåñüò (óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå4Ó�ï åîÞò �ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ èá óõìâïëßæå�áé ìå n åê�üò áí ñç�Ü áíáöÝñå�áé êÜ�é äéáöïñå�éêü.Åðßóçò, èá óõìâïëßæïõìå ìå log n �ï ëïãÜñéèìï ìå âÜóç 2 êáé ìå lnn �ï öõóéêü ëïãÜñéèìï �ïõ n.



1.3. ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 9ü�é T (n) = 1 ìå âÜóç �çí áñ÷Þ �ïõ áíáëëïßù�ïõ). ¼�áí T (n) = n, n2, Þ n3 ëÝìå ü�é ï ÷ñüíïòåê�Ýëåóçò åßíáé ãñáììéêüò, �å�ñáãùíéêüò, êáé êõâéêüò áí�ßó�ïé÷á. ¼�áí T (n) = nk ãéá êÜðïéáóõãêåêñéìÝíç ó�áèåñÜ k, ëÝìå ü�é ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé ðïëõùíõìéêüò, åíþ ü�áí T (n) = dnãéá êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç ó�áèåñÜ d > 1, ëÝìå ü�é ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé åêèå�éêüò.ÅðéóÞìáíóç. Ó�ç óõæÞ�çóç ó÷å�éêÜ ìå �çí áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç, ç Ýííïéá �ïõ ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçòìðïñåß íá áí�éêá�áó�áèåß áðü ïðïéïíäÞðï�å õðïëïãéó�éêü ðüñï (ð.÷. ìíÞìç, áñéèìü åðåîåñãá-ó�þí, ìçíýìá�á äéê�ýïõ, êëð.) ùò ðñïò �çí ïðïßá õðïëïãßæïõìå �çí áðïäï�éêü�ç�á �ïõ áëãüñéè-ìïõ. ut1.3.2 ÁíÜëõóç ×åéñü�åñçò �åñßð�ùóçòÇ áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí åîáãùãÞ óõìðåñáóìÜ�ùí ó÷å�éêÜ ìå �ï ÷ñüíïåê�Ýëåóçò �ùí áëãïñßèìùí, êáé ãåíéêü�åñá ó÷å�éêÜ ìå �éò áðáé�Þóåéò �ïõò óå äéÜöïñá åßäç õðï-ëïãéó�éêþí ðüñùí. Ó�çí éäáíéêÞ ðåñßð�ùóç, èá èÝëáìå ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åíüò áëãüñéèìïõ íáäßíå�áé áðü ìßá óõíÜñ�çóç �ïõ n, äçëáäÞ �ïõ ìåãÝèïõò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ.Åßíáé üìùò ðïëý óõíçèéóìÝíï, Ýíáò áëãüñéèìïò íá ðáñïõóéÜæåé åí�åëþò äéáöïñå�éêü ÷ñüíïåê�Ýëåóçò ãéá äéáöïñå�éêÜ ó�éãìéü�õðá �ïõ ßäéïõ ìåãÝèïõò. ÕðÜñ÷ïõí äçëáäÞ óçìáí�éêÝò áðï-êëßóåéò ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, ïé ïðïßåò åîáñ�þí�áé åê�üò áðü �ï ìÝãåèïò, êáé áðü �ç äïìÞ ó�éã-ìéü�õðïõ åéóüäïõ.�éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �ïí áëãüñéèìï ãñáììéêÞò áíáæÞ�çóçò óå Ýíáí ðßíáêá ìå nó�ïé÷åßá. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ç èÝóç �ïõ ó�ïé÷åßïõ ðïõ áíáæç-�ïýìå. Áí �ï ó�ïé÷åßï âñßóêå�áé ó�éò ðñþ�åò èÝóåéò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáéó�áèåñüò, åíþ áí �ï ó�ïé÷åßï âñßóêå�áé ó�éò �åëåõ�áßåò èÝóåéò Þ äåí õðÜñ÷åé ó�ïí ðßíáêá, ï ÷ñü-íïò åê�Ýëåóçò åßíáé ãñáììéêüò. Ìå Üëëá ëüãéá, ï áëãüñéèìïò ãñáììéêÞò áíáæÞ�çóçò Ý÷åé ó�áèåñü÷ñüíï åê�Ýëåóçò êáëý�åñçò ðåñßð�ùóçò êáé ãñáììéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò.Ôßèå�áé ëïéðüí �ï åñþ�çìá ðïéá áðü �éò äýï ðåñéð�þóåéò ìðïñåß íá èåùñçèåß áí�éðñïóù-ðåõ�éêÞ ãéá �ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ áëãüñéèìïõ (ó�ç èåùñßá êáé ó�çí ðñÜîç). Ç áðëïýó�åñç êáéáóöáëÝó�åñç åðéëïãÞ åßíáé íá èåùñÞóïõìå ìüíï �á ó�éãìéü�õðá ðïõ ìåãéó�ïðïéïýí �ï ÷ñüíïåê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ, äçëáäÞ íá åöáñìüóïõìå �ç ëåãüìåíç áíÜëõóç ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ù-óçò (worst-
ase analysis).Áðü èåùñç�éêÞò Üðïøçò, ç áíÜëõóç ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò åßíáé éäéáß�åñá åðéèõìç�Þ åðåéäÞðáñÝ÷åé Ýíá Üíù öñÜãìá ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï åéóüäïõ. ¼ìùòêáé ó�çí ðñÜîç, ïé ðåñéóóü�åñïé áëãüñéèìïé Ý÷ïõí ÷ñüíïõò åê�Ýëåóçò ðïõ äåí äéáöïñïðïéïý-í�áé óçìáí�éêÜ áðü �á áðï�åëÝóìá�á �çò áíÜëõóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò (ð.÷. âë. áëãüñéèìïõò�áîéíüìçóçò merge-sort êáé heap-sort Þ áëãüñéèìï äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò). �éá êÜðïéïõò áëãüñéè-ìïõò ðïõ �á ó�éãìéü�õðá åéóüäïõ ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò åßíáé ç åîáßñåóç êáé ü÷é ï êáíüíáò (ð.÷.ðéèáíï�éêÞ åêäï÷Þ �çò qui
ksort, áíáæÞ�çóç ìå ðáñåìâïëÞ), åöáñìüæïõìå áíÜëõóç ìÝóçò ðåñß-ð�ùóçò (avegage-
ase analysis) ãéá íá Ý÷ïõìå óáöÞ êáé áóöáëÞ åéêüíá ãéá �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò�ïõ áëãüñéèìïõ ó�çí ðñÜîç.1.3.3 Áóõìð�ù�éêüò ÓõìâïëéóìüòÇ áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç áãíïåß �éò ó�áèåñÝò êáé åîå�Üæåé ìüíï �çí �Üîç ìåãÝèïõò �ïõ ÷ñüíïõåê�Ýëåóçò åíüò áëãüñéèìïõ. Ï áóõìð�ù�éêüò óõìâïëéóìüò ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá íá åêöñáó�ïýí



10 1. ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåò�á áðï�åëÝóìá�á �çò áóõìð�ù�éêÞò åê�ßìçóçò.�éá äéåõêüëõíóç, ïñßæïõìå �éò äéÜöïñåò ìïñöÝò áóõìð�ù�éêïý óõìâïëéóìïý ãéá óõíáñ�Þóåéòìå ðåäßï ïñéóìïý �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí IN = f0; 1; 2; : : :g. Ï ëüãïò åßíáé ü�é �ïìÝãåèïò åíüò ó�éãìéü�õðïõ åßíáé öõóéêüò áñéèìüò. Ïé ïñéóìïß ìðïñïýí åýêïëá íá åðåê�áèïýíóå ðñáãìá�éêÝò óõíáñ�Þóåéò. Óå üëïõò �ïõò ïñéóìïýò õðïèÝ�ïõìå ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò åßíáé èå�éêÝò(äçë. ðáßñíïõí �éìÝò ó�ï IR�+).Óõìâïëéóìüò �. To � ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �ïí áêñéâÞ ðñïóäéïñéóìü �çò �Üîçò ìåãÝèïõò ìßáòóõíÜñ�çóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç g(n), ç êëÜóç óõíáñ�Þóåùí�(g(n)) áðï�åëåß�áéáðü üëåò �éò óõíáñ�Þóåéò ìå �çí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò. ÔõðéêÜ, äåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n),óõìâïëßæïõìå ìå �(g(n)) �ï óýíïëï óõíáñ�Þóåùí�(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (9
1; 
2 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) 
1 g(n) � f(n) � 
2 g(n)gÌå Üëëá ëüãéá, ìéá óõíÜñ�çóç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí �(g(n)) áí õðÜñ÷ïõíèå�éêÝò ó�áèåñÝò 
1; 
2 �Ý�ïéåò þó�å �ï f(n) íá åßíáé ìå�áîý 
1 g(n) êáé 
2 g(n) ãéá üëåò �éò �éìÝò�ïõ n ðïõ îåðåñíïýí Ýíá êá�þöëé n0 (äéáéóèç�éêÜ, ãéá üëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n).Ï óõìâïëéóìüò �(g(n)) äçëþíåé êëÜóç óõíáñ�Þóåùí. Ìïëá�áý�á, ãñÜöïõìå f(n) =�(g(n)) (êáé ü÷é f(n) 2 �(g(n))) ãéá íá äçëþóïõìå ü�é ç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þ-óåùí �(g(n)). Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå üëåò �éò ìïñöÝò áóõìð�ù�éêïý óõìâïëéóìïý.Åî' ïñéóìïý ï áóõìð�ù�éêüò óõìâïëéóìüò áãíïåß �éò ó�áèåñÝò. ÅðéðëÝïí, ï áóõìð�ù�éêüòóõìâïëéóìüò ðñïóäéïñßæåé �çí �Üîç ìåãÝèïõò �ùí óõíáñ�Þóåùí êáé áãíïåß üñïõò ìéêñü�åñçò�Üîçò ìåãÝèïõò. Êáèþò �ï n �åßíåé ó�ï Üðåéñï, ïé üñïé ìéêñü�åñçò �Üîçò ìåãÝèïõò êáèßó�áí�áéáìåëç�Ýïé óå ó÷Ýóç ìå �ïí êõñßáñ÷ï üñï.�éá ðáñÜäåéãìá, ãéá êÜèå ðïëõþíõìï äåõ�Ýñïõ âáèìïý f(n) = an2 + bn+ 
, a > 0, éó÷ýåéü�é f(n) = �(n2). �ñÜãìá�é, êáèþò �ï n �åßíåé ó�ï Üðåéñï, ï êõñßáñ÷ïò üñïò n2 êáèïñßæåé �çóõìðåñéöïñÜ �çò óõíÜñ�çóçò f(n). �åíéêü�åñá, êÜèå ðïëõþíõìï âáèìïý d áíÞêåé ó�çí êëÜóç�(nd). Ïìïßùò, åßíáé 106n2 + 104n3 + 10�2n3 log n = �(n3 logn), áöïý �ï n3 logn åßíáé ïêõñßáñ÷ïò üñïò. Áêüìç, êÜèå ó�áèåñÞ óõíÜñ�çóç áíÞêåé ó�çí êëÜóç �(1), áöïý �ï óçìáí�éêüåßíáé ü�é ç óõíÜñ�çóç Ý÷åé �çí ßäéá �éìÞ ãéá êÜèå n êáé ü÷é ðïéá áêñéâþò åßíáé áõ�Þ ç �éìÞ.Óõìâïëéóìüò O. ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå O(g(n)) �ï óýíïëï �ùíóõíáñ�ÞóåùíO(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (9
 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) f(n) � 
 g(n)gÌå Üëëá ëüãéá, ìéá óõíÜñ�çóç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí O(g(n)) áí õðÜñ÷åé ó�á-èåñÜ 
 �Ý�ïéá þó�å �ï f(n) íá ìçí îåðåñíÜ �ï 
 g(n) ãéá üëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n.Ï óõìâïëéóìüòO äßíåé Ýíá Ýíá áóõìðù�éêü ÜíùöñÜãìá ó�çí �Üîç ìåãÝèïõò ìéáò óõíÜñ�çóçò.¼ðùò êáé ãéá �ï óõìâïëéóìü �, ãñÜöïõìå f(n) = O(g(n)) áí êáé �ï O(g(n)) ïñßæåé êëÜóçóõíáñ�Þóåùí.Óõãêñßíïí�áò �ïõò ïñéóìïýò �ùí óõìâïëéóìþí � êáé O, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�éêÜèå óõíÜñ�çóç f(n) ðïõ áíÞêåé ó�ï �(g(n)), áíÞêåé êáé ó�ï O(g(n)). ÄçëáäÞ, �(g(n)) �O(g(n)).



1.3. ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 11Óõìâïëéóìüò 
. ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå 
(g(n)) �ï óýíïëï �ùíóõíáñ�Þóåùí
(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (9
 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) 
 g(n) � f(n)gÌå Üëëá ëüãéá, ìéá óõíÜñ�çóç f(n) áíÞêåé ó�çí êëÜóç óõíáñ�Þóåùí O(g(n)) áí õðÜñ÷åé ó�á-èåñÜ 
 �Ý�ïéá þó�å �ï f(n) íá ìçí õðïëåßðå�áé �ïõ 
 g(n) ãéá üëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n.Ï óõìâïëéóìüò 
 äßíåé Ýíá Ýíá áóõìðù�éêü êÜ�ù öñÜãìá ó�çí �Üîç ìåãÝèïõò ìéáò óõíÜñ�ç-óçò. Óõãêñßíïí�áò �ïõò ïñéóìïýò �ùí óõìâïëéóìþí �, O, êáé 
, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìáü�é ïé óõíáñ�Þóåéò f(n) êáé g(n) åßíáé f(n) = �(g(n)) áí êáé ìüíï áí f(n) = O(g(n)) êáéf(n) = 
(g(n)). �éá ðáñÜäåéãìá, ü�áí f(n) = �(n2), éó÷ýåé åðßóçò ü�é f(n) = O(n2) êáéf(n) = 
(n2). Áí�ßó�ñïöá, ü�áí g(n) = O(n3) êáé g(n) = 
(n3), éó÷ýåé ü�é g(n) = �(n3).Óõìâïëéóìüò o. Ôï áóõìð�ù�éêü Üíù öñÜãìá �ïõ óõìâïëéóìïý O äåí åßíáé ðÜí�á áêñéâÝò(tight), äçë. äåí åßíáé ðÜí�á �ï êáëý�åñï äõíá�ü. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï öñÜãìá 2n2 = O(n2) åßíáéáêñéâÝò, åíþ �ï öñÜãìá 2n2 = O(n3) äåí åßíáé. O óõìâïëéóìüò o äçëþíåé Ýíá Üíù öñÜãìá �ïïðïßï äåí åßíáé áêñéâÝò.ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå o(g(n)) �ï óýíïëï �ùí óõíáñ�Þóåùío(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (8
 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) f(n) < 
 g(n)ggÏ ïñéóìüò �ïõ o áðáé�åß ãéá êÜèå èå�éêÞ ó�áèåñÜ 
, �ï f(n) íá åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ 
 g(n) ãéáüëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. Ìéá éóïäýíáìç ìáèçìá�éêÞ äéá�ýðùóç åßíáé ü�é f(n) = o(g(n)) áílimn!1 f(n)g(n) = 0. ÅðïìÝíùò, 2n2 = o(n3), áëëÜ 2n2 6= o(n2).Óõìâïëéóìüò !. �áñüìïéá ìå �ï o, ï óõìâïëéóìüò ! ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ðïõäåí åßíáé áêñéâÝò. ÄåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñ�çóçò g(n), óõìâïëßæïõìå ìå !(g(n)) �ï óýíïëï �ùíóõíáñ�Þóåùí!(g(n)) = ff(n) : IN 7! IR+ j (8
 2 IR�+) (9n0 2 IN) (8n � n0) 
 g(n) < f(n)gÏ ïñéóìüò �ïõ ! áðáé�åß ãéá êÜèå èå�éêÞ ó�áèåñÜ 
, �ï f(n) íá åßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ 
 g(n) ãéáüëåò �éò ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. Ìéá éóïäýíáìç ìáèçìá�éêÞ äéá�ýðùóç åßíáé ü�é f(n) = !(g(n))áí limn!1 f(n)g(n) =1. ÅðïìÝíùò, 2n2 = !(n), áëëÜ 2n2 6= !(n2).¢óêçóç 1.1. ¸ó�ù f(n) êáé g(n) èå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå ðåäßï ïñéóìïý �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.�éá êÜèå ìéá áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò åß�å íá áðïäåßîå�å ü�é åßíáé áëçèÞò åß�å íá åîçãÞóå�åãéá�ß åßíáé øåõäÞò:1. 10f(n) + 1010 = O(f(n)).2. f(n) + g(n) = �(minff(n); g(n)g).3. f(n) + g(n) = 
(minff(n); g(n)g).4. f(n) + g(n) = O(maxff(n); g(n)g).5. Áí f(n) = �(g(n)), �ü�å 2f(n) = �(2g(n)).



12 1. ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåò6. f(n) = 
(f(n=2)).Ëýóç. Ïé 1, 3, 4, êáé 6 åßíáé áëçèåßò êáé áðïäåéêíýïí�áé ìå �ïõò ïñéóìïýò. Ïé 2 êáé 5 åßíáéøåõäåßò êáé ìðïñïýí íá âñåèïýí áí�éðáñáäåßãìá�á. ut¢óêçóç 1.2. Íá �ïðïèå�çèïýí ïé ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò:25n log4 n (log n)100 log logn n log logn n0:1 log logn2n n0:6 2n + n2100 n1= logn log(n!)nlogn log logn 2log3 n nlogn 2 + n (log n)lognËýóç. Åßíáé n1= log n = �(1); log logn; log4 n; (log n)100 log log n; n0:1 log logn;n0:6; n log log n; log(n!) = �(n logn); nlogn 2 + n = �(n logn);(log n)log n = �(nlog log n); nlogn; 2log3 n = �(nlog2 n); 2n; 2n + n2100 = �(2n); 25n¢óêçóç 1.3. Ó�ïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß, óçìåéþó�å óå ðïéåò ðåñéð�þóåéò ç óõíÜñ�çóç f(n)áíÞêåé ó�éò êëÜóåéò �(g(n));O(g(n)); o(g(n));
(g(n)), êáé !(g(n)) êáé óå ðïéåò ü÷é.f(n) g(n) �(g(n)) O(g(n)) o(g(n)) 
(g(n)) !(g(n))2n+5 2n + 25 + n100n4 � n3 16log n54n 102nn1= log log n n0:001n! nnnlog20 n 2nËýóç. f(n) g(n) �(g(n)) O(g(n)) o(g(n)) 
(g(n)) !(g(n))2n+5 2n + 25 + n100 íáé íáé ü÷é íáé ü÷én4 � n3 16log n íáé íáé ü÷é íáé ü÷é54n 102n ü÷é ü÷é ü÷é íáé íáén1= log log n n0:001 ü÷é íáé íáé ü÷é ü÷én! nn ü÷é íáé íáé ü÷é ü÷énlog20 n 2n ü÷é íáé íáé ü÷é ü÷é



1.4. ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò 131.4 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝòÔá [11℄, [7℄, [3℄, [37℄, [30℄, êáé [1℄ áðï�åëïýí åîáéñå�éêÜ âéâëßá óå èÝìá�á Äïìþí ÄåäïìÝíùí,Èåùñßáò Áëãïñßèìùí, êáé Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò. Åéäéêü�åñá, �ï [11℄ áðï�åëåß óçìåßïáíáöïñÜò ó�çí ðåñéï÷Þ �çò Èåùñßáò Áëãïñßèìùí, äéäÜóêå�áé óå üëá �á ìåãÜëá �áíåðéó�Þìéá�çò ÁìåñéêÞò êáé �çò Åõñþðçò, êáé êáëýð�åé ìå åîáéñå�éêü �ñüðï üëá �á âáóéêÜ êáé áñêå�Üðñï÷ùñçìÝíá æç�Þìá�á. Ôï [1℄ Þ�áí �ï ðñþ�ï âéâëßï åéóáãùãÞò ó�ç Èåùñßá Áëãïñßèìùí. Ïé�ñåéò �üìïé �ïõ K. Mehlhorn [30℄ áðï�åëïýóáí ãéá ðïëëÜ ÷ñüíéá óçìåßï áíáöïñÜò ó�çí ðåñéï÷Þ�ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí. Åîáéñå�éêÜ âéâëßá óå èÝìá�á Áëãïñßèìùí êáé Äïìþí ÄåäïìÝíùí åßíáé�á [3℄ êáé [37℄ (âë. êáé ó÷å�éêÞ éó�ïóåëßäá ðïõ óõí�çñåß�áé áðü �ïí R. Sedgewi
k). Ôï [7℄áðï�åëåß Ýíá åîáéñå�éêü âéâëßï ðïõ êáëýð�åé üëï �ï öÜóìá �çò Èåùñßáò Áëãïñßèìùí åó�éÜæïí�áòðåñéóóü�åñï ó�éò ìåèüäïõò êáé �éò �å÷íéêÝò. Ôá [11℄ êáé [7℄ Ý÷ïõí ðïëëÜ åîáéñå�éêÜ ðáñáäåßãìá�áêáé áóêÞóåéò.Ôï [32℄ åó�éÜæåé ó�çí áðïäï�éêÞ åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ìå óç-ìåßï åêêßíçóçò êáé áíáöïñÜò �ï �ñáììéêü �ñïãñáììá�éóìü. Ôá [41℄ êáé [17℄ åó�éÜæïõí óåáëãüñéèìïõò ãñáöçìÜ�ùí. Ôá �ñßá áõ�Ü âéâëßá ðñï÷ùñïýí óå âÜèïò êáé áðáé�ïýí ðïëý êáëüìáèçìá�éêü êáé áëãïñéèìéêü õðüâáèñï áðü �ïí áíáãíþó�ç.Ôá [20℄ êáé [33℄ áðï�åëïýí åîáéñå�éêÜ âéâëßá óå èÝìá�á Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò.Åéäéêü�åñá �ï [20℄ áðï�åëåß óçìåßï áíáöïñÜò ãéá èÝìá�áNP-ðëçñü�ç�áò êáé äõóåðßëõ�ùí õðï-ëïãéó�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ãåíéêü�åñá. Ôï [33℄ áðï�åëåß ßóùò �çí ðëçñÝó�åñç êáé ðéï óýã÷ñïíçåéóáãùãÞ ó�ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò.Ôá [31℄ êáé [42℄ ðåñéãñÜöïõí �éò óýã÷ñïíåò åîåëßîåéò ó�çí ðåñéï÷Þ �çò Èåùñßáò Áëãïñßèìùí.Ôï ðñþ�ï áíáöÝñå�áé áðïêëåéó�éêÜ óå �éèáíï�éêïýò Áëãüñéèìïõò êáé �ï äåý�åñï óå èÝìá�áÁëãüñéèìùí �ñïóÝããéóçò ãéá äõóåðßëõ�á õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á.
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2 Äéáßñåé-êáé-ÂáóßëåõåÇ ìÝèïäïò �ïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå (divide-and-
onquer) åßíáé ìßá éäéáß�åñá áðëÞ êáé ðïëý áðï-�åëåóìá�éêÞ ìÝèïäïò ó÷åäéáóìïý áëãïñßèìùí ðïõ âñßóêåé åöáñìïãÞ óå ðëçèþñá ðñïâëçìÜ�ùíáðü äéáöïñå�éêÜ ðåäßá (ð.÷. �áîéíüìçóç, ðïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí, ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier).Ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü �ç öýóç �çò. Ç åöáñìïãÞ �ïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå ãéá �çí åðßëõóç åíüò õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò óõíßó�á�áé óå �ñßá âáóéêÜ âÞìá�á:1. Äéáßñåóç �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ óå äýï Þ ðåñéóóü�åñá õðï-ó�éãìéü�õðá (subinstan
es).2. Åðßëõóç �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí ìå áíáäñïìéêÞ åöáñìïãÞ �ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ.3. Óýíèåóç �çò ëýóçò �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ áðü �éò ëýóåéò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí.Ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå åöáñìüæå�áé ðÜí�á áðü �çí êïñõöÞ ðñïò �ç âÜóç (top-down).Äéáéñåß óõíå÷þò ìåãÜëá ó�éãìéü�õðá óå ìéêñü�åñá ìÝ÷ñé íá ö�Üóåé óå ó�ïé÷åéþäç ó�éãìéü�õðá.Ó�çí ðñÜîç, ü�áí �ï ìÝãåèïò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí ãßíåé áñêå�Ü ìéêñü, �åñìá�ßæïõìå �çí áíá-äñïìÞ êáé åðéëýïõìå �á õðï-ó�éãìéü�õðá ìå êÜðïéïí ìç-áíáäñïìéêü áëãüñéèìï.ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìá�á åöáñìïãÞò �çò ìåèüäïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå åßíáé ï áëãüñéèìïò �á-îéíüìçóçò ìå óõã÷þíåõóç (merge-sort), ï áëãüñéèìïò �á÷åßáò �áîéíüìçóçò (qui
ksort), êáé ïáëãüñéèìïò åðéëïãÞò óå ãñáììéêü ÷ñüíï ðïõ âáóßæå�áé ó�çí ßäéá äéáäéêáóßá äéáßñåóçò ìå �çí�á÷åßá �áîéíüìçóç. Áõ�ïß ïé áëãüñéèìïé ðáñïõóéÜó�çêáí áíáëõ�éêÜ ó�ï ìÜèçìá �ùí ÄïìþíÄåäïìÝíùí.Ïé ðñïûðïèÝóåéò ãéá åðé�õ÷çìÝíç åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå åßíáé:1. Ç äéáßñåóç íá åßíáé óçìáí�éêÜ åõêïëü�åñç áðü �çí åðßëõóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ. �éáðáñÜäåéãìá, ó�çí �áîéíüìçóç ìå óõã÷þíåõóç, ç äéáßñåóç åßíáé �å�ñéìÝíç, ï áñ÷éêüò ðßíáêáòáðëþò äéáéñåß�áé óå äýï éóïìåãÝèåéò õðïðßíáêåò. Ó�çí �á÷åßá �áîéíüìçóç, ç äéáßñåóçãßíå�áé åýêïëá åîå�Üæïí�áò êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá ìßá öïñÜ.2. Ç äéáßñåóç íá ðáñÜãåé õðï-ó�éãìéü�õðá ðïõ åßíáé óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñá êáé åî' áé�ßáòáõ�ïý, óçìáí�éêÜ åõêïëü�åñï íá åðéëõèïýí óå ó÷Ýóç ìå �ï áñ÷éêü ó�éãìéü�õðï. �éá ðáñÜ-äåéãìá, ó�ïõò áëãüñéèìïõò �áîéíüìçóçò ìå óõã÷þíåõóç êáé �á÷åßáò �áîéíüìçóçò, ç �áîé-íüìçóç äýï óõíüëùí n=2 ó�ïé÷åßùí åßíáé óçìáí�éêÜ åõêïëü�åñç áðü �çí �áîéíüìçóç åíüòóõíüëïõ n ó�ïé÷åßùí.3. Ç äéáßñåóç íá ìçí ïäçãåß óå ßäéá (Þ åðéêáëõð�üìåíá) ó�éãìéü�õðá. ÅðåéäÞ êÜèå õðï-ó�éãìéü�õðï ëýíå�áé áðü ìéá áíåîÜñ�ç�ç áíáäñïìéêÞ êëÞóç, ç åðáíÜëçøç õðï-ó�éãìéï�ýðùí15



16 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõåïäçãåß óå óðá�Üëç õðïëïãéó�éêþí ðüñùí. �éá ðáñÜäåéãìá, ó�ïõò áëãüñéèìïõò �áîéíüìçóçòìå óõã÷þíåõóç êáé �á÷åßáò �áîéíüìçóçò, áðü �ç äéáßñåóç ðñïêýð�ïõí îÝíïé ìå�áîý �ïõòõðïðßíáêåò ðïõ �áîéíïìïýí�áé áíåîÜñ�ç�á.4. Ç óýíèåóç �çò ëýóçò ãéá �ï áñ÷éêü ó�éãìéü�õðï áðü �éò ëýóåéò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí íáåßíáé óçìáí�éêÜ åõêïëü�åñç áðü �çí åðßëõóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ. Ó�çí �á÷åßá �áîé-íüìçóç ãéá ðáñÜäåéãìá, ç äéáäéêáóßá �çò äéáßñåóçò êáèéó�Ü �ç äéáäéêáóßá �çò óýíèåóçò�å�ñéììÝíç. Ó�çí �áîéíüìçóç ìå óõã÷þíåõóç, äýï �áîéíïìçìÝíïé õðïðßíáêåò ìðïñïýí íáóõã÷ùíåõèïýí åýêïëá óå Ýíáí �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá óå ãñáììéêü ÷ñüíï.Åê�üò áðü �çí áðëü�ç�á ó�ç óýëëçøç êáé �çí åöáñìïãÞ, Ýíá óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá �çòìåèüäïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå åßíáé ü�é ïäçãåß óå (áíáäñïìéêïýò) áëãüñéèìïõò ðïõ åßíáé åýêïëïíá áíáëõèïýí. Ç áíÜëõóç åíüò áëãüñéèìïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå óõíßó�á�áé ó�ç äéá�ýðùóç êáé�çí åðßëõóç �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò ðïõ äéÝðåé �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ áëãïñßèìïõ. Ç áíáäñï-ìéêÞ åîßóùóç ðñïêýð�åé óõíÞèùò åýêïëá áðü �çí ðåñéãñáöÞ �ïõ áëãüñéèìïõ. Ç åðßëõóç �çòáíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé áêüìç åõêïëü�åñç áöïý åßíáé ãíùó�Ü ðïëëÜ éó÷õñÜ ìáèçìá�éêÜ åñ-ãáëåßá ãéá áõ�ü �ï óêïðü, åíþ ìðïñåß íá ãßíåé êáé ìå �ç ÷ñÞóç ìáèçìá�éêþí ðáêÝ�ùí ëïãéóìéêïý(Mapple, Mathemati
a, êëð).Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå áëãüñéèìïõò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìüðïëõøÞöéùí áñéèìþí, ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò n-ïó�Þò äýíá-ìçò åíüò áñéèìïý, êáèþò êáé �ïí áëãüñéèìï �ñÞãïñïõ Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier (Fast FourierTransform).¢óêçóç 2.1. Äßíå�áé ï ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ n-ïó�ïý üñïõ �çò áêï-ëïõèßáò Fibona

i. �ïéüò åßíáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ; �éá�ß ï áëãüñéèìïò áõ�üòäåí åßíáé áðïäï�éêüò; Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ íá õðïëïãßæåé �ï n-ïó�ü üñï �çòáêïëïõèßáò Fibona

i óå ãñáììéêü ÷ñüíï.Fibïna

iRe
(n)if n � 1 then return(n);return(Fibona

iRe
(n� 1) + Fibona

iRe
(n� 2));Ëýóç. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò T (n) ãéá �ïí õðïëïãéóìüò �ïõ n-ïó�ïý üñïõ äßíå�áé áðü �çí áíáäñï-ìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = �(1)+T (n� 1)+T (n� 2) ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = �(1). Ç áíáäñïìéêÞó÷Ýóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï T (n) Ý÷åé �çí ßäéá áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ ìå �çí áêïëïõèßá Fi-bona

i êáé ç ëýóç �çò åßíáé T (n) = �('n), üðïõ �ï ' åßíáé ç ìåãáëý�åñç ëýóç �çò åîßóùóçòx2 = x+1. Ôï ' åßíáé ãíùó�ü óáí ÷ñõóÞ �ïìÞ (golden ratio) êáé Ý÷åé �éìÞ ' = 1+p52 � 1:618. Ï÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé ëïéðüí åêèå�éêüò! Áíáð�ýóóïí�áò �çí áíáäñïìÞ, êá�áëá-âáßíïõìå �çí áé�ßá: ÊÜèå öïñÜ ðïõ êÜðïéïò üñïò ÷ñåéÜæå�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü êÜðïéùí Üëëùí,áõ�üò õðïëïãßæå�áé åîáñ÷Þò áðü ìßá áíåîÜñ�ç�ç áíáäñïìéêÞ êëÞóç. Áõ�ü Ý÷åé óáí áðï�ÝëåóìáÝíáí åêèå�éêü áñéèìü áðü áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò (ðåñßðïõ 'n) ãéá �ïí õðïëïãéóìü ìüëéò n üñùí�çò áêïëïõèßáò.ÕðÜñ÷åé Ýíáò áðëüò åðáíáëçð�éêüò áëãüñéèìïò ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(n).



2.1. �ïëëáðëáóéáóìüò �ïëõøÞöéùí Áñéèìþí 17Fibïna

i(n)f
  1; fp  0;for i 1 to n dof
  f
 + fp;fp  f
 � fp;return(fp);Ï áëãüñéèìïò áõ�üò äéá�çñåß �çí áìå�Üâëç�ç óõíèÞêç (invariant) ü�é ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç�ïõ for-loop ãéá �çí �éìÞ i, i = 1; : : : ; n, ç ìå�áâëç�Þ f
 åßíáé ßóç ìå �ïí i + 1-ïó�ü üñï �çòáêïëïõèßáò Fibona

i, êáé ç ìå�áâëç�Þ fp åßíáé ßóç ìå �ïí i-ïó�ü üñï. Áõ�Þ ç áìå�Üâëç�çóõíèÞêç åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ. ut2.1 �ïëëáðëáóéáóìüò �ïëõøÞöéùí ÁñéèìþíÓ�éò ðåñéóóü�åñåò ðåñéð�þóåéò ïé áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò èåùñïýí�áé ó�ïé÷åéþäåéò õðïëïãéó�éêÝòëåé�ïõñãßåò ðïõ ìðïñïýí íá åê�åëåó�ïýí óå ó�áèåñü ÷ñüíï. ¼�áí üìùò ðñüêåé�áé ãéá ðï-ëõøÞöéïõò áñéèìïýò, ïé áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò äåí ìðïñïýí ðëÝïí íá èåùñçèïýí ó�ïé÷åéþäåéòëåé�ïõñãßåò êáé äéáöïñå�éêïß áëãüñéèìïé ìðïñåß íá Ý÷ïõí óçìáí�éêÜ äéáöïñå�éêü ÷ñüíï áðü-êñéóçò. Óå áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò, ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò èåùñþí�áò�éò ðñÜîåéò ìïíïøÞöéùí áñéèìþí óáí ó�ïé÷åéþäåéò ëåé�ïõñãßåò. �ñïêåéìÝíïõ ãéá áñéèìç�éêÝòðñÜîåéò ðïëõøÞöéùí áñéèìþí, �ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ åßíáé ßóï ìå �ï Üèñïéóìá �ùí øçößùí �ùíáñéèìþí, áöïý ç áýîçóç �ùí øçößùí åßíáé �ï ãåãïíüò ðïõ áõîÜíåé �ç äõóêïëßá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï Üèñïéóìá äýï áñéèìþí x êáé y, ðïõ áðï�åëïýí�áé áðün äõáäéêÜ øçößá. Ï êëáóéêüò áëãüñéèìïò �çò ðñüóèåóçò ìå êñá�ïýìåíï õðïëïãßæåé �ï Üèñïéóìá÷ñçóéìïðïéþí�áò �(n) ó�ïé÷åéþäåéò ðñïóèÝóåéò ìå�áîý äõáäéêþí øçößùí.¼óïí áöïñÜ ó�ïí ðïëëáðëáóéáóìü äýï n-øçößùí áñéèìþí x êáé y, ï áëãüñéèìïò ðïõ äéäÜ-óêå�áé ó�ï äçìï�éêü ó÷ïëåßï áðáé�åß �(n2) ó�ïé÷åéþäåéò ðñÜîåéò (n ðñïóèÝóåéò áñéèìþí ðïõáðï�åëïýí�áé áðü n Þ ðåñéóóü�åñá äõáäéêÜ øçößá). Åðßóçò, ï áëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïýa la russe áðáé�åß �(n2) ó�ïé÷åéþäåéò ðñÜîåéò (áõ�üò ï áëãüñéèìïò ðåñéãñÜöå�áé ó�éò åéóáãù-ãéêÝò Ýííïéåò ãéá �ï ìÜèçìá �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí). ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå äõáäéêü øçößï�ïõ ðïëëáðëáóéáó�Þ ðïõ åßíáé 1, áðáé�åß�áé ìßá ðñüóèåóç ìå�áîý áñéèìþí ìå �(n) äõáäéêÜøçößá. Áíáêýð�åé ëïéðüí �ï åñþ�çìá áí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïý ìå áóõìð�ù�éêÜêáëý�åñï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò.Èá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí ãñçãïñü�åñï áëãüñéèìï ðïëëáðëáóéáóìïý åöáñìüæïí�áò �ç ìÝèïäïäéáßñåé-êáé-âáóßëåõå. Èåùñïýìå äõáäéêïýò áñéèìïýò êáé õðïèÝ�ïõìå ü�é ï áñéèìüò n �ùí äõá-äéêþí øçößùí åßíáé Üñ�éïò. ¸ó�ù ëïéðüí x = xnxn�1 � � � x2x1 êáé y = ynyn�1 � � � y2y1, üðïõxi; yi 2 f0; 1g åßíáé �á äõáäéêÜ øçößá �ùí áñéèìþí x êáé y áí�ßó�ïé÷á.Ó�ç öÜóç �çò äéáßñåóçò, ãñÜöïõìå �ïõò áñéèìïýò x êáé y îå÷ùñßæïí�áò �á ðéï óçìáí�éêÜ êáé�á ëéãü�åñï óçìáí�éêÜ äõáäéêÜ �ïõò øçößá. Ï áñéèìüò x ìðïñåß íá ãñáöåß óáí x = 2n=2xh+x`,üðïõ ï xh áðï�åëåß�áé áðü �á n=2 ðéï óçìáí�éêÜ äõáäéêÜ øçößá êáé ï x` áðï�åëåß�áé áðü �án=2 ëéãü�åñï óçìáí�éêÜ äõáäéêÜ øçößá. Ïìïßùò, y = 2n=2yh+ y`. Ôï ãéíüìåíï x� y ìðïñåß íáõðïëïãéóèåß ùò åîÞò:x� y = 2nxhyh + 2n=2(xhy` + x`yh) + x`y` = 2nzh + 2n=2zm + z` (2.1)



18 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõåüðïõ zh = xhyh, zm = xhy` + x`yh, êáé z` = x`y`.Ï õðïëïãéóìüò �ïõ ãéíïìÝíïõ x � y áðáé�åß �ïí õðïëïãéóìü �åóóÜñùí ãéíïìÝíùí (xhyh,xhy`, x`yh, êáé x`y`) ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü ðïëëáðëáóéáóìïýò n2 -øçößùí áñéèìþí. Ó�ç öÜóç �çòåðßëõóçò, õðïëïãßæïõìå áõ�Ü �á ãéíüìåíá ðñáãìá�ïðïéþí�áò �éò áí�ßó�ïé÷åò áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò�ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ.Ó�ç öÜóç �çò óýíèåóçò, ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí (2.1) ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ï �åëéêü ãéíüìåíïx � y áðü �á åðéìÝñïõò ãéíüìåíá ðïõ õðïëïãßóáìå áíáäñïìéêÜ. Ïé äýï ïëéóèÞóåéò ðñïò �ááñéó�åñÜ êáé ïé �ñåéò ðñïóèÝóåéò ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åöáñìïãÞ �çò (2.1) áöïñïýí áñéèìïýòìå ü÷é ðåñéóóü�åñá áðü 2n äõáäéêÜ øçößá êáé ìðïñïýí åýêïëá íá åê�åëåóèïýí óå ÷ñüíï �(n).¸÷ïõìå ïëïêëçñþóåé ëïéðüí �ï ó÷åäéáóìü åíüò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå áëãüñéèìïõ ãéá �ïíðïëëáðëáóéáóìü ðïëõøçößùí áñéèìþí. ÁðïìÝíåé ç öÜóç �çò áíÜëõóçò, ç ïðïßá óõíßó�á�áé ó�çäéá�ýðùóç êáé �çí åðßëõóç �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò ðïõ äéÝðåé �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ áëãüñéèìïõ.¸ó�ù T1(n) ï ÷ñüíïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ äýï n-øçößùí áñéèìþí ìå âÜóç �ïíðáñáðÜíù áëãüñéèìï. Áðü �ç óõæÞ�çóç ðïõ ðñïçãÞèçêå ðñïêýð�åé ü�éT1(n) = 4T1(n=2) + �(n)ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T1(1) = �(1). Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ç ëýóç áõ�Þò �çò åîßóùóçòåßíáé T1(n) = �(n2). ÅðïìÝíùò, ç ðñïöáíÞò åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå äåíðëåïíåê�åß Ýíáí�é �ïõ êëáóéêïý áëãüñéèìïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðïõ ãíùñßæïõìå áðü �ï ó÷ïëåßï.Ìðïñïýìå üìùò íá áðïê�Þóïõìå óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá áí åßìáó�å ðéï ðñïóåê�éêïß ó�ïíõðïëïãéóìü �ïõ zm. ÓõãêåêñéìÝíá, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �ï zm ìå ÷ñÞóç �ùí ãéíïìÝíùíxhyh êáé x`y`, êáé Ýíáí ìüíï ðïëëáðëáóéáóìü ìå�áîý äýï (n2 + 1)-øçößùí áñéèìþí:zm = (xh + x`)(yh + y`)� xhyh � x`y` = xhy` + x`yhÌå âÜóç �ïí ðáñáðÜíù õðïëïãéóìü �ïõ zm, ç åöáñìïãÞ �çò (2.1) áðáé�åß 3 ìüíï ðïëëáðëá-óéáóìïýò ìå�áîý n2 -øçößùí áñéèìþí, 6 ðñïóèÝóåéò ìå�áîý áñéèìþí ðïõ äåí Ý÷ïõí ðåñéóóü�åñááðü 2n øçößá, êáé äýï ïëéóèÞóåéò ðñïò �á áñéó�åñÜ. ¼ðùò êáé ðñïçãïýìåíá, ïé ðñïóèÝóåéò êáéïé ïëéóèÞóåéò ìðïñïýí íá åê�åëåóèïýí óå ÷ñüíï �(n).¸ó�ù T (n) ï ÷ñüíïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ äýï n-øÞöéùí áñéèìþí áðü �ïí�ñïðïðïéçìÝíï áëãüñéèìï. Ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï T (n) åßíáé:T (n) = 3T (n=2) + �(n)ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = �(1). Ç ëýóç áõ�Þò �çò åîßóùóçò åßíáé T (n) = �(nlog2 3) = �(n1:59).ÅðïìÝíùò, ï äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå áëãüñéèìïò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí ðéï ðñïóåê�éêÞ õëïðïßçóç�çò öÜóçò �çò óýíèåóçò åßíáé óçìáí�éêÜ �á÷ý�åñïò áðü �ïí êëáóéêü áëãüñéèìï êáé �ïí áëãüñéèìïa la russe.2.2 �ïëëáðëáóéáóìüò �éíÜêùí¸ó�ù A, B äýï ðßíáêåò n � n �ùí ïðïßùí èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï ãéíüìåíï C = A � B.Ìéá ðñþ�ç ðñïóÝããéóç åßíáé íá åöáñìüóïõìå �ïí ïñéóìü:8i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n C[i; j℄ = nXk=1A[i; k℄B[k; j℄ (2.2)



2.2. �ïëëáðëáóéáóìüò �éíÜêùí 19Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü, êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá C ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï�(n). Áöïý ï C Ý÷åé n2 ó�ïé÷åßá, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé �(n3).Ó�á �Ýëç �çò äåêáå�ßáò �ïõ 1960, ï V. Strassen [39℄ ðáñïõóßáóå Ýíáí äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå áë-ãüñéèìï ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(nlog 7) = O(n2:81). Ç âáóéêÞ éäÝá �ïõáëãüñéèìïõ �ïõ Strassen åßíáé ðáñüìïéá ìå áõ�Þ �ïõ áëãüñéèìïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõøÞöéùíáñéèìþí ðïõ ðáñïõóéÜó�çêå ó�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á.�éá áðëü�ç�á, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï n åßíáé Üñ�éïò. Ôü�å ïé ðßíáêåò A, B êáé C ìðïñïýí íáäéáéñåèïýí óå �Ýóóåñéò õðïðßíáêåò ìåãÝèïõò n2 � n2 ùò åîÞò:A = A11 A12A21 A22 ! ; B = B11 B12B21 B22 ! ; C = C11 C12C21 C22 !üðïõ C11 = A11B11 +A12B21C12 = A11B12 +A12B22C21 = A21B11 +A22B21C22 = A21B12 +A22B22Ìå áõ�üí �ïí �ñüðï, ï õðïëïãéóìüò �ïõ ãéíïìÝíïõ äýï ðéíÜêùí n � n áíÜãå�áé ó�ïí õðï-ëïãéóìü �ùí ãéíïìÝíùí ïê�þ æåõãáñéþí ðéíÜêùí n2 � n2 êáé óå �Ýóóåñéò ðñïóèÝóåéò ðéíÜêùín2 � n2 . Ôï Üèñïéóìá äýï ðéíÜêùí n� n ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óå ÷ñüíï �(n2). ÅðïìÝíùò, ï÷ñüíïò åê�Ýëåóçò T1(n) �ïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí äßíå�áé áðü �çíáíáäñïìéêÞ åîßóùóç T1(n) = 8T1(n=2) + �(n2) ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T1(1) = �(1). Ç ëýóçáõ�Þò �çò åîßóùóçò åßíáé T1(n) = �(n3). ¼ðùò êáé ó�ïí ðïëëáðëáóéáóìü áñéèìþí, ç ðñïöáíÞòåöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå äåí ïäçãåß óå êáìßá âåë�ßùóç.Ìðïñïýìå üìùò íá âåë�éþóïõìå �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò õðïëïãßæïí�áò �ïõò õðïðßíáêåò �ïõ Cìå äéáöïñå�éêü �ñüðï. Áñ÷éêÜ õðïëïãßæïõìå �ïõò ðáñáêÜ�ù ðßíáêåò n2 � n2 :D1 = (A21 +A22 �A11)(B22 �B12 +B11)D2 = A11B11D3 = A12B21D4 = (A11 �A21)(B22 �B12)D5 = (A21 +A22)(B12 �B11)D6 = (A12 �A21 +A11 �A22)B22D7 = A22(B11 +B22 �B12 �B21)Ó�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå �ïõò �Ýóóåñéò õðïðßíáêåò �ïõ ãéíïìÝíïõ C áðü �ïõò �ýðïõò:C11 = D2 +D3C12 = D1 +D2 +D5 +D6C21 = D1 +D2 +D4 �D7C22 = D1 +D2 +D4 +D5



20 2. Äéáßñåé-êáé-ÂáóßëåõåÇ ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý åßíáé ãíùó�Þ óáí áëãüñéèìïò �ïõ Strassen êáé áðáé�åß�çí åê�Ýëåóç ìüíï åð�Ü ðïëëáðëáóéáóìþí ðéíÜêùí n2�n2 êáé åíüò ó�áèåñïý áñéèìïý ðñïóèÝóåùíìå�áîý ðéíÜêùí n2 � n2 . Ôï Üèñïéóìá äýï ðßíáêùí n2 � n2 ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óå ÷ñüíï �(n2).¸�óé, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Strassen, Ýó�ù T (n), äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞåîßóùóç T (n) = 7T (n=2)+�(n2) ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = �(1). Ç ëýóç áõ�Þò �çò åîßóùóçòåßíáé T (n) = �(nlog 7) = �(n2:81).Ç ìåãÜëç ðïëëáðëáóéáó�éêÞ ó�áèåñÜ ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóç �ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Strassen êá-èéó�Ü �ïí áëãüñéèìï ðñáê�éêÜ åöáñìüóéìï ìüíï ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. ÓÞìåñá åßíáé ãíùó�üòáëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n2:376) [10℄. Åðßóçò ïé R. Raz êáéA. Shpilka [36℄ áðÝäåéîáí ðñüóöá�á ü�é �ï 
(n2 log n) åßíáé êÜ�ù öñÜãìá ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò�ùí áëãïñßèìùí ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí.2.3 Õðïëïãéóìüò Äýíáìçò�áñÜäåéãìá ×ñçóéìü�ç�áò. Aò îåêéíÞóïõìå ðåñéãñÜöïí�áò ìéá áðëÞ êñõð�ïãñáöéêÞ åöáñìïãÞ.¸ó�ù ü�é ç Áëßêç êáé ï Âáóßëçò åðéêïéíùíïýí ãéá ðñþ�ç öïñÜ êáé ÷ñåéÜæå�áé íá óõìöùíÞóïõíóå Ýíá êñõð�ïãñáöéêü êëåéäß ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïó�á�åýóïõí �ç ìå�Ýðåé�á åðéêïéíùíßá �ïõò. Ïêáèïñéóìüò �ïõ êñõð�ïãñáöéêïý êëåéäéïý ðñÝðåé íá ãßíåé �çëåöùíéêÜ. Ç Áëßêç êáé ï ÂáóßëçòõðïøéÜæïí�áé ü�é ç Åýá ðáñáêïëïõèåß �çí �çëåöùíéêÞ óõíïìéëßá �ïõò (ç Åýá ìðïñåß íá áêïýóåéáëëÜ ü÷é íá ìå�áâÜëåé �á ëåãüìåíÜ �ïõò). �ñïöáíþò, �ï ðñù�üêïëëï êáèïñéóìïý �ïõ êñõð�ï-ãñáöéêïý êëåéäéïý ðñÝðåé íá åîáóöáëßæåé ü�é �ï êëåéäß èá ãßíåé ãíùó�ü ìüíï ó�çí Áëßêç êáé ó�ïÂáóßëç (áêüìç êáé áí ç Åýá ðáñáêïëïõèåß �ç óõíïìéëßá �ïõò). Èá ðáñïõóéÜóïõìå �çí ðñþ�çëýóç óå áõ�ü �ï ðñüâëçìá ðïõ äüèçêå áðü �ïõò Diffie êáé Hellman [13℄ ó�á ìÝóá �çò äåêáå�ßáò�ïõ 70.Áñ÷éêÜ ç Áëßêç êáé ï Âáóßëçò óõìöùíïýí óå Ýíáí ðïëõøÞöéï ðñþ�ï áñéèìü p (óå ðñáã-ìá�éêÝò åöáñìïãÝò ïé áñéèìïß ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé Ý÷ïõí ìÞêïò ìåñéêÝò åêá�ïí�Üäåò øçößá)êáé óå Ýíáí ðïëõøÞöéï áêÝñáéï áñéèìü q ìéêñü�åñï �ïõ p. Ïé áñéèìïß p êáé q äåí ìðïñïýí íáèåùñçèïýí ìõó�éêïß, áöïý ç Åýá ìðïñåß íá �ïõò ðëçñïöïñçèåß ðáñáêïëïõèþí�áò �ç óõíïìéëßá�çò Áëßêçò êáé �ïõ Âáóßëç.Ó�ç óõíÝ÷åéá, ç Áëßêç êáé ï Âáóßëçò äéáëÝãïõí �õ÷áßá êáé áíåîÜñ�ç�á áðü Ýíáí ðïëõøÞöéïáêÝñáéï áñéèìü ìéêñü�åñï �ïõ p. ¸ó�ù a êáé b áí�ßó�ïé÷á áõ�ïß ïé áñéèìïß. Ç Áëßêç õðïëïãßæåé�ïí áñéèìü qa = qamod p êáé �ïí êïéíïðïéåß ó�ïí Âáóßëç1. Ïìïßùò, ï Âáóßëçò õðïëïãßæåé �ïíáñéèìü qb = qbmod p êáé �ïí êïéíïðïéåß ó�çí Áëßêç. ¼ðùò êáé �á p êáé q, ïé áñéèìïß qa êáé qbäåí ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ìõó�éêïß áðü �çí Åýá.1Ç ÷ñÞóç áñéèìç�éêÞò õðïëïßðïõ ùò ðñïò p (modulo-p arithmeti
) ëáìâÜíåé õðüøç ìüíï �á log p ëéãü�åñï óçìáí�éêÜäõáäéêÜ øçößá �ïõ áðï�åëÝóìá�ïò êÜèå ðñÜîçò. Ç áñéèìç�éêÞ õðïëïßðïõ äåí åðé�ñÝðåé �ç äçìéïõñãßá áñéèìþíìåãáëý�åñùí áðü �ï p, ðïõ èá Þ�áí ðïëý äýóêïëï íá äéá÷åéñéó�ïýí. ¸÷åé üìùò �éò ðåñéóóü�åñåò áðü �éò éäéü�ç�åò�ùí óõíçèéóìÝíùí áñéèìç�éêþí ðñÜîåùí, åíþ Ý÷åé êáé ìåñéêÝò áêüìç åðéèõìç�Ýò éäéü�ç�åò ðïõ áîéïðïéïýí�áé ó�çíêñõð�ïãñáößá. Óå áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò: (qamod p)bmod p = qabmod pêáé ü�é äåäïìÝíùí �ùí p, q, êáé qa, åßíáé åîáéñå�éêÜ äýóêïëï íá õðïëïãéóèåß Ýíáò áñéèìüò a0 �Ý�ïéïò þó�å qa =qa0 mod p. Ôï ðñüâëçìá �ïõ õðïëïãéóìïý �ïõ a0, ðïõ ïõóéáó�éêÜ åßíáé ï ëïãÜñéèìïò ìå âÜóç q �ïõ qa ó�çí áñéèìç�éêÞõðïëïßðïõ ùò ðñïò p, åßíáé ãíùó�ü óáí ðñüâëçìá �ïõ äéáêñé�ïý ëïãÜñéèìïõ (dis
rete logarithm problem) êáé åßíáéÝíá áðü �á äýï (èåùñïýìåíá) äýóêïëá ðñïâëÞìá�á ó�á ïðïßá âáóßæå�áé ç óýã÷ñïíç êñõð�ïãñáößá. Ôï äåý�åñïðñüâëçìá åßíáé áõ�ü �ïõ õðïëïãéóìïý �ùí ðñþ�ùí ðáñáãüí�ùí (fa
toring) åíüò ìåãÜëïõ áêåñáßïõ áñéèìïý.



2.3. Õðïëïãéóìüò Äýíáìçò 21�íùñßæïí�áò �ïõò áñéèìïýò p, a êáé qb, ç Áëßêç õðïëïãßæåé �ïKa = qab mod p = (qbmod p)amod p = qabmod pÏìïßùò, ãíùñßæïí�áò �ïõò áñéèìïýò p, b, êáé qa, ï Âáóßëçò õðïëïãßæåé �ïKb = qbamod p = (qamod p)b = qabmod p�áñá�çñïýìå ü�é Ka = Kb. Áõ�üò ï áñéèìüò, ï ïðïßïò Ý÷åé õðïëïãéóèåß êá�' éäßáí êáé áðü�á äýï ìÝñç êáé äåí ÷ñåéÜæå�áé íá ìå�áäùèåß ìÝóù �çò �çëåöùíéêÞò óõíïìéëßáò, ìðïñåß íá÷ñçóéìïðïéçèåß óáí êïéíü ìõó�éêü êëåéäß áðü �çí Áëßêç êáé �ï Âáóßëç.�áñáêïëïõèþí�áò �çí �çëåöùíéêÞ óõíïìéëßá, ç Åýá ìðïñåß íá ãíùñßæåé �ïõò áñéèìïýò p, q,qa, êáé qb. �éá íá õðïëïãßóåé üìùò �á Ka = Kb ÷ñåéÜæå�áé íá ãíùñßæåé êáé Ýíá åê �ùí a Þ b(ðïõ åðßóçò äåí Ý÷ïõí ìå�áäùèåß �çëåöùíéêÜ). Áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé ìüíï áí ç Åýá ëýóåé �ïðñüâëçìá �ïõ äéáêñé�ïý ëïãáñßèìïõ, ðñÜãìá ðïõ èåùñåß�áé åîáéñå�éêÜ äýóêïëï.Õðïëïãéóìüò Äýíáìçò. Ç åöáñìïãÞ áõ�ïý �ïõ ðñù�ïêüëëïõ ðñïûðïèÝ�åé �ïí ãñÞãïñï õðï-ëïãéóìü �çò n-ïó�Þò äýíáìçò åíüò áêåñáßïõ áñéèìïý x ó�çí áñéèìç�éêÞ õðïëïßðïõ ùò ðñïò p.×ñåéáæüìáó�å ëïéðüí Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ xnmod p üðïõ x, n, êáép åßíáé ðïëõøÞöéïé áêÝñáéïé áñéèìïß. Ï áëãüñéèìïò áõ�üò åßíáé áðáñáß�ç�ïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ùí qa = qamod p êáé qb = qbmod p.Ç ðñïöáíÞò ðñïóÝããéóç �ïõ õðïëïãéóìïý üëùí �ùí äõíÜìåùí ximod p, i = 2; : : : ; n, ðïëëá-ðëáóéÜæïí�áò �ï xi�1mod p ìå �ï x äåí ìðïñåß íá åöáñìïó�åß áöïý �ï n åßíáé Ýíáò �åñÜó�éïòáñéèìüò2. Ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå äßíåé Ýíáí áðëü áíáäñïìéêü áëãüñéèìï ãéá �çí åðß-ëõóç áõ�ïý �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Áí �ï n åßíáé Üñ�éïò, ç n-ïó�Þ äýíáìç �ïõ x ðñïêýð�åé ùò �ï �å�ñÜãùíï �çò n2 -ïó�Þ äýíáìç�ïõ x. Ç n2 -ïó�Þ äýíáìçò �ïõ x õðïëïãßæå�áé áíáäñïìéêÜ ìå �ïí ßäéï áëãüñéèìï. Áí �ï nåßíáé ðåñé��üò, ç n-ïó�Þ äýíáìç �ïõ x ðñïêýð�åé ðïëëáðëáóéÜæïí�áò �ï x ìå �ï �å�ñÜãùíï �çòn�12 -ïó�Þò äýíáìç �ïõ x. Ç �åëåõ�áßá õðïëïãßæå�áé áíáäñïìéêÜ áðü �ïí ßäéï áëãüñéèìï. ÌéááíáäñïìéêÞ õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.ExponRe
(x; n; p)if n = 1 then return(xmod p);t ExponRe
(x;bn=2
; p);t t2mod p;if n is odd then return(t� xmod p);else return(t);¸ó�ù T (n) ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ ðáñáðÜíù áëãüñéèìïõ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò n-ïó�Þòäýíáìçò åíüò áñéèìïý. Ï áëãüñéèìïò åê�åëåß ìßá áíáäñïìéêÞ êëÞóç ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò n2 -ïó�Þò äýíáìçò êáé �ï ðïëý äýï ðïëëáðëáóéáóìïýò áñéèìþí ðïõ äåí îåðåñíïýí �ï p (ïðü�å Ý÷ïõí2Áí �ï n Ý÷åé ìÝãåèïò 512 äõáäéêÜ øçößá, ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá èá ðñÝðåé íá åê�åëÝóåé �ïí åîùðñáãìá�éêÜìåãÜëï áñéèìü �ùí 2512 ðïëëáðëáóéáóìþí!



22 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõå�ï ðïëý log p øçößá). Ç áíáäñïìéêÞ êëÞóç áðáé�åß ÷ñüíï T (n=2). Ï ÷ñüíïò ãéá �ïí ðïëëáðëá-óéáóìü äýï áñéèìþí ìéêñü�åñùí �ïõ p åßíáé O(log2 p). Ôï T (n) äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞó÷Ýóç: T (n) = T (n=2) + O(log2 p)ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = O(1). Ç ëýóç áõ�Þò �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé T (n) =O(log n log2 p) áöïý óå êÜèå âÞìá ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï O(log2 p) êáé �ï n õðïäé-ðëáóéÜæå�áé. �éá íá ãßíåé áéóèç�Þ ç âåë�ßùóç, áí �ï n Ý÷åé 512 äõáäéêÜ øçößá, ï áëãüñéèìïòáõ�üò åê�åëåß �ï ðïëý 210 = 1024 ðïëëáðëáóéáóìïýò.ÅðéóÞìáíóç. Ï áëãüñéèìïò ExponRe
 ðñáãìá�ïðïéåß ìßá ìüíï áíáäñïìéêÞ êëÞóç ãéá ó�éãìéü-�õðï ìå ìÝãåèïò ßóï ìå �ï ìéóü �ïõ áñ÷éêïý. ÄçëáäÞ áðü �ç öÜóç �çò äéáßñåóçò, ðñïêýð�åéÝíá êáé ü÷é äýï Þ ðåñéóóü�åñá õðï-ó�éãìéü�õðá. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é Ý÷ïõìååîåéäßêåõóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ óå õðï-ó�éãìéü�õðï ìéêñü�åñïõ ìåãÝèïõò êáé ü÷é äéáßñåóçóå ìéêñü�åñá õðï-ó�éãìéü�õðá.¢óêçóç 2.2. Íá äéá�õðþóå�å �çí åðáíáëçð�éêÞ åêäï÷Þ �ïõ áëãüñéèìïõ ExponRe
.Ëýóç. Ç åðáíáëçð�éêÞ åêäï÷Þ ïõóéáó�éêÜ õðïëïãßæåé �ï xnmod p áðü �çí äõáäéêÞ áíáðáñÜ-ó�áóç �ïõ n. �áñïõóéÜæåé ðïëëÝò ïìïéü�ç�åò ìå �ïí áëãüñéèìï ðïëëáðëáóéáóìïý a la russe (åêåß÷ñçóéìïðïéåß�áé ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ ðïëëáðëáóéáó�Þ).ExponIter(x; n; p)t x; r  1;while n � 1 doif n is odd then r r � tmod p;t t2mod p;n bn=2
;return(r);¸ó�ù ` = blog n
 + 1 �ï ìÞêïò �çò äõáäéêÞò áíáðáñÜó�áóçò êáé Ýó�ù n = n`n`�1 : : : n2n1ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ n. Ï áëãüñéèìïò äéá�çñåß �çí áìå�Üâëç�ç óõíèÞêç ü�é ó�çí áñ÷Þ�çò i-ïó�Þò åðáíÜëçøçò �ïõ while-loop, i = 1; : : : ; `, åßíáé t = x2i�1 mod p (ìðïñåß íá áðïäåé÷èåßåýêïëá ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ). ¼�áí �ï ni (äçëáäÞ �ï i-ïó�ü bit �ïõ n) åßíáé 1, ç �ñÝ÷ïõóá �éìÞ�çò ìå�áâëç�Þò r ðïëëáðëáóéÜæå�áé ìå t = x2i�1 mod p. ÅðïìÝíùò, ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõç �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò r åßíáé ßóç ìå x õøùìÝíï ó�ç äýíáìç Pì=1 ni2i�1 = n (óå áñéèìç�éêÞõðïëïßðïõ ùò ðñïò p). ÄçëáäÞ áðïäåßîáìå ü�é ç ìå�áâëç�Þ r Ý÷åé �çí �éìÞ xnmod p ó�ï �Ýëïò�ïõ áëãïñßèìïõ. ut¢óêçóç 2.3. Äßíå�áé ï 2 � 2 ðßíáêáò A =  1 11 0 ! . Óõìâïëßæïõìå ìå Fn = [fn; fn�1℄ �ïäéÜíõóìá ìå ó�ïé÷åßá �ï n-ó�ü êáé �ïí (n�1)-ïó�ü üñï �çò áêïëïõèßáò Fibona

i. �áñá�çñåßó�åü�é ãéá êÜèå áêÝñáéï n � 1, �ï ãéíüìåíï A � Fn = [fn + fn�1; fn℄ äßíåé �ï äéÜíõóìá Fn+1 ìå�ïõò åðüìåíïõò üñïõò �çò áêïëïõèßáò. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ðßíáêá A êáé �çí ðñïçãïýìåíçðáñá�Þñçóç, íá äþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(log n) ðïõ íá õðïëïãßæåé �ï n-ïó�ü üñï �çò áêïëïõèßáò Fibona

i.



2.4. �ñÜîåéò ìå �ïëõþíõìá 23Ëýóç. ¸ó�ù F1 = [1; 0℄ �ï äéÜíõóìá ìå ó�ïé÷åßá �ïõò äýï ðñþ�ïõò üñïõò �çò áêïëïõèßáò. Åßíáéåýêïëï íá áðïäåé÷èåß ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ü�é Fn = An�1 � F1 ãéá êÜèå áêÝñáéï n � 1. Ïðßíáêáò An�1 (äçëáäÞ ç n� 1 äýíáìç �ïõ ðßíáêá A) ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óå ÷ñüíï O(log n)ðáñüìïéá ìå �ç n-ïó�Þ äýíáìç åíüò áñéèìïý. Ç äéá�ýðùóç �ïõ øåõäïêþäéêá êáé ç áíÜëõóçáöÞíïí�áé ó�ïí áíáãíþó�ç. �áñá�çñåßó�å åðßóçò ü�é êÜèå äýíáìç �ïõ ðßíáêá A Ý÷åé �ç ìïñöÞ[a+b; a; a; b℄. Áõ�Þ ç ðáñá�Þñçóç ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå áðëïýó�åñï êáé ãñçãïñü�åñï áëãüñéèìïó�çí ðñÜîç (äåí åðçñåÜæåé üìùò �çí áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ áëãïñßèìïõ). ut2.4 �ñÜîåéò ìå �ïëõþíõìáÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á èá ðåñéãñÜøïõìå áëãüñéèìïõò ãéá �çí åê�Ýëåóç ðñÜîåùí ðïëõùíýìùí, üðùòðñüóèåóç, ðïëëáðëáóéáóìüò, êáé õðïëïãéóìüò �éìþí.¸ó�ù A(x) = Pn�1i=0 aixi êáé B(x) = Pn�1i=0 bixi ðïëõþíõìá âáèìïý n � 1. Ôï Üèñïéóìá�ùí ðïëõùíýìùí A(x) êáé B(x) åßíáé �ï ðïëõþíõìï A(x) + B(x) = Pn�1i=0 (ai + bi)xi âáèìïýåðßóçò n � 1. Ôï ãéíüìåíï �ùí ðïëõùíýìùí A(x) êáé B(x) åßíáé �ï ðïëõþíõìï A(x)B(x) =P2(n�1)i=0 
ixi âáèìïý 2(n � 1) ìå óõí�åëåó�Ýò 
i = Pij=0 ajbi�j , i = 0; : : : ; 2(n � 1), üðïõèåùñåß�áé ü�é ai; bi = 0 ãéá êÜèå äåßê�ç i � n. Ç �éìÞ åíüò ðïëõùíýìïõ ó�ï óçìåßï x0 ðñïêýð�åéáí�éêáèéó�þí�áò üðïõ x �çí �éìÞ x0 êáé êÜíïí�áò �éò ðñÜîåéò.Ï áðëïýó�åñïò �ñüðïò áíáðáñÜó�áóçò åíüò ðïëõùíýìïõ A(x) åßíáé ç áíáðáñÜó�áóç ìåóõí�åëåó�Ýò (
oeffi
ient representation) üðïõ �ï ðïëõþíõìï áíáðáñßó�á�áé áðü �ï äéÜíõóìá �ùíóõí�åëåó�þí �ïõ A = [a0; a1; : : : ; an�1℄. ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí áíáðáñÜó�áóç ìå óõí�åëåó�Ýò, �ïÜèñïéóìá äýï ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óå ÷ñüíï �(n) êáé �ï ãéíüìåíü �ïõò óå ÷ñüíï�(n2) ìå âÜóç �ïõò ïñéóìïýò. Åðßóçò, ï õðïëïãéóìüò �çò �éìÞò åíüò ðïëõùíýìïõ ó�ï óçìåßï x0ìðïñåß íá ãßíåé ìå �ç ìÝèïäï Horner óå ÷ñüíï �(n). Ç ìÝèïäïò õðïëïãéóìïý Horner, ãíùó�Þêáé ùò ìÝèïäïò öùëéÜò, õðïëïãßæåé �çí �éìÞ åíüò ðïëõùíýìïõ áðü �ïí ðáñáêÜ�ù �ýðï:A(x0) = a0 + x0(a1 + x0(a2 + � � � + x0(an�2 + x0an�1) � � � ))¢óêçóç 2.4. Íá äéá�õðþóå�å øåõäïêþäéêá ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò �éìÞò åíüò ðïëõùíýìïõ ó�çèÝóç x0 ìå �ç ìÝèïäï Horner. Áðïäåßî�å ü�é ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �çò ìåèüäïõ åßíáé �(n).Ëýóç. Ï øåõäéêþäéêáò åßíáé:Horner(A[a0; : : : ; an�1℄, x0)r A[n� 1℄; i n� 2;while i � 0 dor  A[i℄ + r � x0;i i� 1;return(r);Ôï while-loop åê�åëåß�áé áêñéâþò n öïñÝò êáé êÜèå åê�ÝëåóÞ �ïõ ÷ñåéÜæå�áé ó�áèåñü ÷ñüíï(ðåñéëáìâÜíåé Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìü êáé äýï ðñïóèÝóåéò). ÅðïìÝíùò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �çòäéáäéêáóßáò Horner åßíáé �(n). ut



24 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõå¢óêçóç 2.5. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü äýïðïëõùíýìùí âáèìïý n � 1. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ ðñÝðåé íá åßíáé O(nlog 3).ÕðïèÝó�å ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2 êáé ü�é �á ðïëõþíõìá áíáðáñßó�áí�áé ìå �ï äéÜíõóìá �ùíóõí�åëåó�þí.Ëýóç. Èá åöáñìüóïõìå �ç ìÝèïäï äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå ðáñüìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç �ïõ ðïëëá-ðëáóéáóìïý ðïëõøÞöéùí áñéèìþí.¸ó�ù A(x) =Pn�1i=0 aixi êáé B(x) =Pn�1i=0 bixi äýï ðïëõþíõìá âáèìïý n� 1, êáé C(x) =A(x)B(x) �ï ãéíüìåíü �ïõò. Ôá ðïëõþíõìá A(x) êáé B(x) ìðïñïýí íá ãñáöïýí óáí A(x) =A`(x) + xn=2Ah(x), üðïõ A`(x) = Pn=2�1i=0 aixi êáé Ah(x) = Pn=2�1i=0 an=2+ixi, êáé B(x) =B`(x) + xn=2Bh(x), üðïõ B`(x) =Pn=2�1i=0 bixi êáé Bh(x) =Pn=2�1i=0 bn=2+ixi.�áñüìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç �ùí áñéèìþí, �ï ãéíüìåíï C(x) = A(x)B(x) ìðïñåß íá õðïëï-ãéó�åß áíáäñïìéêÜ ìå âÜóç �ç ó÷Ýóç:C(x) = (A`(x) + xn=2Ah(x))(B`(x) + xn=2Bh(x))= A`(x)B`(X) + xn=2(A`(x)Bh(x) +Ah(x) +B`(x)) + xnAh(x)Bh(x)= A`(x)B`(x) + xn=2[(A`(x) +Ah(x))(B`(x) +Bh(x))�A`(x)B`(x)�Ah(x)Bh(x)℄+xnAh(x)Bh(x)Ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, ï õðïëïãéóìüò �ïõ C(x) áðáé�åß �ñåéò ðïëëáðëáóéáóìïýòðïëõùíýìùí âáèìïý n=2 � 1 êáé Ýîé ðñïóèÝóåéò ðïëõùíýìùí âáèìïý �ï ðïëý 2(n � 1). ¸ó�ùT (n� 1) ï ÷ñüíïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ äýï ðïëõùíýìùí âáèìïý n� 1. Áöïý �ïÜèñïéóìá ðïëõùíõìþí âáèìïý �ï ðïëý 2n ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óå ÷ñüíï �(n), ç áíáäñïìéêÞó÷Ýóç ðïõ äßíåé �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé T (n � 1) = 3T (n=2 � 1) + �(n) ìåáñ÷éêÞ óõíèÞêç T (0) = �(1). Ç ëýóç áõ�Þò åßíáé T (n) = �(nlog 3) üðùò áðáé�åß�áé. ut¸íáò Üëëïò �ñüðïò áíáðáñÜó�áóçò ðïëõùíýìùí åßíáé ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí (point-valuerepresentation). ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n� 1 áíáðáñßó�á�áé ìå n äéá�å�áãìÝíáæåýãç (x0; y0); : : : ; (xn�1; yn�1), üðïõ ãéá êÜèå i = 0; : : : ; n � 1, �ï yi óõìâïëßæåé �çí �éìÞ �ïõðïëõùíýìïõ ó�ï óçìåßï xi êáé üëá �á xi åßíáé äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò.Áõ�Þ ç áíáðáñÜó�áóç ó�çñßæå�áé ó�ï ãåãïíüò ü�é õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü ðïëõþíõìï âáèìïýn� 1 ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá óýíïëï n äéáöïñå�éêþí æåõãáñéþí óçìåßùí-�éìþí (yi; xi). Áðü �çíÜëëç ðëåõñÜ, Ýíá ðïëõþíõìï Ý÷åé Üðåéñåò äéáöïñå�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí,áöïý êÜèå óõíäõáóìüò n äéáöïñå�éêþí óçìåßùí xi äßíåé ìéá äéáöïñå�éêÞ áíáðáñÜó�áóç.Ôï óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá �çò áíáðáñÜó�áóçò ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí åßíáé ü�é åðé�ñÝðåé�çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïëëáðëáóéáóìü äýï ðïëõùíýìùí óå ãñáììéêü ÷ñüíï. ¸ó�ù äýï ðïëõþ-íõìá âáèìïý n � 1 ðïõ áíáðáñßó�áí�áé áðü �éò �éìÝò �ïõò ó�á ßäéá óçìåßá. �éá �çí ðñüóèåóç÷ñåéÜæïí�áé ïé �éìÝò �ùí ðïëõùíõìþí ó�á ßäéá n óçìåßá. ¸ó�ù ëïéðüí Ýíá ðïëõþíõìï A(x) âáè-ìïý n � 1 ðïõ áíáðáñßó�á�áé óáí (x0; y0); : : : ; (xn�1; yn�1) êáé Ýíá ðïëõþíõìï B(x) âáèìïýn � 1 ðïõ áíáðáñßó�á�áé óáí (x0; y00); : : : ; (xn�1; y0n�1). Ôï Üèñïéóìá A(x) + B(x) Ý÷åé áíá-ðáñÜó�áóç (x0; y0 + y00); : : : ; (xn�1; yn�1 + y0n�1) ðïõ ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß åýêïëá óå ÷ñüíï�(n).
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µ

 2n – 1 µ

(n log n)

µ

2n – 1 µ

(n log n)

µ

(n)

µ

(n2)
0, 1, ..., n–1

b0, b1, ..., bn–1

A(zi), B(zi),

i = 0, …, 2(n – 1)

C(zi) = A(zi)B(zi),

i = 0, …, 2(n – 1)

c0, c1, ..., c2(n – 1)
µ

 µ

µ  – µÓ÷Þìá 2.1: Áëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõùíýìùí óå ÷ñüíï �(n log n).�éá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ÷ñåéÜæïí�áé ïé �éìÝò �ùí ðïëõùíýìùí ó�á ßäéá 2n � 1 óç-ìåßá. ¸ó�ù ü�é �ï A(x) áíáðáñßó�á�áé óáí (x0; y0); : : : ; (x2(n�1); y2(n�1)) êáé �ï B(x) áíá-ðáñßó�á�áé óáí (x0; y00); : : : (x2(n�1); y02(n�1)). Ôï ãéíüìåíï A(x)B(x) Ý÷åé áíáðáñÜó�áóç(x0; y0y00); : : : ; (x2(n�1); y2(n�1)y02(n�1)) ðïõ ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß åýêïëá óå ÷ñüíï �(n).Ôï âáóéêü ìåéïíÝê�çìá �çò áíáðáñÜó�áóçò ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí åßíáé ü�é ï õðïëïãéóìüò�çò �éìÞò �ïõ ðïëõùíýìïõ óå Ýíá óçìåßï ðïõ äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�çí áíáðáñÜó�áóç ìðïñåßíá ãßíåé ìüíï áöïý õðïëïãßóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ ðïëõùíýìïõ.ÊÜèå áíáðáñÜó�áóç Ý÷åé �á äéêÜ �çò ðëåïíåê�Þìá�á êáé ìåéïíåê�Þìá�á, �á ïðïßá èá ìðï-ñïýóáí íá óõíäõáó�ïýí áí õðÞñ÷å Ýíáò áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �ç ìå�á�ñïðÞ �çò ìßáò áíá-ðáñÜó�áóçò ó�çí Üëëç.ÄåäïìÝíçò �çò áíáðáñÜó�áóçò åíüò ðïëõùíýìïõ ìå �ï äéÜíõóìá �ùí óõí�åëåó�þí, ï õðïëï-ãéóìüò �çò áíáðáñÜó�áóçò ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí åßíáé ãíùó�üò êáé óáí ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý�éìþí óå n óçìåßá (n-point evaluation problem). Ï õðïëïãéóìüò �éìþí óå n óçìåßá ìðïñåß íáãßíåé ìå �ç ìÝèïäï Horner óå ÷ñüíï �(n2). Áí üìùò �á óçìåßá xi åðéëåãïýí êá�Üëëçëá, ìðïñåßíá åöáñìïó�åß ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå êáé ï õðïëïãéóìüò íá ãßíåé óå ÷ñüíï �(n log n).Ï õðïëïãéóìüò �ïõ äéáíýóìá�ïò �ùí óõí�åëåó�þí áðü �çí áíáðáñÜó�áóç ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí ïíïìÜæå�áé êáé ðñüâëçìá �çò ðáñåìâïëÞò óå n óçìåßá (n-point interpolation problem).Ôï ðñüâëçìá �çò ðáñåìâïëÞò óå (êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíá) n óçìåßá ìðïñåß íá ëõèåß óå ÷ñüíï�(n logn).¸÷ïí�áò áëãïñßèìïõò ÷ñüíïõ �(n log n) ãéá �á ðñïâëÞìá�á õðïëïãéóìïý �éìþí êáé ðáñåì-âïëÞò, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �ï ãéíüìåíï äýï ðïëõùíýìùí ðïõ áíáðáñßó�áí�áé ìå óõí�åëå-ó�Ýò óå ÷ñüíï �(n logn) áêïëïõèþí�áò �á âÞìá�á �ïõ Ó÷Þìá�ïò 2.1: Áñ÷éêÜ õðïëïãßæïõìå �éò�éìÝò �ùí ðïëõùíýìùí óå 2n�1 óçìåßá, ó�ç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå �ïí áëãüñéèìï ðïëëáðëáóéá-óìïý ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ãéá ðïëõþíõìá ðïõ áíáðáñßó�áí�áé ìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí, êáé �Ýëïòåöáñìüæïõìå ðáñåìâïëÞ óå 2n�1 óçìåßá ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ ãéíïìÝíïõ.



26 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõå2.4.1 Õðïëïãéóìüò Ôéìþí ìå �ç ÌÝèïäï Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõå¸ó�ù A(x) Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n � 1 ãéá �ï ïðïßï èÝëïõìå íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá �ïõõðïëïãéóìïý n �éìþí. �éá áðëü�ç�á õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2.Ôï ðïëõþíõìïA(x) ìðïñåß íá äéáéñåèåß óå äýï ðïëõþíõìá âáèìïý n2�1: �ïA0(x) áðï�åëïý-ìåíï áðü �ïõò óõí�åëåó�Ýò ãéá �éò Üñ�éåò äõíÜìåéò �ïõ x, êáé �ï A1(x) áðï�åëïýìåíï áðü �ïõò óõ-í�åëåó�Ýò ãéá �éò ðåñé��Ýò äõíÜìåéò �ïõ x. ¸�óé �ï A(x) ãñÜöå�áé óáí A(x) = A0(x2)+xA1(x2),üðïõA0(x) = a0+ a2x+ a4x2+ : : :+ an�2xn=2�1 êáé A1(x) = a1+ a3x+ a5x2+ : : :+ an�1xn=2�1ÅðéëÝãïõìå n óçìåßá x0; x1; x2; : : : ; xn�3; xn�2; xn�1 ó�á ïðïßá èá õðïëïãßóïõìå �éò �éìÝò�ïõ A(x) þó�å ãéá êÜèå i = 0; : : : ; n2 � 1, íá éó÷ýåé x2i = x2n=2+i 3. Ïé �éìÝò �ïõ A(x) èáõðïëïãéó�ïýí áðü �ç ó÷Ýóç A(x) = A0(x2) + xA1(x2). Ç åðéëïãÞ �ùí óçìåßùí ìå áõ�ü �ïí�ñüðï åðé�ñÝðåé �ïí õðïëïãéóìü n �éìþí �ïõ A(x) áðü n=2 �éìÝò ãéá �ï ðïëõþíõìï A0(x) êáén=2 �éìÝò ãéá �ï ðïëõþíõìï A1(x).ÓõãêåêñéìÝíá, èá õðïëïãßóïõìå �éò �éìÝò �ùí ðïëõùíýìùí A0(x) êáé A1(x) ìüíï ãéá �á�å�ñÜãùíá �ùí óçìåßùí ìå äåßê�ç ìéêñü�åñï �ïõ n=2, äçë. �á óçìåßá x20; x21; : : : ; x2n=2�1. Áõ�üìðïñåß íá ãßíåé ìå áíáäñïìéêÞ åðßêëçóç �ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ åðåéäÞ �á ðïëõþíõìá A0(x) êáéA1(x) åßíáé âáèìïý n=2� 1 êáé õðïëïãßæïõìå n=2 �éìÝò ãéá �ï êáèÝíá. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ãéá êÜèåi = 0; : : : ; n=2� 1, Ý÷ïõìå: A(xi) = A0(x2i ) + xiA1(x2i ) (2.3)êáé A(xn=2+i) = A0(x2n=2+i) + xn=2+iA1(x2n=2+i) = A0(x2i ) + xn=2+iA1(x2i ) (2.4)Ó�çí �åëåõ�áßá éóü�ç�á Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé �çí éäéü�ç�á �ùí óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí åðéëåãåß ãéá�ïí õðïëïãéóìü �ùí �éìþí.¸ó�ù T (n) ï ÷ñüíïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü n �éìþí åíüò ðïëõùíýìïõ A(x) âáèìïý n � 1. ÇìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå õðïëïãßæåé �éò �éìÝò �ïõA(x) áðü n=2 �éìÝò äýï ðïëõùíýìùíA0(x)êáé A1(x) âáèìïý n=2 � 1. Áõ�Ýò ïé �éìÝò ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí áíáäñïìéêÜ óå óõíïëéêü÷ñüíï 2T (n=2) (äçë. ÷ñüíïò T (n=2) ãéá �ïí õðïëïãéóìü n=2 �éìþí êÜèå ðïëõùíýìïõ âáèìïýn=2 � 1). Ï óõíäõáóìüò �ïõò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí n �éìþí �ïõ ðïëõùíýìïõ A(x) ìðïñåßíá ãßíåé óå ÷ñüíï �(n) óýìöùíá ìå �éò ó÷Ýóåéò (2.3) êáé (2.4). ÅðïìÝíùò, ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóçðïõ ðåñéãñÜöåé �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé T (n) = 2T (n=2) + �(n) ìå áñ÷éêÞóõíèÞêç T (1) = �(1). Ç ëýóç áõ�Þò �çò åîßóùóçò åßíáé T (n) = �(n logn).Óõìðåñáóìá�éêÜ, ç áíáäñïìéêÞ åöáñìïãÞ �ïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå áëãüñéèìïõ ðïõ ðáñïõ-óéÜó�çêå åðé�ñÝðåé �ïí õðïëïãéóìü n �éìþí (óå êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíá óçìåßá) åíüò ðïëõùíýìïõâáèìïý n � 1 óå ÷ñüíï �(n logn). �éá íá åöáñìïó�åß üìùò áíáäñïìéêÜ ï óõãêåêñéìÝíïò áë-ãüñéèìïò ðñÝðåé �á óçìåßá ðïõ åðéëÝãïí�áé íá Ý÷ïõí �éò åîÞò éäéü�ç�åò: áíÜ äýï íá Ý÷ïõí êïéíÜ�å�ñÜãùíá (ãéá �ï 1ï åðßðåäï áíáäñïìÞò), áíÜ �Ýóóåñá íá Ý÷ïõí êïéíÝò �Ý�áñ�åò äõíÜìåéò (ãéá�ï 2ï åðßðåäï áíáäñïìÞò), . . . , êáé ãåíéêÜ áíÜ 2j íá Ý÷ïõí êïéíÝò 2j-ïó�Ýò äõíÜìåéò (ãéá �ïåðßðåäï j �çò áíáäñïìÞò), j = 1; : : : ;blogn
 � 1.3�éá ðáñÜäåéãìá, áõ�ü éó÷ýåé áí åðéëÝîïõìå �á óçìåßá 1; 2; : : : ; n2 ;�1;�2; : : : ;�n2 .



2.4. �ñÜîåéò ìå �ïëõþíõìá 27Áõ�ü åîáóöáëßæå�áé áí ìðïñåß íá ïñéó�åß ç �å�ñáãùíéêÞ ñßæá êÜèå áñéèìïý (èå�éêïý Þ áñíç-�éêïý). ÓõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå óáí óçìåßá õðïëïãéóìïý �ï 1 ó�ï �åëåõ�áßï (êá�þ�åñï) åðßðåäï�çò áíáäñïìÞò, �éò �å�ñáãùíéêÝò �ïõ ñßæåò �1 êáé 1 ó�ï ðñï�åëåõ�áßï åðßðåäï, �éò �å�ñáãùíéêÝòñßæåò �ùí �å�ñáãùíéêþí ñéæþí ó�ï ðñï-ðñï�åëåõ�áßï åðßðåäï, êïê. Êá�áöåýãïí�áò ëïéðüí ó�ïõòìéãáäéêïýò áñéèìïýò, åîáóöáëßæå�áé ü�é ïé ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéç-èïýí ãéá �çí åöáñìïãÞ �ïõ áëãüñéèìïõ (âë. Ó÷Þìá 2.2).�áñÜäåéãìá 2.1. ¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå 8 �éìÝò ãéá �ï ðïëõþíõìïA(x) =P7i=0 aixiâáèìïý 7. ÄéáëÝãïõìå �á óçìåßá p0; : : : ; p7 Ý�óé þó�å: p20 = p24; p21 = p25; p22 = p26; p23 = p27 êáép40 = p42; p41 = p43 (ó�ç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå ü�é ïé ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò üãäïçò �ÜîçòÝ÷ïõí áõ�Ýò áêñéâþò �éò éäéü�ç�åò).�éá íá ãßíåé �ï ðáñÜäåéãìá åõêïëü�åñá êá�áíïç�ü ðáñáëåßðïõìå �ç öÜóç �çò äéáßñåóçò /áíÜð�õîçò �çò áíáäñïìÞò êáé áíáöåñüìáó�å ìüíï ó�ç öÜóç �ïõ õðïëïãéóìïý êáé �çò óõíèåóçò�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. Ïé ïê�þ êëÞóåéò ó�ï �ñß�ï åðßðåäï / âÜóç �çò áíáäñïìÞò áðëþò åðéó�ñÝ-öïõí �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò óõí�åëåó�Ýò. Ïé �Ýóóåñéò êëÞóåéò ó�ï äåý�åñï åðßðåäï �çò áíáäñïìÞòõðïëïãßæïõí �éò ðáñáêÜ�ù �éìÝò:A00(p40) = a0 + a4p40 A00(p41) = a0 + a4p41A01(p40) = a2 + a6p40 A01(p41) = a2 + a6p41A10(p40) = a1 + a5p40 A10(p41) = a1 + a5p41A11(p40) = a3 + a7p40 A11(p41) = a3 + a7p41Ìå âÜóç áõ�Ýò �éìÝò êáé �çí éäéü�ç�á p40 = p42 êáé p41 = p43, ïé äýï êëÞóåéò ó�ï ðñþ�ï åðßðåäï�çò áíáäñïìÞò èá õðïëïãßóïõí �éò �éìÝò:A0(p20) = A00(p40) + p20A01(p40) = (a0 + a4p40) + p20(a2 + a6p40)A0(p21) = A00(p41) + p21A01(p41) = (a0 + a4p41) + p21(a2 + a6p41)A0(p22) = A00(p40) + p22A01(p40) = (a0 + a4p42) + p22(a2 + a6p42)A0(p23) = A00(p41) + p23A01(p41) = (a0 + a4p43) + p23(a2 + a6p43)A1(p20) = A10(p40) + p20A11(p40) = (a1 + a5p40) + p20(a3 + a7p40)A1(p21) = A10(p41) + p21A11(p41) = (a1 + a5p41) + p21(a3 + a7p41)A1(p22) = A10(p40) + p22A11(p40) = (a1 + a5p42) + p22(a3 + a7p42)A1(p23) = A10(p41) + p23A11(p41) = (a1 + a5p43) + p23(a3 + a7p43)Ìå âÜóç áõ�Ýò �éìÝò êáé �çí éäéü�ç�á p20 = p24, p21 = p25, p22 = p26, êáé p23 = p27, ç áñ÷éêÞ êëÞóç



28 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõå(ìçäåíéêü åðßðåäï �çò áíáäñïìÞò) èá õðïëïãßóåé �éò �éìÝò �ïõ A(x) ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å:A(p0) = A0(p20) + p0A1(p20)A(p4) = A0(p20) + p4A1(p20) = A0(p24) + p4A1(p24)A(p1) = A0(p21) + p1A1(p21)A(p5) = A0(p21) + p5A1(p21) = A0(p25) + p5A1(p25)A(p2) = A0(p22) + p2A1(p22)A(p6) = A0(p22) + p6A1(p22) = A0(p26) + p6A1(p26)A(p3) = A0(p23) + p3A1(p23)A(p7) = A0(p23) + p7A1(p23) = A0(p27) + p7A1(p27)�áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå åðßðåäï �çò áíáäñïìÞò, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé óõíïëéêÜ 8 �éìÝò(n �éìÝò ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç). Ôá åðßðåäá �çò áíáäñïìÞò åßíáé 3 (log n ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç)åðåéäÞ ï âáèìüò �ùí ðïëõùíýìùí õðïäéðëáóéÜæå�áé óå êÜèå åðßðåäï �çò áíáäñïìÞò (7 ó�ïìçäåíéêü åðßðåäï / áñ÷éêÞ êëÞóç, 3 ó�ï ðñþ�ï, 1 ó�ï äåý�åñï, êáé 0 ó�ï �ñß�ï åðßðåäï / âÜóç �çòáíáäñïìÞò). Áðü áõ�Þ �çí ðáñá�Þñçóç êáé áðü �ï ãåãïíüò ü�é êÜèå �éìÞ õðïëïãßæå�áé ìå Ýíáíðïëëáðëáóéáóìü êáé ìßá ðñüóèåóç, ðñïêýð�åé ü�é ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ �(n) ãéáêÜèå åðßðåäï åðß �(log n) åðßðåäá = �(n logn). ut2.4.2 ÌéãáäéêÝò Ñßæåò �çò ÌïíÜäáòÏé n-ïó�Ýò ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò åßíáé �ï óýíïëï �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí ðïõ áðï�åëïýí�éò ëýóåéò �çò åîßóùóçò xn = 1. Ìå Üëëá ëüãéá, êÜèå ìéãáäéêüò áñéèìüò ! �Ý�ïéïò þó�å !n = 1áðï�åëåß ìßá n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò. ÕðÜñ÷ïõí áêñéâþò n ìéãáäéêÝò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò,ïé áñéèìïß e2�ik=n, k = 0; 1; : : : ; n � 1, üðïõ e = 2:71 : : : ç âÜóç �ùí öõóéêþí ëïãáñßèìùí,� = 3:14 : : : , êáé i2 = �1. Áðü �ïí åêèå�éêü ïñéóìü �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþíeiu = 
os(u) + i sin(u)ðñïêýð�åé ü�é ïé n-ïó�Ýò ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò åßíáé ïé áñéèìïß 
os(2�k=n)+i sin(2�k=n),k = 0; 1; : : : ; n� 1.Ïé ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò êá�áíÝìïí�áé ïìïéüìïñöá óå Ýíáí êýêëï ìå ìïíáäéáßá áê�ßíáêáé êÝí�ñï �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí �ïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ (Ó÷Þìá 2.2). Ç �éìÞ !n = e2�i=nïíïìÜæå�áé êýñéá n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò, êáé üëåò ïé õðüëïéðåò n-ïó�Ýò ñßæåò ìðïñïýí íáãñáöïýí óáí äõíÜìåéò �çò !n. ¸�óé �ï óýíïëï �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò ãñÜöå�áé óáíf!0n; !1n; : : : ; !n�1n g.Ôï óýíïëï �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �ïí ðïëëáðëáóéáóìü, äçëáäÞ�ï ãéíüìåíï äýï n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò åßíáé åðßóçò n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò. ÓõãêåêñéìÝíá,!jn!kn = !j+kn = !j+kmodnnÇ âáóéêÞ éäéü�ç�á �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå åßíáé ü�é áí �ï nåßíáé äýíáìç �ïõ 2, �ï óýíïëï �ùí �å�ñáãþíùí �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò åßíáé �ï óýíïëï
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Ó÷Þìá 2.2: (á) Ïé ñßæåò �çò ìïíÜäáò ãéá n = 8 êáé ç êá�áíïìÞ �ïõò ó�ï ìéãáäéêü åðßðåäï. (â)Ïé ñßæåò �çò ìïíÜäáò ãéá n = 1; 2; 4, êáé 8. Ç êýñéá ñßæá áðåéêïíßæå�áé ðÜí�á áñéó�åñÜ. Ïéñßæåò-ðáéäéÜ !kn êáé !n=2+kn êÜèå êüìâïõ !kn=2 åßíáé ïé äýï �å�ñáãùíéêÝò �ïõ ñßæåò. �éá êÜèå k,0 � k � n=2, Ý÷ïõìå (i) !kn = �!n=2+kn (ïé ñßæåò-ðáéäéÜ �ïõ !kn=2 åßíáé áí�ßèå�ïé áñéèìïß), êáé(ii) (!kn)2 = (!n=2+kn )2 = !kn=2 (�ï �å�ñÜãùíï �ïõò åßíáé ßóï ìå �ç ñßæá-ðá�Ýñá). ÅðïìÝíùò, ïé n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò éêáíïðïéïýí �çí éäéü�ç�á ðïõ áðáé�åß�áé ãéá �ïí áíáäñïìéêü áëãüñéèìï�çò Åíü�ç�áò 2.4.1.�ùí n2 -ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò. ÓõãêåêñéìÝíá, éó÷ýåé ü�éf(!0n)2; (!1n)2; : : : ; (!n�1n )2g = f!0n=2; : : : ; !n=2�1n=2 g�éá íá áðïäåßîïõìå �ïí ðáñáðÜíù éó÷õñéóìü, ðáñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå áêÝñáéï k =0; : : : ; n=2� 1, áöåíüò (!kn)2 = (e2�ik=n)2 = e2�ik=(n=2) = !kn=2êáé áöå�Ýñïõ (!n=2+kn )2 = !2k+nn = !nn!2kn = !2kn = e2�i2k=n = e2�ik=(n=2) = !kn=2ÄçëáäÞ ãéá êÜèå áêÝñáéï k = 0; : : : ; n=2� 1,(!kn)2 = (!n=2+kn )2 = !kn=2Áõ�Þ ç éäéü�ç�á �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò åããõÜ�áé ü�é áí �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2,ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá óýíïëï (ìéãáäéêþí) áñéèìþí þó�å áíÜ 2j íá Ý÷ïõí êïéíÝò 2j-ïó�ÝòäõíÜìåéò, ãéá êÜèå j = 1; : : : logn. ¸�óé ìðïñïýìå íá õðïëïãßæïõìå �éò �éìÝò åíüò ðïëõùíýìïõâáèìïý n�1 ó�éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò óå ÷ñüíï�(n logn) ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí áëãüñéèìïäéáßñåé-êáé-âáóßëåõå ðïõ ðáñïõóéÜó�çêå ó�çí Åíü�ç�á 2.4.1.2.5 Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier êáé FFTÏ Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier (Dis
rete Fourier Transform - DFT) åíüò äéáíýóìá�ïòA = [a0; : : : ; an�1℄ ìå n ó�ïé÷åßá åßíáé �ï äéÜíõóìá Y = [y0; : : : ; yn�1℄ üðïõ yk = Pn�1j=0 aj!kjn



30 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõåãéá êÜèå k = 0; : : : ; n�1. Ìå áðëÜ ëüãéá ï Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier �ïõ äéáíýóìá�ïòA áðï�åëåß�áé áðü �éò �éìÝò �ïõ ðïëõùíýìïõ A(x) =Pn�1j=0 ajxj ó�éò ìéãáäéêÝò n-ïó�Ýò ñßæåò �çòìïíÜäáò. ÓõãêåêñéìÝíá, �ï k-ïó�ü ó�ïé÷åßï �ïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier åßíáé ç �éìÞ�ïõ ðïëõùíýìïõ ó�çí k ó�ç óåéñÜ n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò, äçëáäÞ ó�ï óçìåßï e2�ik=n. ÔõðéêÜ,yk = A(e2�ik=n) = A(!kn), ãéá êÜèå k = 0; : : : ; n� 1.Ï Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier Ý÷åé ðëçèþñá óçìáí�éêþí åöáñìïãþí. Ó�á ðëáßóéá�ïõ ìáèÞìá�ïò äåí èá áó÷ïëçèïýìå ìå �éò åöáñìïãÝò �ïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý FourieráëëÜ ìüíï ìå �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ìå �ç ìÝèïäï äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå. Óå üëüêëçñç �çí åíü�ç�áõðïèÝ�ïõìå ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2.2.5.1 �ñÞãïñïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier åíüò äéáíýóìá�ïò A ìå n ó�ïé-÷åßá, �ï äéÜíõóìá èåùñåß�áé ü�é ðåñéÝ÷åé �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ ðïëõþíõìïõ A(x) = Pn�1j=0 ajxjìå âáèìü n � 1. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò áðï�åëåß�áé áðü �éò �éìÝò �ïõ ðïëõùíýìïõ A(x) ó�éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò êáé ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ìå �ïí äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå áëãüñéèìï �çòÅíü�ç�áò 2.4.1.Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, áõ�üò ï áëãüñéèìïò ïíïìÜæå�áé �ñÞãïñïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier(Fast Fourier Transform - FFT) êáé äéá�õðþèçêå áðü �ïõò Cooley êáé Tukey, 1965, ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier. Áêïëïõèåß ìéá áíáäñïìéêÞ õëïðïßçóç �ïõáëãüñéèìïõ óå øåõäïêþäéêá4:FFT(A[a0; : : : ; an�1℄) /* Ôï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2 */if n = 1 then return(a0);!n  e2�i=n; !  1;A0  [a0; a2; : : : ; an�2℄; A1  [a1; a3; : : : ; an�1℄; /* Äéáßñåóç óå õðï-ó�éãìéü�õðá */Y0  FFT(A0); Y1  FFT(A1); /* ÁíáäñïìéêÞ åðßëõóç õðï-ó�éãìéï�ýðùí */for k  0 to n=2� 1 do /* Óýíèåóç ëýóçò áðü ëýóåéò õðï-ó�éãìéï�ýðùí */yk  Y0[k℄ + !Y1[k℄; yn=2+k  Y0[k℄� !Y1[k℄; !  ! � !n;return([y0; : : : ; yn�1℄);Ó�çí Åíü�ç�á 2.4.1 Ý÷ïõìå åîçãÞóåé �ç âáóéêÞ éäÝá ðßóù áðü �ïí áëãüñéèìï FFT êáé Ý÷ïõìåáðïäåßîåé ü�é Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(n logn).4Ó�çí ðáñáêÜ�ù õëïðïßçóç, ç ìå�áâëç�Þ !n åßíáé ßóç ìå �çí êýñéá n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò. Ó�çí k-ïó�Þ åðáíÜëçøç�ïõ for-loop, k = 0; : : : ; n=2 � 1, ç ìå�áâëç�Þ ! åßíáé ßóç ìå �çí k ó�ç óåéñÜ n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò !kn. Ó�çík-ïó�Þ åðáíÜëçøç �ïõ for-loop, ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ïé éäéü�ç�åò:(á) Ç n=2 + k ó�ç óåéñÜ n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò !n=2+kn åßíáé ßóç ìå �!kn (äçëáäÞ �ïí áí�ßèå�ï �çò k ó�ç óåéñÜñßæáò). �ñÜãìá�é, !n=2+kn = e2�i(n=2+k)=n = e2�ik=ne�i = !kn(
os(�) + i sin(�)) = �!knüðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå 
os(�) = �1 êáé sin(�) = 0. ¸�óé ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï �! ãéá íá õðïëïãßóïõìå �çí �éìÞ ó�ïóçìåßï !n=2+kn .(â) Åßíáé !kn � !n = e2�ik=ne2�i=n = e2�i(k+1)=n = !k+1nÓõíåðþò, ç ìå�áâëç�Þ ! Ý÷åé �çí �éìÞ ðïõ ðñÝðåé ó�çí åðüìåíç åðáíÜëçøç.



2.5. Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier êáé FFT 31¢óêçóç 2.6. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí áëãüñéèìï FFT, íá õðïëïãßóå�å �ï Äéáêñé�ü Ìå�áó÷çìá-�éóìü Fourier �ùí äéáíõóìÜ�ùí A = [1; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 1℄, B = [1; 4; 2;�3; 4; 5;�2; 1℄, êáéC = [1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0;�1; 0; 0; 1; 1℄.Ëýóç. Åöáñìüæïõìå �ç ìåèïäïëïãßá �ïõ �ñáäåßãìá�ïò 2.1 ãéá �á äéáíýóìá�á A, B, êáé C êáé�éò ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò áí�ßó�ïé÷çò �Üîçò.�éá �á A êáé B, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �éò ñßæåò üãäïçò �Üîçò. ÄçëáäÞ èá åßíáé p0 = 1; p1 =p22 (1 + i); p2 = i; p3 = p22 (�1 + i); p4 = �1; p5 = �p22 (1 + i); p6 = �i, êáé p7 = p22 (1 � i).Áêïëïõèþí�áò �ï �áñÜäåéãìá 2.1, âñßóêïõìå �á áðï�åëÝóìá�á �ùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí �ïõáëãüñéèìïõ FFT. ÔåëéêÜ, ï Äéáêñé�üòÌå�áó÷çìá�éóìüò Fourier �ïõ äéáíýóìá�ïòA åßíáé [3; 1; 1�2i; 1;�1; 1; 1+2i; 1℄, êáé �ïõ B åßíáé [12;�0:879+0:464i; 5+11i;�5:121�7:536i;�2;�5:121+7:536i; 5 � 11i;�0:879 � 0:464i℄.Ìå ðáñüìïéá ìåèïäïëïãßá êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò ñßæåò �çò ìïíÜäáò 16çò �Üîçò, âñßóêïõìåü�é ï Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier �ïõ äéáíýóìá�ïò C åßíáé [3; 2:014 � 0:166i; 3:414 �2:414i;�1:248 � 2:014i; 1;�0:166 � 0:599i; 0:586 � 0:414i;�0:599 + 1:248i; 3;�0:599 �1:248i; 0:586 + 0:414i;�0:166 + 0:599i; 1;�1:248 + 2:014i; 3:414 + 2:414i; 2:014 + 0:166i℄. ut2.5.2 �áñåìâïëÞ êáé Áí�ßó�ñïöïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier¸÷ïí�áò ëýóåé �ï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý �éìþí ó�éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò óå ÷ñüíï�(n logn), áðïìÝíåé íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá �çò ðáñåìâïëÞò ó�éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáòóå ÷ñüíï �(n log n) þó�å íá ïëïêëçñþóïõìå �ïí áëãüñéèìï ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõùíýìùí ðïõðåñéãñÜöå�áé ó�ï Ó÷Þìá 2.1.�éá íá õðïëïãßóïõìå �ï äéÜíõóìá �ùí óõí�åëåó�þí A = [a0; a1; : : : ; an�1℄ åíüò ðïëõùíýìïõA(x) áðü �ï äéÜíõóìá �ùí �éìþí �ïõ ó�éò Y = [y0; y1; : : : ; yn�1℄ n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò,ðñÝðåé íá ëýóïõìå �ï óýó�çìá åîéóþóåùíyk = n�1Xj=0 aj!kjn k = 0; : : : ; n� 1ùò ðñïò �ïõò áãíþó�ïõò a0; a1; : : : ; an�1. Ôï ðñüâëçìá �çò ðáñåìâïëÞò óõíßó�á�áé ëïéðüí ó�çíåðßëõóç �ïõ óõó�Þìá�ïò Y = V �A ìå n åîéóþóåéò êáé n áãíþó�ïõò, üðïõ A åßíáé �ï äéÜíõóìá�ùí áãíþó�ùí óõí�åëåó�þí �ïõ ðïëõùíýìïõ, Y åßíáé �ï äéÜíõóìá �ùí �éìþí �ïõ ðïëõùíýìïõó�éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò, êáé V åßíáé ï ðßíáêáò n � n ìå ó�ïé÷åßá V [k; j℄ = !kjn , k; j 2f0; 1; : : : ; n� 1g.Ôï äéÜíõóìá A ðñïêýð�åé áðü �ï ãéíüìåíï V �1 � Y , üðïõ V �1 åßíáé ï áí�ßó�ñïöïò �ïõðßíáêá V . Ç ìïñöÞ �ïõ áí�ßó�ñïöïõ ðßíáêá V �1 ðñïêýð�åé áðü �çí áêüëïõèç ðñü�áóç.�ñü�áóç 2.1. ¸ó�ù V ï ðßíáêáò n � n ìå ó�ïé÷åßá V [k; j℄ = !kjn , k; j 2 f0; 1; : : : ; n � 1g. Ôáó�ïé÷åßá �ïõ áí�ßó�ñïöïõ ðßíáêá V �1 åßíáé V �1[k; j℄ = !�kjn =n, k; j 2 f0; 1; : : : ; n� 1g.Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ãéíüìåíï V �V �1 åßíáé ßóï ìå �ï ìïíáäéáßï ðßíáêá. �éá êÜèåk; j 2 f0; 1; : : : ; n� 1g, åßíáé(V � V �1)[k; j℄ = n�1X̀=0 !k`n !�`jn =n = 1n n�1X̀=0 !`(k�j)n = 1n n�1X̀=0(!(k�j)n )` (2.5)



32 2. Äéáßñåé-êáé-Âáóßëåõå�éá �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá (äçë. ü�áí k = j) éó÷ýåé ü�é !k�kn = !0n = 1 êáé (V �V �1)[k; k℄ = 1ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; n�1. �éá �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá åßíáé k 6= j êáé�(n�1) � k�j � n�1.ÅðïìÝíùò, ç ðïóü�ç�á k� j äåí åßíáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ n êáé !k�jn 6= 1. Ôï �åëåõ�áßï Üèñïéóìáó�çí (2.5) áðï�åëåß�áé áðü �ïõò n üñïõò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìå ðñþ�ï üñï (!k�jn )0 = 1 êáéëüãï !k�jn . Åöáñìüæïí�áò �ïí �ýðï ãéá �ï Üèñïéóìá �ùí n ðñþ�ùí üñùí ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ,Ý÷ïõìå: n�1X̀=0(!(k�j)n )` = (!k�jn )n � 1!k�jn � 1 = (!nn)k�j � 1!k�jn � 1 = 1k�j � 1!k�jn � 1 = 0ÄçëáäÞ áðïäåßîáìå ü�é üëá �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá V �V �1 åßíáé ßóá ìå 1 êáé üëá�á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá åßíáé ßóá ìå 0. Ìå Üëëá ëüãéá, ï V � V �1 åßíáé ï ìïíáäéáßïò ðßíáêáòêáé ï V �1 åßíáé ï áí�ßó�ñïöïò �ïõ V .ÅðïìÝíùò, ïé Üãíùó�ïé óõí�åëåó�Ýò �ïõ ðïëõùíýìïõ A(x) äßíïí�áé áðü �ïí �ýðï ak =(1=n)Pn�1j=0 yj!�kjn , k = 0; : : : ; n � 1. ÄçëáäÞ, ïé óõí�åëåó�Ýò �ïõ A(x) ðñïêýð�ïõí áðü �ïíõðïëïãéóìü �ùí �éìþí �ïõ ðïëõþíõìïõ ìå óõí�åëåó�Ýò [y0=n; : : : ; yn�1=n℄ ó�ïõò áí�ßó�ñïöïõò�ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò f!0n; !�1n ; : : : ; !�(n�1)n g.Áõ�ü �ï óýíïëï �áõ�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò, áöïý !�kn =!nn !�kn = !n�kn ãéá êÜèå k 2 f0; 1; : : : ; n � 1g. ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìá �çò ðáñåìâïëÞò ó�ïõòáí�ßó�ñïöïõò �ùí n-ïó�þí ñéæþí �çò ìïíÜäáò ìðïñåß íá ëõèåß óå ÷ñüíï �(n logn) áðü �ïí áë-ãüñéèìï FFT áí áí�éêá�áó�Þóïõìå �çí êýñéá n-ïó�Þ ñßæá �çò ìïíÜäáò !n ìå �ïí áí�ßó�ñïöü �çò!�1n . Ï �ñïðïðïéçìÝíïò áëãüñéèìïò êáëåß�áé ìå åßóïäï �ï äéÜíõóìá Y=n = [y0=n; : : : ; yn�1=n℄êáé åðéó�ñÝöåé �ï äéÜíõóìá �ùí óõí�åëåó�þí �ïõ ðïëõùíýìïõ âáèìïý n � 1 ðïõ Ý÷åé �éìÝòy0; : : : ; yn�1 ó�éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çò ìïíÜäáò. Ï �ñïðïðïéçìÝíïò áëãüñéèìïò åßíáé ãíùó�üò óáíÁí�ßó�ñïöïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier (Inverse Fourier Transform).×ñçóéìïðïéþí�áò ëïéðüí �çí ïñèÞ êáé �çí áí�ßó�ñïöç ìïñöÞ �ïõ FFT, ìðïñïýìå íá ìå�á-�ñÝøïõìå �çí áíáðáñÜó�áóç ìå óõí�åëåó�Ýò äýï ðïëõùíýìùí âáèìïý n� 1 óå áíáðáñÜó�áóçìå æåýãç óçìåßùí-�éìþí óå ÷ñüíï �(n logn), íá õðïëïãßóïõìå �ï ãéíüìåíï �ùí äýï ðïëõùíýìùíóå ÷ñüíï �(n), êáé íá áíáê�Þóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ ãéíïìÝíïõ óå ÷ñüíï �(n log n).¢óêçóç 2.7. Íá åöáñìüóå�å �ïí Áí�ßó�ñïöï Ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier ó�á áðï�åëÝóìá�á �ïõÄéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier ãéá �á äéáíýóìá�á �çò ¢óêçóçò 2.6 êáé íá åðáëçèåýóå�åü�é ðñïêýð�ïõí �á áñ÷éêÜ äéáíýóìá�á.¢óêçóç 2.8. ¸ó�ùA(x) = 3�x êáéB(x) = 2+3x äýï ðïëõþíõìá ðñþ�ïõ âáèìïý. �åñéãñÜø�åáíáëõ�éêÜ �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ C(x) = A(x)B(x) áêïëïõèþí�áò �ïí áëãüñéèìï �ïõÓ÷Þìá�ïò 2.1 êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí FFT ãéá �ç ìå�á�ñïðÝò �ùí áíáðáñáó�Üóåùí.Ëýóç. Ôï ãéíüìåíï C(x) �ùí ðïëõùíýìùí A(x) êáé B(x) åßíáé âáèìïý 2. ×ñåéáæüìáó�å ëïéðüí�ïõëÜ÷éó�ïí 3 æåýãç óçìåßùí-�éìþí ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï C(x). ÅðåéäÞ ï áëãüñéèìïò FFTåöáñìüæå�áé ìüíï ãéá äõíÜìåéò �ïõ 2, èá õðïëïãßóïõìå �éò �éìÝò �ùí ðïëõùíýìùí óå 4 óçìåßá(n = 4).Ôá äéáíýóìá�á óõí�åëåó�þí åßíáé A = [3;�1; 0; 0℄ êáé B = [2; 3; 0; 0℄. Ïé ìéãáäéêÝò ñßæåò�çò ìïíÜäáò ãéá n = 4 åßíáé f1; i;�1;�ig ìå êýñéá ñßæá �ï !4 = i. Ïé �å�ñáãùíéêÝò ñßæåò �çòìïíÜäáò åßíáé f1;�1g ìå êýñéá ñßæá �çí !2 = �1.



2.6. ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò 33�éá �ï ðïëõþíõìï A(x), ï FFT êáëåß�áé ìå ðáñÜìå�ñï [3;�1; 0; 0℄, èÝ�åé A0 = [3; 0℄, A1 =[�1; 0℄, !4 = i, êáé êÜíåé �éò áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò êáé FFT([�1; 0℄).Ç áíáäñïìéêÞ êëÞóç FFT([3; 0℄) èÝ�åé !2 = �1, êáé êáëåß áíáäñïìéêÜ FFT([3℄) êáé FFT([0℄).Áõ�Ýò ïé êëÞóåéò åðéó�ñÝöïõí Y0 = [3℄ êáé Y1 = [0℄, ïðü�å ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �á y0 =3 + 1� 0 = 3 êáé y1 = 3� 1� 0 = 3. ÅðïìÝíùò, ç êëÞóç FFT([3; 0℄) åðéó�ñÝöåé [3; 3℄.Ïìïßùò, ç êëÞóç FFT([�1; 0℄) õðïëïãßæåé �á y0 = �1+1�0 = �1 êáé y1 = �1�1�0 = �1,êáé åðéó�ñÝöåé [�1;�1℄.Åðéó�ñÝöïõìå ó�çí âáóéêÞ êëÞóç �ïõ áëãïñßèìïõ FFT([3;�1; 0; 0℄). �éá k = 0, ï áëãüñéèìïòõðïëïãßæåé y0 = 3 + 1 � (�1) = 2, êáé y2 = 3 + (�1) � (�1) = 4. �éá k = 1, ï áëãüñéèìïòõðïëïãßæåé y1 = 3 + i � (�1) = 3 � i, êáé y3 = 3 + (�i) � (�1) = 3 + i. ÅðïìÝíùò, ïáëãüñéèìïò åðéó�ñÝöåé �ï YA = [2; 3� i; 4; 3 + i℄. Åßíáé åýêïëï íá åðéâåâáéþóïõìå ü�é �ï YA =[A(1); A(i); A(�1); A(�i)℄, äçëáäÞ áðï�åëåß�áé áðü �éò �éìÝò �ïõ A(x) ó�éò ñßæåò �çò ìïíÜäáò�Ý�áñ�çò �Üîçò f1; i;�1;�ig.Ìå ðáñüìïéï �ñüðï ç êëÞóç FFT([2; 3; 0; 0℄) ãéá �ï ðïëõþíõìï B(x) åðéó�ñÝöåé �ï YB =[5; 2 + 3i;�1; 2 � 3i℄.Ïé �éìÝò �ïõ ãéíïìÝíïõ C(x) ó�éò ìéãáäéêÝò ñßæåò �çò ìïíÜäáò åßíáé YC = [10; 9 +7i;�4; 9�7i℄. Ï áí�ßó�ñïöïò FFT êáëåß�áé ìå ðáñÜìå�ñï �ï äéÜíõóìá YC=4 = [5=2; 9+7i4 ;�1; 9�7i4 ℄ êáéðñáãìá�ïðïéåß �éò áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò FFT([5=2;�1℄) êáé FFT([9+7i4 ; 9�7i4 ℄). Ç áíáäñïìéêÞêëÞóç FFT([5=2;�1℄) åðéó�ñÝöåé Y0 = [3=2; 7=2℄. Ç êëÞóç FFT([9+7i4 ; 9�7i4 ℄) åðéó�ñÝöåé Y1 =[9=2; 7i=2℄.�éá k = 0, ç âáóéêÞ êëÞóç �ïõ áëãïñßèìïõ õðïëïãßæåé y0 = 3=2 + 1�1 � 9=2 = 6 êáéy2 = 3=2 + (�1)�1 � 9=2 = �3. �éá k = 1, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé 
1 = 7=2 + i�1� 7i=2 = 7,êáé 
3 = 7=2 + (�i)�17i=2 = 0. ¸�óé ðáßñíïõìå �ï äéÜíõóìá �ùí óõí�åëåó�þí �ïõ ãéíïìÝíïõC = [6; 7;�3; 0℄ ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï ðïëõþíõìï C(x) = 6 + 7x� 3x2. ut2.6 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝòÇ ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå êáëýð�å�áé ðïëý êáëÜ ó�á [7℄ êáé [11℄. Ï áëãüñéèìïò ðïëëáðëá-óéáóìïý áñéèìþí åßíáé �ùí Karatsuba êáé Ofman [25℄. Ï áëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùíåßíáé �ïõ Strassen [39℄. Ï ðéï ãñÞãïñïò (áóõìð�ù�éêÜ) ãíùó�üò áëãüñéèìïò ðïëëáðëáóéáóìïýðéíÜêùí åßíáé �ùí Coppersmith êáé Winograd [10℄. Ôï ðáñÜäåéãìá áðü �çí êñõð�ïãñáößá ðïõäåß÷íåé �çí áíáãêáéü�ç�á �çò ýøùóçò ìåãÜëùí áñéèìþí óå ìåãÜëåò äýíáìåéò åßíáé �ùí Diffie êáéHellman [13℄. Ï áëãüñéèìïò FFT åßíáé �ùí Cooley êáé Tukey [9℄.
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3 Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòÇ ìÝèïäïò �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý (dynami
 programming), üðùò êáé ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå, åðéëýåé Ýíá ó�éãìéü�õðï óõíäõÜæïí�áò �éò ëýóåéò êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí. �éá �çí åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò, ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå äéáéñåß �ïó�éãìéü�õðï åéóüäïõ óå õðï-ó�éãìéü�õðá, åðéëýåé �á õðï-ó�éãìéü�õðá áíåîÜñ�ç�á (óõíÞèùò ìåáíáäñïìéêÞ åðßêëçóç �ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ), êáé õðïëïãßæåé �ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõóõíèÝ�ïí�áò �éò ëýóåéò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí. Óå ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á, ç öÜóç �çò äéáßñåóçò ïäç-ãåß óå ßäéá Þ åðéêáëõð�üìåíá õðï-ó�éãìéü�õðá. Ç áíåîÜñ�ç�ç åðßëõóÞ �ïõò óçìáßíåé ü�é êá�Üãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò ëýóçò �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ èá ðñÝðåé íá åðéëýóïõìå ðïëëÝò öïñÝò�ï ßäéï õðï-ó�éãìéü�õðï áðü �çí áñ÷Þ. Áõ�ü åßíáé óðá�Üëç õðïëïãéó�éêïý ÷ñüíïõ êáé ïäçãåß óåìç-áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò (âë. ¢óêçóç 2.1).Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, ìðïñïýìå íá åêìå�áëëåõ�ïýìå �çí åðáíÜëçøç �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùíðñïò üöåëüò ìáò ëýíïí�áò êÜèå õðï-ó�éãìéü�õðï ìßá ìüíï öïñÜ êáé áðïèçêåýïí�áò �ï áðï�Ý-ëåóìá ãéá ìåëëïí�éêÞ ÷ñÞóç. Áõ�Þ åßíáé ç âáóéêÞ éäÝá ðßóù áðü �ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïýðñïãñáììá�éóìïý: Õðïëïãßæïõìå êÜèå ëýóç ìßá öïñÜ êáé �çí áðïèçêåýïõìå óå Ýíáí ðßíáêáðïõ óõìðëçñþíå�áé êáèþò åðéëýïõìå üëï êáé ìåãáëý�åñá õðï-ó�éãìéü�õðá. Ï äõíáìéêüò ðñï-ãñáììá�éóìüò åöáñìüæå�áé áðü �ç âÜóç ðñïò �çí êïñõöÞ (bottom-up). ÎåêéíÜ ìå �çí åðßëõóç�ùí ó�ïé÷åéùäþí ó�éãìéï�ýðùí êáé óõíå÷ßæåé ìå üëï êáé ìåãáëý�åñá ó�éãìéü�õðá, �ùí ïðïßùí �éòëýóåéò óõíèÝ�åé áðü �éò ëýóåéò ðïõ Ý÷åé Þäç õðïëïãßóåé. Ç ìÝèïäïò �åñìá�ßæåé ü�áí õðïëïãßóåé�ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ. O üñïò ``ðñïãñáììá�éóìüò'' ðåñéãñÜöåé �ç äéáäéêáóßá õðïëï-ãéóìïý / óõìðëÞñùóçò �ùí ó�ïé÷åßùí åíüò ðßíáêá êáé ü÷é �ç äçìéïõñãßá åíüò ðñïãñÜììá�ïò ãéáåê�Ýëåóç óå õðïëïãéó�Þ.Ôüóï ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå üóï êáé ç ìÝèïäïò �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïýåöáñìüæïí�áé óå ðñïâëÞìá�á ðïõ ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áíáäñïìéêÜ (re
ursively) ìå ``óýíèåóç''�çò ëýóçò åíüò ó�éãìéü�õðïõ áðü �éò ëýóåéò (êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíùí) õðï-ó�éãìéï�ýðùí. ¼ìùò ïéäýï ìÝèïäïé áêïëïõèïýí äéáöïñå�éêÞ ó�ñá�çãéêÞ. Ç ìÝèïäïò äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå åöáñìüæå�áéáðü �çí êïñõöÞ ðñïò �ç âÜóç (top-down), ``åðé�ßèå�áé'' äçëáäÞ áðåõèåßáò ó�ï áñ÷éêü ó�éãìéü�õðïåðé÷åéñþí�áò êá�Üëëçëç äéáßñåóç. Ôï äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå Ý÷åé êáëÜ áðï�åëÝóìá�á ü�áí êÜèåó�éãìéü�õðï ìðïñåß íá äéáéñåèåß óå áíåîÜñ�ç�á õðï-ó�éãìéü�õðá (âë. áëãüñéèìïõò �áîéíüìçóçòmerge-sort êáé qui
ksort êáé áëãüñéèìï FFT).Ï äõíáìéêüò ðñïãñáììá�éóìüò åöáñìüæå�áé áðü �ç âÜóç ðñïò �çí êïñõöÞ (bottom-up), åðé-÷åéñåß äçëáäÞ íá ``ê�ßóåé'' �ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ áðü �éò ëýóåéò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí.Ï äõíáìéêüò ðñïãñáììá�éóìüò åöáñìüæå�áé ü�áí �á õðï-ó�éãìéü�õðá äåí åßíáé áíåîÜñ�ç�á, áëëÜåðáíáëáìâÜíïí�áé Þ åßíáé åðéêáëõð�üìåíá. Áõ�ü �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ïíïìÜæå�áé éäéü�ç�á �ùí35



36 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòåðéêáëõð�üìåíùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí (overlapping sub-instan
es). Ïé áëãüñéèìïé äõíáìéêïý ðñï-ãñáììá�éóìïý åðéëýïõí ìßá öïñÜ êÜèå õðï-ó�éãìéü�õðï êáé áðïèçêåýïõí �éò ëýóåéò óå Ýíáíðßíáêá ãéá ìåëëïí�éêÞ ÷ñÞóç. Áõ�ü �ï ÷áñáê�çñéó�éêü êÜíåé �ïõò áëãïñßèìïõò äõíáìéêïý ðñï-ãñáììá�éóìïý éäéáß�åñá áðáé�ç�éêïýò óå áðïèçêåõ�éêü ÷þñï.�áñÜäåéãìá 3.1 (Äéùíõìéêïß Óõí�åëåó�Ýò - Ôñßãùíï �ïõ Pas
al). Áò îåêéíÞóïõìå ìå �ï ðáñÜ-äåéãìá �ùí äõùíõìéêþí óõí�åëåó�þí ðïõ èõìßæåé �çí ¢óêçóç 2.1. Ïé äéùíõìéêïß óõí�åëåó�Ýòäßíïõí �ïõò äéáöïñå�éêïýò óõíäõáóìïýò k áðü n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá:C(n; k) = �nk� = n!k!(n� k)! n 2 IN; 0 � k � nÏé äéùíõìéêïß óõí�åëåó�Ýò åßíáé ïé óõí�åëåó�Ýò �ùí ìïíïíýìùí xk ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ äéùíýìïõ(1 + x)n =Pnk=0 �nk�xk (áðü áõ�ü ðñïêýð�åé êáé �ï üíïìÜ �ïõò).Ôï C(n; k) ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷ÝóçC(n; k) = ( C(n� 1; k � 1) + C(n� 1; k) áí 0 < k < n1 äéáöïñå�éêÜ (3.1)Ï áí�ßó�ïé÷ïò áëãüñéèìïò óå øåõäïêþäéêá åßíáé:BinomialDC(n, k)if k = 0 or k = n then return(1);else return(BinomialDC(n� 1, k � 1) + BinomialDC(n� 1, k));Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ÷ñåéÜæå�áé 
(C(n; k)) ðñïóèÝóåéò (�ï C(n; k) åßíáé 
((n=e)k) êáé O(nk)- äçëáäÞ åêèå�éêü ó�ï k) áöïý �ï áðï�Ýëåóìá ðñïêýð�åé áðü �ï Üèñïéóìá C(n; k) ìïíÜäùí.¸íáò ðñü÷åéñïò õðïëïãéóìüò áðïäåéêíýåé ü�é ï áëãüñéèìïò áõ�üò åßíáé ðïëý áñãüò áêüìç êáéãéá ó÷å�éêÜ ìéêñÝò �éìÝò �ùí n êáé k (ð.÷. C(30; 15) = 155117520).Ôï ëåãüìåíï �ñßãùíï �ïõ Pas
al áðï�åëåß ìéá áðïäï�éêÞ ìÝèïäï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí äéù-íõìéêþí óõí�åëåó�þí. Ç éäÝá åßíáé íá äéá�çñïýìå Ýíáí ðßíáêá C ìå ó�ïé÷åßá C[n; k℄ = C(n; k),0 � k � n. Ïé ãñáììÝò �ïõ ðßíáêá óõìðëçñþíïí�áé ç ìßá ìå�Ü �çí Üëëç ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çíáíáäñïìéêÞ åîßóùóç (3.1). Ï áí�ßó�ïé÷ïò áëãüñéèìïò óå øåõäïêþäéêá åßíáé:Binomial(n, k)for i 0 to n doC[i; 0℄ 1; C[i; i℄ 1;for j  1 to i� 1 doC[i; j℄ C[i� 1; j � 1℄ + C[i� 1; j℄;return(C[n; k℄);Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé �(nk) êáé áðáé�ïýí�áé �(nk) èÝóåéò ìíÞìçò (ìðïñåß�å íá �ñïðïðïéÞ-óå�å �ïí áëãüñéèìï þó�å íá ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï �(k) èÝóåéò ìíÞìçò;). Ïõóéáó�éêÜ ðñüêåé�áé ãéáìéá áðëÞ åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. ut



37Ç ìÝèïäïò �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åöáñìüæå�áé óõíÞèùò óå ðñïâëÞìá�á óõíäõá-ó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ðïõ Ý÷ïõí �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí (optimal substru
-tures Þ prin
iple of optimality): ÊÜèå �ìÞìá ìéáò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá Ýíá ó�éãìéü�õðï áðï�åëåßâÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï áí�ßó�ïé÷ï õðï-ó�éãìéü�õðï. �ïëëÜ óçìáí�éêÜ ðñïâëÞìá�á Ý÷ïõí áõ�Þ �çíéäéü�ç�á (êáé ðïëëÜ Üëëá äåí �çí Ý÷ïõí).�áñÜäåéãìá 3.2 (Óõí�ïìü�åñá êáé Ìáêñý�åñá ÌïíïðÜ�éá). Áðü �ç Èåùñßá �ñáöçìÜ�ùíãíùñßæïõìå ü�é êÜèå �ìÞìá åíüò óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý åßíáé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�éìå�áîý �ùí Üêñùí �ïõ. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï �ñüâëçìá �ïõ Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý Ý÷åé�çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. Äéáéóèç�éêÜ, áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß �ï åëÜ÷éó�ïêüó�ïò ìå�Üâáóçò áðü ìéá êïñõöÞ v óå ìßá êïñõöÞ w åßíáé áíåîÜñ�ç�ï áðü �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïòìå�Üâáóçò áðü �ç w óå ìéá Üëëç êïñõöÞ u. ¸�óé áí åíþóïõìå Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü�ç v ó�ç w êáé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ç w ó�ç v, èá ðÜñïõìå �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�éáðü �ç v ó�ç u ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ç w. �áßñíïí�áò �ï óõí�ïìü�åñï �Ý�ïéï ìïíïðÜ�é ùò ðñïòüëåò �éò åíäéÜìåóåò êïñõöÝò w, èá âñïýìå �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ìå�áîý v êáé u.Áõ�ü äåí éó÷ýåé ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ Ìáêñý�åñïõ Ìïíïðá�éïý. Ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Ìáêñý-�åñïõ Ìïíïðá�éïý äßíïí�áé Ýíá ãñÜöçìá êáé äýï äéáêåêñéìÝíåò êïñõöÝò s êáé t, êáé æç�åß�áé �ïìáêñý�åñï áðëü ìïíïðÜ�é áðü �ï s ó�ï t. Áí èåùñÞóïõìå Ýíá ìáêñý�åñï ìïíïðÜ�é ìå�áîý äýïêïñõöþí, �ü�å �á �ìÞìá�Ü �ïõ äåí åßíáé êá�' áíÜãêçí ìáêñý�åñá ìïíïðÜ�éá ìå�áîý �ùí Üêñùí�ïõò (äéá�õðþó�å óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìá�á). Äéáéóèç�éêÜ, áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß áí åíþóïõìåÝíá ìáêñý�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ç v ó�ç w êáé Ýíá ìáêñý�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ç w ó�ç v, ðéèáíüííá ðÜñïõìå Ýíá ìïíïðÜ�é ðïõ äåí åßíáé áðëü. utÁí�éó�ñÝöïí�áò �ç äéá�ýðùóç, ü�áí Ýíá ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõòëýóåùí, ç âÝë�éó�ç ëýóç åíüò ó�éãìéü�õðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü �ç óýíèåóç �ùí âÝë�éó�ùíëýóåùí êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíùí õðï-ó�éãìéü�õðùí. Óå áñêå�Ü ðñïâëÞìá�á üìùò äåí ãíùñßæïõìååê �ùí ðñï�Ýñùí ðïéá åßíáé áõ�Ü �á ``êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíá'' õðï-ó�éãìéü�õðá (ð.÷. äåí ìðïñïýìåíá ãíùñßæïõìå ü�é �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ùí êïñõöþí u êáé v äéÝñ÷å�áé áðü ìéáóõãêåêñéìÝíç êïñõöÞw). Áõ�ü êáèéó�Ü äõó÷åñÞ �çí åöáñìïãÞ ìéáò top-down ðñïóÝããéóçò, üðùòáõ�Þ �çò ìåèüäïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå, ðïõ ÷ñåéÜæå�áé íá ãíùñßæåé ðïéá õðï-ó�éãìéü�õðá ðñÝðåéíá ëýóåé ãéá íá åßíáé áðïäï�éêÞ. Áí�ßèå�á, åðéâÜëåé �çí åöáñìïãÞ ìéáò bottom-up ðñïóÝãéóçò,üðùò ï äõíáìéêüò ðñïãñáììá�éóìüò, ðïõ ðñþ�á ëýíåé üëá �á äéáöïñå�éêÜ õðï-ó�éãìéü�õðá êáéìå�Ü áðïöáóßæåé ðïéá èá óõíäõáó�ïýí ãéá íá äþóïõí �ç âÝë�éó�ç ëýóç.Ï ó÷åäéáóìüò åíüò áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìáóõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò áêïëïõèåß óõíÞèùò �á ðáñáêÜ�ù âÞìá�á:1. Åîå�Üæïõìå áí �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí êáé ðùò ïéåðéìÝñïõò ëýóåéò óõíäõÜæïí�áé ãéá íá ðñïêýøåé ç âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ.2. Äéá�õðþíïõìå �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çí �éìÞ �çò âÝë�éó�çò ëýóçò.3. Ìå âÜóç �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç, õðïëïãßæïõìå �ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ áðü �çâÜóç ðñïò �çí êïñõöÞ (åöáñìüæïõìå bottom-up ó�ñá�çãéêÞ).



38 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò4. �íùñßæïí�áò ðïéá áêñéâþò õðï-ó�éãìéü�õðá ðñÝðåé íá óõíäõÜóïõìå, õðïëïãßæïõìå ìßá âÝë-�éó�ç ëýóç. Ôï âÞìá áõ�ü ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß áí åíäéáöåñüìáó�å ìüíï ãéá �ç âÝë�éó�çáí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ êáé ü÷é ãéá �çí ßäéá �ç ëýóç.3.1 �ïëëáðëáóéáóìüò Áêïëïõèßáò �éíÜêùíÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï ãéíüìåíï ìéáò áêïëïõèßáò ðéíÜêùí ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí áðëüáëãüñéèìï ðïõ ëåé�ïõñãåß ìå âÜóç �ïí ïñéóìü �çò ðñÜîçò (âë. Åîßóùóç 2.2 ó�ï ðñïçãïýìåíïêåöÜëáéï). �éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ åíüò ðßíáêá p�q ìå Ýíáí ðßíáêá q�r, ï áëãüñéèìïòáõ�üò åê�åëåß áêñéâþò p q r ðïëëáðëáóéáóìïýò ìå�áîý ó�ïé÷åßùí �ùí ðéíÜêùí.¸ó�ù ü�é äßíå�áé ìéá áêïëïõèßá ðéíÜêùí A1; A2; : : : ; An, üðïõ ï ðßíáêáò Ai åßíáé di�1� di,i = 1; 2; : : : ; n, êáé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï ãéíüìåíï A = A1A2 � � �An . Ï ðïëëáðëáóéá-óìüò ðéíÜêùí åßíáé ðñïóå�áéñéó�éêÞ ðñÜîç1 êáé �ï ãéíüìåíï ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ìå ðïëëïýòäéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò. �éá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå:A = (� � � ((A1A2)A3) � � �An) ÞA = (A1(A2(A3 � � � (An�1An) � � � ))) Þ áêüìçA = ((A1A2)(A3A4) � � � (An�1An)) êïê.�ñÝðåé ëïéðüí íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðáñåíèÝóåéò ãéá íá êáèïñßóïõìå �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ïéðßíáêåò èá ðïëëáðëáóéáó�ïýí. Ôï æÞ�çìá åßíáé ü�é ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá èá ðïëëáðëáóéÜóïõìå�ïõò ðßíáêåò Ý÷åé óçìáí�éêÞ åðßäñáóç ó�ïí ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ!�áñÜäåéãìá 3.3. Èåùñïýìå �ï ãéíüìåíï A1A2A3A4, üðïõ ï A1 åßíáé 13� 5, ï A2 åßíáé 5� 89,ï A3 åßíáé 89�3, êáé ï A4 åßíáé 3�34. ÕðÜñ÷ïõí ðÝí�å äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá �ïðïèå�ÞóïõìåðáñåíèÝóåéò / õðïëïãßóïõìå �ï ãéíüìåíï. ÊÜèå äéáöïñå�éêÞ óåéñÜ õðïëïãéóìïý áðáé�åß �çíåê�Ýëåóç äéáöïñå�éêïý áñéèìïý ðïëëáðëáóéáóìþí ìå�áîý ó�ïé÷åßùí �ùí ðéíÜêùí.ÓåéñÜ Õðïëïãéóìïý Áñéèìüò �ïëëáðëáóéáóìþí(((A1A2)A3)A4) 13� 5� 89 + 13� 89� 3 + 13� 3� 34 = 10582((A1A2)(A3A4)) 54201((A1(A2A3))A4) 2856(A1((A2A3)A4)) 4055(A1(A2(A3A4))) 26418Åßíáé åýëïãï íá õðïèÝóïõìå ü�é ï áñéèìüò �ùí ðïëëáðëáóéáóìþí êáèïñßæåé óå óçìáí�éêü âáèìü�ï ÷ñüíï õðïëïãéóìïý �ïõ ãéíïìÝíïõ. ÂëÝðïõìå ëïéðüí ü�é ç óåéñÜ åê�Ýëåóçò �ùí ðïëëáðëáóéá-óìþí ìå�áîý �ùí ðéíÜêùí êáèïñßæåé óå óçìáí�éêü âáèìü �ï ÷ñüíï õðïëïãéóìïý. utÔï �ñüâëçìá �ïõ �ïëëáðëáóéáóìïý ìéáò Áêïëïõèßáò �éíÜêùí (Matrix Chain Multipli
ation)åßíáé äåäïìÝíçò ìéáò áêïëïõèßáò n ðéíÜêùí (A1; A2; : : : ; An), üðïõ ï ðßíáêáò Ai åßíáé di�1�di,1Ìéá ðñÜîç 
 åßíáé ðñïóå�áéñéó�éêÞ áí ãéá êÜèå �ñéÜäá ó�ïé÷åßùí x; y; z éó÷ýåé ü�é x
 y 
 z = x
 (y 
 z) =(x
 y)
 z. �ñÜãìá�é, ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí éó÷ýåé ü�é A1A2A3 = (A1A2)A3 = A1(A2A3).



3.1. �ïëëáðëáóéáóìüò Áêïëïõèßáò �éíÜêùí 39i = 1; 2; : : : ; n, íá õðïëïãéó�åß �ï ãéíüìåíï A1A2 � � �An åê�åëþí�áò �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü ðïëëá-ðëáóéáóìþí ìå�áîý ó�ïé÷åßùí �ùí ðéíÜêùí. �ñüêåé�áé äçëáäÞ ãéá Ýíá ðñüâëçìá óõíäõáó�éêÞòâåë�éó�ïðïßçóçò. ÊÜèå äéáöïñå�éêÞ óåéñÜ õðïëïãéóìïý �ïõ ãéíïìÝíïõ áðï�åëåß ìéá áðïäåê�Þëýóç. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ç âÝë�éó�ç óåéñÜ õðïëïãéóìïý (éóïäýíáìá, ï âÝë�éó�ïò �ñüðïò íá�ïðïèå�çèïýí ðáñåíèÝóåéò).¸íáò �ñüðïò íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá åßíáé ç åîáí�ëç�éêÞ áíáæÞ�çóç (exhaustive sear
h):Õðïëïãßæïõìå �ïí áñéèìü �ùí ðïëëáðëáóéáóìþí (ìå�áîý ó�ïé÷åßùí ðéíÜêùí) ãéá êÜèå äéáöïñå-�éêÞ óåéñÜ õðïëïãéóìïý, êáé íá åðéëÝãïõìå áõ�Þ ìå �çí åëÜ÷éó�ç �éìÞ. ¸ó�ù P (n) ïé äéáöïñå�éêÝòóåéñÝò õðïëïãéóìïý ãéá n ðßíáêåò. Ìðïñïýìå íá äéáéñÝóïõìå (�ïðïèå�þí�áò ðáñåíèÝóåéò) �çíáêïëïõèßá ìå�áîý �ùí ðéíÜêùí i êáé i + 1, ãéá êÜðïéï i = 1; 2; : : : ; n � 1, êáé íá �ïðïèå�Þ-óïõìå áíåîÜñ�ç�á ðáñåíèÝóåéò ó�éò äýï åðéìÝñïõò áêïëïõèßåò (ìÞêïõò i êáé n� i áí�ßó�ïé÷á).ÅðïìÝíùò, �ï P (n) äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç2P (n) = n�1Xi=1 P (i)P (n � i)ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç P (1) = 1. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é P (n) = T (n � 1), üðïõ T (n) åßíáé ïn-ïó�üò áñéèìüò Catalan: T (n) = 1n+ 1�2nn � = 
� 4nn3=2�ÅðïìÝíùò, ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ðåñéð�þóåùí ðïõ ðñÝðåé íá åëåã÷èïýí åßíáé �åñÜó�éïò(ð.÷. �ï P (n) åßíáé �çò �Üîçò �ïõ 1015 ãéá n = 30) êáé ï ÷ñüíïò ãéá �çí åöáñìïãÞ �çò åîáí�ëç�éêÞòáíáæÞ�çóçò ìðïñåß íá åßíáé ðïëý ìåãáëý�åñïò áðü �çí åðé�Ü÷õíóç ðïõ èá Ý÷ïõìå ëüãù �ïõâÝë�éó�ïõ õðïëïãéóìïý �ïõ ãéíïìÝíïõ.Ìéá åíáëëáê�éêÞ ðñïóÝããéóç åßíáé ç åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.Áñ÷éêÜ åîå�Üæïõìå áí �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. Áòóõìâïëßóïõìå ìå Ai::j �ï åðéìÝñïõò ãéíüìåíï Ai � � �Aj . Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ï õðïëïãéóìüò �ïõãéíïìÝíïõ A1::n. ÊÜèå (âÝë�éó�ç) ëýóç äéáéñåß �çí áêïëïõèßá ìå�áîý �ùí ðéíÜêùí i êáé i + 1,ãéá êÜðïéï 1 � i < n, õðïëïãßæåé áíåîÜñ�ç�á �á åðéìÝñïõò ãéíüìåíá A1::i êáé Ai+1::n, êáé ìå�Üõðïëïãßæåé �ï ãéíüìåíï A1::n = A1::iAi+1::n. Ï áñéèìüò �ùí ðïëëáðëáóéáóìþí ó�ïí õðïëïãéóìü�ïõ A1::n åßíáé ßóïò ìå d0 � di � dn óõí �ïí áñéèìü �ùí ðïëëáðëáóéáóìþí ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ùí A1::i êáé Ai+1::n . Áí ëïéðüí ç óåéñÜ õðïëïãéóìïý �ïõ A1::n åßíáé âÝë�éó�ç, êáé ç óåéñÜõðïëïãéóìïý �ùí A1::i êáé Ai+1::n ðñÝðåé åßíáé âÝë�éó�ç (áí õðÞñ÷å êáëý�åñç óåéñÜ õðïëïãéóìïýãéá êÜðïéï áðü �á A1::i êáé Ai+1::n , èá �ç ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ãéá íá âåë�éþóïõìå �ïí õðïëïãéóìü�ïõ A1::n .Áò åðéó�ñÝøïõìå ó�ï �áñÜäåéãìá 3.3. H âÝë�éó�ç ëýóç äéáéñåß �çí áêïëïõèßá ó�ç èÝóç 3êáé õðïëïãßæåé �ï ãéíüìåíï A1::3A4 åê�åëþí�áò 1326 ðïëëáðëáóéáóìïýò. ÕðÜñ÷ïõí äýï �ñüðïéíá õðïëïãéóèåß �ï A1::3. Ï Ýíáò åßíáé ùò A1::2A3 ìå 9256 ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé ï Üëëïòùò A1A2::3 ìå 1530 ðïëëáðëáóéáóìïý. Ç âÝë�éó�ç ëýóç ÷ñçóéìïðïéåß �ïí âÝë�éó�ï (äåý�åñï�ñüðï) õðïëïãéóìïý �ïõ A1::3 êáé õðïëïãßæåé �ï óõíïëéêü ãéíüìåíï ùò (A1(A2A3))A4 ìå 2856ðïëëáðëáóéáóìïýò.2�áñá�çñïýìå ü�é êÜèå äéáöïñå�éêÞ óåéñÜ õðïëïãéóìïý áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï ìå n öýëëá.



40 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòÌå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíç ðáñá�Þñçóç, ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóçðïõ ðåñéãñÜöåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. ¸ó�ù m[i; j℄ ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò ðïëëáðëáóéáóìþí ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ Ai::j . �éá êÜèå 1 � i � n, åßíáé m[i; i℄ = 0 áöïý Ai::i = Ai åßíáéÝíáò ìåìïíùìÝíïò ðßíáêáò. �éá íá õðïëïãßóïõìå �ï Ai::j ìå âÝë�éó�ï �ñüðï, õðïëïãßæïõìå ìåâÝë�éó�ï �ñüðï �á Ai::k êáé Ak+1::j ãéá êÜðïéï k, i � k < j êáé åê�åëïýìå �ïí ðïëëáðëáóéáóìüAi::kAk+1::j . Ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí ðïëëáðëáóéáóìþí åßíáém[i; k℄+m[k+1; j℄+di�1 dk dj .ÅðåéäÞ äåí ãíùñßæïõìå �ï êáëý�åñï óçìåßï ãéá íá äéáéñÝóïõìå �çí áêïëïõèßá Ai; : : : ; Aj , õðï-ëïãßæïõìå �ïí óõíïëéêü áñéèìü ðïëëáðëáóéáóìþí ãéá üëåò �éò äõíá�Ýò èÝóåéò k = i; i+1; : : : ; j�1êáé äéáëÝãïõìå �çí êáëý�åñç. ÅðïìÝíùò, ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò ðïëëáðëáóéáóìþí ãéá �ïí õðïëï-ãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ Ai::j äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:m[i; j℄ =( mini�k<jfm[i; k℄ +m[k + 1; j℄ + di�1 dk djg áí i < j0 áí i = j (3.2)Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ï õðïëïãéóìüò �ïõm[1; n℄, äçëáäÞ �ïõ åëÜ÷éó�ïõ áñéèìïý ðïëëáðëáóéáóìþíãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ãéíïìÝíïõ A1::n.Ï õðïëïãéóìüò �ïõ m[1; n℄ áðáé�åß �ïí õðïëïãéóìü �ùí m[i; j℄ ãéá üëåò �éò �éìÝò �ùí i êáé j,1 � i < j � n. ÄçëáäÞ ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �éò âÝë�éó�åò �éìÝò ãéá n(n�1)2 õðï-ó�éãìéü�õðá.Ç âÝë�éó�ç �éìÞm[i; j℄ ãéá êÜèå õðï-ó�éãìéü�õðï Ai::j ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß óå ãñáììéêü ÷ñüíïáí åßíáé ãíùó�Ýò ïé âÝë�éó�åò �éìÝò m[i; k℄ êáé m[k + 1; j℄ ãéá üëá �á õðï-ó�éãìéü�õðá Ai::k êáéAk+1::j , i � k < j.Åöáñìüæïõìå �ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ m[1; n℄.Åñãáæüìáó�å áðü �ç âÜóç ðñïò �çí êïñõöÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, õðïëïãßæïõìå �éò âÝë�éó�åò �éìÝòm[i; j℄ ãéá üëá �á ó�éãìéü�õðá Ai::j ìå j� i � p� 1 êáé �éò ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá õðïëïãßóïõìå�éò âÝë�éó�åò �éìÝò ãéá �á ó�éãìéü�õðá Ai::j üðïõ j � i = p, p = 2; : : : ; n � 1. Ìå Üëëá ëüãéá,îåêéíÜìå ìå �éò �éìÝò m[i; j℄ üðïõ �á i êáé j åßíáé äéáäï÷éêïß áñéèìïß, óõíå÷ßæïõìå ìå i êáé j ðïõäéáöÝñïõí êá�Ü 2, 3, êïê. Áðü �ç ó÷Ýóç (3.2) ðñïêýð�åé ü�é ãéá êÜèå 1 � i < j � n, ïé �éìÝòm[i; k℄ êáé m[k + 1; j℄, 1 � k < j, Ý÷ïõí õðïëïãéó�åß ðñéí áðü �çí �éìÞ m[i; j℄. Áõ�Þ ç ìÝèïäïòõëïðïéåß�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêá:MatrixChainMultipli
ation(d[0; 1; : : : ; n℄) /* Ôï äéÜíõóìá d ðåñéÝ÷åé �á ìåãÝèç �ùí ðéíÜêùí */for i 1 to n dom[i; i℄ 0;for p 2 to n dofor i 1 to n� p+ 1 doj  i+ p� 1; m[i; j℄ 1;for k  i to j � 1 doq  m[i; k℄ +m[k + 1; j℄ + d[i� 1℄d[k℄d[j℄;if q < m[i; j℄ then m[i; j℄ q;return(m[1; n℄);Óå êÜèå åðáíÜëçøç �ïõ âáóéêïý for-loop ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ç ìå�áâëç�Þ p, ç MatrixChain-Multipli
ation õðïëïãßæåé �éò �éìÝò m[i; j℄ ãéá üëá �á i êáé j, 1 � i < j � n, ðïõ äéáöÝñïõí êá�Üp � 1 (äçë. j � i = p � 1). Ôï äåý�åñï for-loop ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ç ìå�áâëç�Þ i åê�åëåß�áé



3.1. �ïëëáðëáóéáóìüò Áêïëïõèßáò �éíÜêùí 41n(n�1)2 öïñÝò. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò êÜèå åðáíÜëçøçò åßíáé O(n). ÅðïìÝíùò, ï óõíïëéêüò ÷ñüíïòåê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé O(n3). Åðßóçò, ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß �(n2) èÝóåéò ìíÞìçòãéá �çí áðïèÞêåõóç �ùí ó�ïé÷åßùí m[i; j℄, 1 � i < j � n.¢óêçóç 3.1. Åîçãåßó�å ðùò ëåé�ïõñãåß ç MatrixChainMultipli
ation ìå åßóïäï �ï äéÜíõóìá d =[30; 35; 15; 5; 10; 20; 25℄ (Ý÷ïõìå n = 6 ðßíáêåò).Ëýóç. Õðïëïãßó�å �á m[i; j℄ ãéá êÜèå 1 � i < j � n. Åßíáé m[1; n℄ = 15125 êáé âÝë�éó�ç óåéñÜõðïëïãéóìïý ((A1(A2A3))((A4A5)A6). Ç ëýóç äßíå�áé ó�ï [11℄, Ó÷Þìá 15.3. ut¢óêçóç 3.2. Äéá�õðþó�å Ýíáí áíáäñïìéêü (top-down) áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï m[1; n℄ ìåâÜóç �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (3.2). �ïéïò åßíáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ; �áñïõóéÜó�åáíáëõ�éêÜ �ç äïìÞ �ùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí �ïõ áëãüñéèìïõ ãéá 4 ðßíáêåò. Ìå âÜóç áõ�ü �ïðáñÜäåéãìá åîçãåßó�å ãéá�ß ï áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò Ý÷åé ìåãáëý�åñï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò áðü�ïí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.Ëýóç. Ï áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò õëïðïéåß�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêá:Re
MatrixChain(d[i� 1; : : : ; j℄)if i = j then return(0);m 1; /* Ôï m èá ðÜñåé �çí �éìÞ m[i; j℄ */for k  i to j � 1 doq  Re
MatrixChain(d[i� 1; : : : ; k℄) +Re
MatrixChain(d[k; : : : ; j℄) + d[i� 1℄d[k℄d[j℄;if q < m then m q;return(m);Ç áñ÷éêÞ êëÞóç ðñÝðåé íá åßíáé Re
MatrixChain(d[0; : : : ; n℄). �áñá�çñïýìå ü�é ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ïõm[1; n℄ ãßíïí�áé äýï áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò óå êÜèå åê�Ýëåóç �ïõ for-loop (äçëáäÞäýï êëÞóåéò ãéá êÜèå k = 1; : : : ; n � 1 êáé Ýíá ðïëëáðëáóéáóìüò. Ç ðñþ�ç êëÞóç áöïñÜ Ýíáó�éãìéü�õðï ìå k ðßíáêåò êáé õðïëïãßæåé �ï m[1; k℄ êáé ç äåý�åñç êëÞóç áöïñÜ Ýíá ó�éãìéü�õðïìå n�k ðßíáêåò êáé õðïëïãßæåé �ïm[k+1; n℄. Óõíåðþò, Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ó�ï ÷ñüíï åê�ÝëåóçòT (n) �ïõ áíáäñïìéêïý áëãüñéèìïõ ãéá n ðßíáêåò ðñïêýð�åé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:T (n) � 1 + n�1Xk=1[T (k) + T (n� k) + 1℄ = n+ 2 n�1Xk=1 T (k)ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = 
(1). Ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�éT (n) = 
(2n), �ï ïðïßï åßíáé äñáìá�éêÜ ìåãáëý�åñï áðü �(n3) ðïõ åßíáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëå-óçò �ïõ áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.Ï ëüãïò åßíáé ü�é �ï �ñüâëçìá �ïõ �ïëëáðëáóéáóìïý Áêïëïõèßáò �éíÜêùí Ý÷åé �çí éäéü�ç�á�ùí åðéêáëõð�üìåíùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí. ¸�óé ï áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò ëýíåé ðïëëÝò öïñÝò�ï ßäéï õðï-ó�éãìéü�õðï óå áí�ßèåóç ìå �ïí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý êÜèå õðï-ó�éãìéü�õðï áêñéâþò ìßá öïñÜ (âë. Ó÷Þìá 3.1). ut
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3..32..2 1..1 2..2Ó÷Þìá 3.1: Ôï äÝí�ñï �ùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí �ïõ áëãüñéèìïõ Re
MatrixChain ãéá 4 ðßíáêåò.Ôá õðï-ó�éãìéü�õðá ìå ãñßæï ÷ñþìá ó�á äåîéÜ Ý÷ïõí Þäç ëõèåß áðü ðñïçãïýìåíåò êëÞóåéò. Óåáõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò ï áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò îáíáëýíåé �ï õðï-ó�éãìéü�õðï, åíþ ï áëãüñéèìïòäõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý áðëþò áíáêáëåß �ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ. Ôï ðáñÜäåéãìáåßíáé áðü �ï [11℄, Ó÷Þìá 15.5.¢óêçóç 3.3. Ç MatrixChainMultipli
ation åðéó�ñÝöåé ìüíï �ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞm[1; n℄. Íá �ñïðïðïéÞóå�å �ïí áëãüñéèìï þó�å õðïëïãßæåé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç. Íá äéá�õðþ-óå�å óå øåõäïêþäéêá Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ èá õðïëïãßæåé �ï ãéíüìåíï A1::n ÷ñçóéìïðïéþí�áòáêñéâþò m[1; n℄ ðïëëáðëáóéáóìïýò ìå�áîý ó�ïé÷åßùí �ùí ðéíÜêùí.Ëýóç. �éá íá åßíáé äõíá�Þ ç áíáêá�áóêåõÞ �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ðñÝðåé íá áðïèçêåýïõìå �çí�éìÞ �ïõ k (óçìåßï äéáßñåóçò �çò õðáêïëïõèßáò Ai : : : Aj) ãéá �çí ïðïßá ðñïêýð�åé ç âÝë�éó�ç�éìÞ m[i; j℄, ãéá êÜèå 1 � i < j � n. Áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíáí ðßíáêás[i; j℄. Ìå áõ�ü �ïí �ñüðï, áöïý õðïëïãßóïõìå �ç âÝë�éó�ç �éìÞ m[1; n℄, ìðïñïýìå íá áíá-êáëÝóïõìå �éò åðéìÝñïõò âÝë�éó�åò ëýóåéò ðïõ óõíäõÜó�çêáí ãéá íá ó÷çìá�éó�åß ç âÝë�éó�ç ëýóçãéá �ï áñ÷éêü ó�éãìéü�õðï. Ï õðïëïãéóìüò �ïõ ãéíïìÝíïõ ìðïñåß íá ãßíåé áíáäñïìéêÜ äéáé-ñþí�áò �çí õðáêïëïõèßá Ai : : : Aj ó�ï óçìåßï s[i; j℄ êáé õðïëïãßæïí�áò �ï åðéìÝñïõò ãéíüìåíïAi::j = Ai::s[i;j℄As[i;j℄+1::j. ut3.1.1 ÁíáäñïìÞ ìå ÌíÞìçÓ�çí ¢óêçóç 3.2 äéá�õðþóáìå Ýíáí top-down áëãüñéèìï ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ �ïëëáðëáóéáóìïýÁêïëïõèßáò �éíÜêùí ìå ÷ñüíï åêèå�éêü åê�Ýëåóçò, �ç ó�éãìÞ ðïõ ï áí�ßó�ïé÷ïò áëãüñéèìïò äõ-íáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åß÷å ìüëéò êõâéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò. Ìðïñïýìå üìùò íá óõíäõÜóïõìå�çí áðïäï�éêü�ç�á �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ìå �çí áðëü�ç�á ó�ï ó÷åäéáóìü êáé �çí õëï-ðïßçóç ðïõ ðñïóöÝñåé ç áíáäñïìéêÞ (top-down) ðñïóÝããéóç ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí �å÷íéêÞ �çòáíáäñïìÞò ìå ìíÞìç.¼ðùò ó�ï äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü, áðïèçêåýïõìå �éò âÝë�éó�åò ëýóåéò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí óå Ýíáí ðßíáêá. ¼ìùò ç óõìðëÞñùóç áõ�ïý �ïõ ðßíáêá ìéìåß�áé �çí ðïñåßá �ïõáíáäñïìéêïý áëãüñéèìïõ. Áñ÷éêÜ, �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá ðåñéÝ÷ïõí ìßá åéäéêÞ �éìÞ ðïõ äç-ëþíåé ü�é �á áí�ßó�ïé÷á õðï-ó�éãìéü�õðá äåí Ý÷ïõí åðéëõèåß. ÊÜèå áíáäñïìéêÞ êëÞóç áñ÷éêÜåîå�Üæåé �çí áí�ßó�ïé÷ç èÝóç �ïõ ðßíáêá. Áí �ï õðï-ó�éãìéü�õðï Ý÷åé Þäç åðéëõèåß, ç âÝë�éó�çáí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ áíáêáëåß�áé áðü �ïí ðßíáêá êáé ç êëÞóç ïëïêëçñþíå�áé. Äéáöïñå�éêÜ, �ï



3.2. Ôï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ 43õðï-ó�éãìéü�õðï åðéëýå�áé êáé ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ áðïèçêåýå�áé ó�ïí ðßíáêá ãéá ìåë-ëïí�éêÞ ÷ñÞóç. Ìå áðëÜ ëüãéá, êÜèå öïñÜ ðïõ åìöáíßæå�áé �ï ßäéï õðï-ó�éãìéü�õðï, áí�ß íá �ïåðéëýóïõìå áðü �çí áñ÷Þ üðùò èá Ýêáíå ï áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò, áíá�ñÝ÷ïõìå ó�ïí ðßíáêá�ùí åðéìÝñïõò âÝë�éó�ùí ëýóåùí, óýìöùíá ìå �éò åðé�áãÝò �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.Ïé ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò åöáñìüæïõí �çí �å÷íéêÞ �çò áíáäñïìÞò ìå ìíÞìç ó�ï �ñüâëçìá�ïõ �ïëëáðëáóéáóìïý Áêïëïõèßáò �éíÜêùí.Re
MemMatrixChain(d[0; : : : ; n℄)for i 1 to n dofor j  1 to n dom[i; j℄ 1; /* Áñ÷éêïðïßçóç ðßíáêá */return(Re
MemChain(d[0; : : : ; n℄));Re
MemChain(d[i� 1; : : : ; j℄);if m[i; j℄ <1 then return(m[i; j℄);if i = j then m[i; j℄ = 0;else for k  i to j � 1 doq  Re
MemChain(d[i� 1; : : : ; k℄) +Re
MemChain(d[k; : : : ; j℄) + d[i � 1℄d[k℄d[j℄;if q < m[i; j℄ then m[i; j℄ q;return(m[i; j℄);Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �çò Re
MemMatrixChain åßíáé �(n3) åðåéäÞ êÜèå èÝóç �ïõ ðßíáêám[i; j℄, 1 � i < j � n, áñ÷éêïðïéåß�áé ìüíï ìßá öïñÜ. ÕðïèÝ�ùí�áò åðáãùãéêÜ ü�é ïé èÝóåéòm[i; k℄ êáé m[k + 1; j℄ Ý÷ïõí Þäç áñ÷éêïðïçèåß, �ï ðåñéå÷üìåíï �çò èÝóçò m[i; j℄ õðïëïãßæå�áéóå ãñáììéêü ÷ñüíï.3.2 Ôï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ¸íá �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ó�ï ïðïßï åöáñìüæå�áé çìÝèïäïò �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ (Travel-ling Salesman Problem, TSP). Ôï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ åßíáé áðü �á óçìáí�éêü-�åñá êáé åõñý�á�á ìåëå�çìÝíá ðñïâëÞìá�á óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ìå ðïëëÝò ðáñáëëáãÝòêáé ðëçèþñá åîáéñå�éêÜ óçìáí�éêþí ðñáê�éêþí åöáñìïãþí.Áò áíáêáëÝóïõìå ðñþ�á �ïí ïñéóìü �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðïõ ðáñïõóéÜó�çêå ó�çí Åíü�ç�á 1.2.¸íá ó�éãìéü�õðï ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ áðï�åëåß�áé áðü Ýíá óýíïëïN = f1; 2; : : : ; ng óçìåßùí êáé ìéá óõíÜñ�çóç áðüó�áóçò d : N � N 7! IR+ ðïõ ïñßæåé �éòáðïó�Üóåéò dij êáé dji ãéá �ç ìå�Üâáóç áðü �ï óçìåßï i ó�ï óçìåßï j êáé áðü �ï j ó�ï i áí�ßó�ïé÷á.Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ìéá ðåñéïäåßá (äçë. Ýíáò êýêëïò ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü êÜèå óçìåßï áêñéâþò ìßáöïñÜ) åëá÷ßó�ïõ ìÞêïõò.×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é ïé áðïó�Üóåéò åßíáé èå�éêÝò êáé ü�é ç áðüó�áóçêÜèå óçìåßïõ áðü �ïí åáõ�ü �ïõ åßíáé ìçäåíéêÞ, äçë. dii = 0, 8i 2 N . Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�áèá èåùñÞóïõìå �ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò üðïõ ïé áðïó�Üóåéò äåí åßíáé êá�' áíÜãêç



44 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòóõììå�ñéêÝò (äçë. ìðïñåß íá åßíáé dij 6= dji) êáé äåí åðáëçèåýïõí êá�' áíÜãêç �çí �ñéãùíéêÞáíéóü�ç�á. ÊÜèå ðåñéïäåßá áðï�åëåß ìéá áðïäåê�Þ ëýóç ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò�ùëç�Þ ìå áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ �ï óõíïëéêü ìÞêïò �çò. Ç âÝë�éóç ëýóç, ðïõ åßíáé êáé �ï æç�ïýìåíï,åßíáé ç ðåñéïäåßá ìå �ï ìéêñü�åñï ìÞêïò (Þ áðëïýó�åñá ç óõí�ïìü�åñç ðåñéïäåßá ).Áöïý ìéá ðåñéïäåßá äéÝñ÷å�áé áðü êÜèå óçìåßï áêñéâþò ìßá öïñÜ, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìåü�é êÜèå ðåñéïäåßá îåêéíÜ áðü �ï óçìåßï 1. ÅðåéäÞ äåí õðÜñ÷ïõí Üëëïé ðåñéïñéóìïß, êÜèåìå�Üèåóç (permutation) �ùí óçìåßùí ðïõ äéá�çñåß �ï óçìåßï 1 ó�çí ðñþ�ç èÝóç óõíéó�Ü ìéáðåñéïäåßá. Ìå Üëëá ëüãéá, êÜèå 1-1 êáé åðß óõíÜñ�çóç (áí�éó�ïé÷ßá) � : N 7! N ìå �(1) = 1áíáðáñéó�Ü ìéá ðåñéïäåßá ç ïðïßá åðéóêÝð�å�áé �ï óçìåßï �(i) ó�ç óåéñÜ i. Ôï óõíïëéêü ìÞêïò�çò ðåñéïäåßáò � åßíáé: L(�) = d�(n)1 + n�1Xi=1 d�(i)�(i+1)ÕðÜñ÷ïõí ëïéðüí (n � 1)! äéáöïñå�éêÝò ðåñéïäåßåò, üóåò êáé ïé äéáöïñå�éêÝò ìå�áèÝóåéò �ùíóçìåßùí N n f1g. Ôï ãåãïíüò áõ�ü êáèéó�Ü áðáãïñåõ�éêü �ïí õðïëïãéóìü �çò óõí�ïìü�åñçòðåñéïäåßáò ìå åîáí�ëç�éêÞ áíáæÞ�çóç.Tï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ åßíáé äýóêïëï ãéá �çí êëÜóç õðïëïãéó�éêÞò ðïëõ-ðëïêü�ç�áòNP (NP-hard, âëÝðå áí�ßó�ïé÷ï êåöÜëáéï). Áðï�åëåß êïéíÞ åðéó�çìïíéêÞ ðåðïßèçóçü�é ãéá êáíÝíá ðñüâëçìá óå áõ�Þ �çí êá�çãïñßá äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá õðïëïãßæåé �çâÝë�éó�ç ëýóç êáé íá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ìéêñü�åñï áðü åêèå�éêü (sub-exponential).Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá äéá�õðþóïõìå Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï �ñü-âëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ. Ï áëãüñéèìïò, áí êáé Ý÷åé åêèå�éêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, åßíáéóçìáí�éêÜ �á÷ý�åñïò áðü �çí åîáí�ëç�éêÞ áíáæÞ�çóç.Áñ÷éêÜ åîå�Üæïõìå áí �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. ¸ó�ùìéá âÝë�éó�ç ðåñéïäåßá ðïõ îåêéíÜ áðü �ï óçìåßï 1 êáé óõíå÷ßæåé ó�ï óçìåßï j. Ôï ìÞêïò �çòðåñéïäåßáò åßíáé d1j óõí �ï ìÞêïò �ïõ �ìÞìá�ïò / ìïíïðá�éïý �çò áðü �ï óçìåßï j ó�ï 1. ÅðåéäÞðñüêåé�áé ãéá ðåñéïäåßá, �ï �ìÞìá �çò áðü �ï j ó�ï 1 äéÝñ÷å�áé áðü üëá �á õðüëïéðá óçìåßá (äçë.üëá �á óçìåßá �ïõ óõíüëïõ N n f1; jg). ÅðåéäÞ ç ðåñéïäåßá åßíáé âÝë�éó�ç, �ï �ìÞìá �çò áðü �ïj ó�ï 1 åßíáé �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ðïõ óõíäÝåé �ï j ìå �ï 1 äéåñ÷üìåíï áðü üëá �á óçìåßá�ïõ n f1; jg. Ìå áðëÜ ëüãéá, êÜèå âÝë�éó�ç ðåñéïäåßá áêïëïõèåß ìüíï óõí�ïìü�åñá / âÝë�éó�áìïíïðÜ�éá (ðïõ äéÝñ÷ïí�áé áðü üëá �á õðüëïéðá óçìåßá) ãéá íá ìå�áâåß áðü �á åíäéÜìåóá óçìåßáó�ï áñ÷éêü. �áñá�çñïýìå ëïéðüí ü�é �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á�ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí.Ìå âÜóç áõ�Þ �çí ðáñá�Þñçóç, ðñïóðáèïýìå íá äéá�õðþóïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõèá ðåñéãñÜöåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. ¸ó�ù S � N nf1g Ýíá õðïóýíïëï óçìåßùí, êáé Ýó�ù i 2 N nSÝíá óçìåßï äéáöïñå�éêü áðü �ï áñ÷éêü óçìåßï 1 åöüóïí N n S 6= f1g. Óõìâïëßæïõìå ìå L(i; S)�ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý ðïõ óõíäÝåé �ï óçìåßï i ìå �ï óçìåßï 1 äéåñ÷üìåíï áðüüëá �á óçìåßá �ïõ S. �ñïöáíþò, áí S = ; (äåí Ý÷åé ìåßíåé êáíÝíá óçìåßï áêÜëõð�ï), åßíáéL(i; ;) = di1 ãéá êÜèå i 2 N n f1g. Áí S 6= ;, �ü�å �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïýðïõ îåêéíÜåé áðü �ï i, êá�áëÞãåé ó�ï 1, êáé äéÝñ÷å�áé áðü üëá �á óçìåßá �ïõ S äßíå�áé áðü �çíáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç: L(i; S) = minj2S fdij + L(j; S n fjg)g (3.3)



3.2. Ôï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ 45¼�áí S = N nf1g, èåùñïýìå óáí óçìåßï åêêßíçóçò �ï óçìåßï 1 åðåéäÞ åßíáé �ï ìïíáäéêü óçìåßïó�ï óýíïëï N n S. ÅðïìÝíùò, �ï ìïíïðÜ�é îåêéíÜåé êáé êá�áëÞãåé ó�ï óçìåßï 1 äéåñ÷üìåíï áðüüëá �á õðüëïéðá óçìåßá êáé �ï L(1; N n f1g) åßíáé �ï ìÞêïò �çò óõí�ïìü�åñçò ðåñéïäåßáò.¸÷ïí�áò äéá�õðþóåé �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç 3.3 ãéá �ï ìÞêïò �çò óõí�ïìü�åñçò ðåñéïäåßáò, èáðñï÷ùñÞóïõìå ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ ìå �ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. Ï õðïëïãé-óìüò �ùí åíäéÜìåóùí ìçêþí ãßíå�áé áðü �á ìéêñü�åñá ó�á ìåãáëý�åñÜ óýíïëá. ÓõãêåêñéìÝíá,ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ï L(i; S) ãéá êÜðïéï óýíïëï S ìå k + 1 óçìåßá, ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå Þäçõðïëïãßóåé üëåò �éò �éìÝò L(j; S n fjg). Õðïëïãßæïõìå ëïéðüí �éò �éìÝò L(i; S) îåêéíþí�áò áðüS = ;, êáé óõíå÷ßæïí�áò ìå óýíïëá ìåãÝèïõò 1; 2; : : : ; n� 1.Ìéá õëïðïßçóç áõ�Þò �çò ó�ñá�çãéêÞò äßíå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêá. ×ñçóéìï-ðïéïýìå �ïí âïçèç�éêü ðßíáêá J ãéá �çí áðïèÞêåõóç �çò âÝë�éó�çò ðåñéïäåßáò. Ôï J(i; S) äßíåé�ï åðüìåíï óçìåßï j �ïõ ìïíïðá�éïý áðü �ï i ó�ï 1 ðïõ áêïëïõèåß ç âÝë�éó�ç ðåñéïäåßá.TSP(d[1 : : : n℄[1 : : : n℄)for i 2 to n doL(i; ;) d[i; 1℄;for k  1 to n� 2 dofor all S � N n f1g ; jSj = k dofor all i 2 (N n f1g) n S doq  1;for all j 2 S doif d[i; j℄ + L(j; S n fjg) < q thenq  d[i; j℄ + L(j; S n fjg); t j;L(i; S) q; J(i; S) t;q  1;for j  2 to n doif d[1; j℄ + L(j;N n f1; jg) < q thenq  d[1; j℄ + L(j;N n f1; jg); t j;L(1; N n f1g) q; J(1; N n f1g) t;return(L(1; N n f1g), J);Ç áñ÷éêïðïßçóç �ùí ó�ïé÷åßùí L(i; ;) êáé ï õðïëïãéóìüò �ïõ ó�ïé÷åßïõ L(1; N nf1g) ãßíïí�áéóå ÷ñüíï �(n � 1). �éá k = 1; : : : ; n � 2, ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ãíÞóéùí õðïóõíüëùíS � N nf1g ìå ìÝãåèïò k åßíáé �n�2k �. �éá êÜèå �Ý�ïéï óýíïëï èåùñïýìå n�k�1 áñ÷éêÜ óçìåßái 2 (N n f1g) n S. �éá êÜèå �Ý�ïéï óõíäõáóìü (i; S), ï õðïëïãéóìüò �çò �éìÞò L(i; S) ãßíå�áéóå ÷ñüíï �(k) áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç 3.3. Óõíåðþò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõäõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ åßíáé:� n�2Xk=1�n� 2k �(n� k � 1)k! = �(n22n)¼óïí áöïñÜ ó�éò áðáé�Þóåéò óå ìíÞìç, ï ðßíáêáò L Ý÷åé �(n2n) ó�ïé÷åßá. ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéè-ìïò äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ÷ñåéÜæå�áé�(n2n) èÝóåéò ìíÞìçò ãéá íá õðïëïãßóåé �ç âÝë�éó�çðåñéïäåßá.
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Ó÷Þìá 3.2: Ó�éãìéü�õðï �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ ìå 4 óçìåßá. Ôï ðáñÜ-äåéãìá åßíáé áðü �ï [7℄, �áñÜäåéãìá 5.6.1.Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò êáé ï ÷þñïò áðïèÞêåõóçò áõîÜíïí�áé ëïéðüí åêèå�éêÜ ìå �ïí áñéèìü�ùí óçìåßùí. ÅðïìÝíùò, áõ�üò ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�çí ðñÜîç ìüíï ãéáó�éãìéü�õðá ìå ìéêñü áñéèìü óçìåßùí (ð.÷. n � 20). Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, ï áëãüñéèìïò äõíá-ìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé äñìá�éêÜ �á÷ý�åñïò áðü �çí åîáí�ëç�éêÞ áíáæÞ�çóç. Åíäåéê�éêÜáíáöÝñïõìå ü�é ãéá 20 óçìåßá, ç ðïóü�ç�á n22n åßíáé ðåñßðïõ ßóç ìå 4:2�108, åíþ o áñéèìüò �ùíäéáöïñå�éêþí ðåñéïäåéþí ðïõ ðñÝðåé íá åëåã÷èïýí áðü �ïí áëãüñéèìï åîáí�ëç�éêÞò áíáæÞ�çóçòåßíáé 1:2� 1017.¢óêçóç 3.4. ¸ó�ù Ýíá óýíïëï �åóóÜñùí óçìåßùí N = f1; 2; 3; 4g �ùí ïðïßùí ïé áðïó�Üóåéòáðåéêïíßæïí�áé ó�ï Ó÷Þìá 3.2. �åñéãñÜø�å �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáì-ìá�éóìïý TSP ãéá áõ�ü �ï ó�éãìéü�õðï åéóüäïõ.Ëýóç. Ïé �éìÝò �ùí ðéíÜêùí L êáé J öáßíïí�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêáóõìðëçñþíïí�áé áðü áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ êáé áðü ðÜíù ðñïò �á êÜ�ù. ¸÷ïõí ìåßíåé êåíÝòïé èÝóåéò �ïõ ðßíáêá ðïõ äåí áí�éó�ïé÷ïýí óå Ýãêõñïõò óõíäõáóìïýò ðáñáìÝ�ñùí.ijS ; f2g f3g f4g f3; 4g f2; 4g f2; 3g f2; 3; 4g1 35 (2)2 5 15 (3) 18 (4) 25 (4)3 6 18 (2) 20 (4) 25 (4)4 8 13 (2) 15 (3) 23 (2)Ç âÝë�éó�ç ðåñéïäåßá Ý÷åé ìÞêïò 35. Áêïëïõèþí�áò �á ðåñéå÷üìåíá ðïõ ðßíáêá J , äéáðéó�þíïõìåü�é ç âÝë�éó�ç ðåñéïäåßá åßíáé 1; 2; 4; 3. ut3.3 Ôï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ¸íá Üëëï ðñüâëçìá óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ó�ï ïðïßï åöáñìüæå�áé ìå åðé�õ÷ßá ç ìÝèïäïò�ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé �ï ÁêÝñáéï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ (Þ áðëÜ �ñüâëçìá



3.3. Ôï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ 47�ïõ Óáêéäßïõ � Knapsa
k Problem). Áò áíáêáëÝóïõìå �ïí ïñéóìü �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðïõ ðáñïõ-óéÜó�çêå ó�çí Åíü�ç�á 1.2. Äßíïí�áé Ýíá óáêßäéï ìåãÝèïõò B > 0 êáé n áí�éêåßìåíá ìåãÝèïõòsi > 0 êáé áîßáò pi > 0, i = 1; : : : ; n. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ç óõëëïãÞ áí�éêåéìÝíùí ìå �ç ìåãá-ëý�åñç áîßá ðïõ ÷ùñÜåé ó�ï óáêßäéï. ÔõðéêÜ, æç�åß�áé ç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõ Pni=1 fi pi õðü �ïõòðåñéïñéóìïýòPni=1 fi si � B êáé fi 2 f0; 1g ãéá êÜèå i = 1; : : : ; n.¼ðùò êáé �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ, �ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ åßíáé äý-óêïëï ãéá �çí êëÜóç NP. Åßíáé ëïéðüí êïéíÞ åðéó�çìïíéêÞ ðåðïßèçóç ü�é êÜèå áëãüñéèìïò ãéá�ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò åêèå�éêü ó�ï ìÝãåèïò�ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ. Ï áëãüñéèìïò åîáí�ëç�éêÞò áíáæÞ�çóçò äïêéìÜæåé üëá �á äõíá�Ü õðï-óýíïëá áí�éêåéìÝíùí êáé Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(n2n). Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá äéá�õðþóïõìåÝíáí ðïëý áðïäï�éêü�åñï áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.Áñ÷éêÜ åîå�Üæïõìå áí �ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõòëýóåùí. ¸ó�ù A� � f1; : : : ; ng ç âÝë�éó�ç óõëëïãÞ áí�éêåéìÝíùí. �áñá�çñïýìå ü�é áí áðïìá-êñýíïõìå ïðïéïäÞðï�å áí�éêåßìåíï j 2 A� áðü �ç âÝë�éó�ç óõëëïãÞ, ç óõëëïãÞ A� nfjg áðï�åëåßìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá óáêßäéï ìåãÝèïõò B � sj êáé áí�éêåßìåíá f1; : : : ; ng n fjg. Áí ìÜëéó�á jåßíáé �ï áí�éêåßìåíï �çò âÝë�éó�çò óõëëïãÞò ìå �ï ìåãáëý�åñï äåßê�ç, �ï óýíïëï �ùí áí�éêåéìÝíùíìðïñåß íá ðåñéïñéó�åß óå f1; : : : ; j � 1g.Ìå âÜóç áõ�Þ �çí ðáñá�Þñçóç, èá äéá�õðþóïõìå �ç ìáèçìá�éêÞ ó÷Ýóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çâÝë�éó�ç ëýóç. �éá êÜèå i = 0; 1; : : : ; n êáé b = 0; : : : ; B, Ýó�ù P (i; b) ç ìÝãéó�ç áîßá áí�éêåéìÝíùíáðü �ï óýíïëï f1; : : : ; ig ðïõ ÷ùñïýí óå óáêßäéï ìåãÝèïõò b. Ç áîßá �çò âÝë�éó�çò óõëëïãÞò åßíáéP (n;B) áöïý åðéëÝãïõìå áí�éêåßìåíá áðü �ï óýíïëï f1; : : : ; ng ðïõ ðñÝðåé íá ÷ùñïýí óå óáêßäéïìåãÝèïõò B.Åßíáé P (0; b) = 0 ãéá êÜèå b = 0; : : : ; B (�ï êåíü óýíïëï Ý÷åé ìçäåíéêÞ áîßá). Åðßóçò ü�áíb � 0, Ý÷ïõìå P (i; b) = 0 ãéá êÜèå i = 1; : : : ; n (êáíÝíá áí�éêåßìåíï äåí ìðïñåß íá ÷ùñÝóåé óåóáêßäéï ìå ìçäåíéêü Þ áñíç�éêü ìÝãåèïò).¸÷ïí�áò õðïëïãßóåé �ï P (i� 1; b), åîå�Üæïõìå �éò äõíá�ü�ç�åò ãéá �ï áí�éêåßìåíï i ãéá êÜèåäéáöïñå�éêÞ �éìÞ �ïõ b, b = 0; : : : ; B. Ç ðñþ�ç äõíá�ü�ç�á åßíáé �ï i íá ìåßíåé åê�üò óáêéäßïõïðü�å ç áîßá �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�ï óáêßäéï ðáñáìÝíåé P (i � 1; b). Ç äåý�åñç äõíá�ü�ç�á åßíáé�ï i íá óõìðåñéëçöèåß ó�ï óáêßäéï, ïðü�å ï ÷þñïò ðïõ äéá�ßèå�áé ãéá �ï óýíïëï f1; : : : ; i � 1gãßíå�áé b � si. Ç óõíïëéêÞ áîßá �ùí áí�éêåéìÝíùí ãßíå�áé P (i � 1; b � si) + pi. ÅðéëÝãïõìå �çäõíá�ü�ç�á ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí �éìÞ �ïõ P (i; b). ÅðïìÝíùò, ïé �éìÝò �ïõ P (i; b) äßíïí�áé áðü�çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:P (i; b) =8><>: maxfP (i � 1; b); P (i � 1; b� si) + pig ãéá êÜèå i = 1; : : : ; n êáé b = 1; : : : ; B0 áí b � 00 áí i = 0 (3.4)Ï õðïëïãéóìüò �çò âÝë�éó�çò áí�éêåéìåíéêÞò �éìÞò ìðïñåß íá ãßíåé ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�é-óìü. Õðïëïãßæïí�áé ðñþ�á ïé �éìÝò P (i; b) ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ìéêñü�åñåò �éìÝò �ïõ i. �éá êÜèåóõãêåêñéìÝíç �éìÞ �ïõ i, õðïëïãßæïí�áé ðñþ�á �á ó�ïé÷åßá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ìéêñü�åñåò �éìÝò�ïõ b. ÊÜèå ó�ïé÷åßï �çò ãñáììÞò i ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ó�áèåñü ÷ñüíï áí åßíáé äéáèÝóéìáüëá �á ó�ïé÷åßá �çò ãñáììÞò i � 1. ÓõíïëéêÜ õðïëïãßæïí�áé (n + 1)(B + 1) �éìÝò. Ï ÷ñüíïòåê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé �(nB). Ïé èÝóåéò ìíÞìçò ðïõ



48 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòáðáé�ïýí�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò âÝë�éó�çò áí�éêåéìåíéêÞò �éìÞò åßíáé �(B) åðåéäÞ ï õðïëïãé-óìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �çò ãñáììÞò i áðáé�åß ìüíï �á ó�ïé÷åßá �çò ãñáììÞò i�1. ¸�óé ï áëãüñéèìïò÷ñåéÜæå�áé íá áðïèçêåýåé ìüíï �éò �éìÝò �çò �ñÝ÷ïõóáò ãñáììÞò i êáé �çò ðñïçãïýìåíçò ãñáììÞòi� 1.�éá ëüãïõò áðëü�ç�áò, ðáñáèÝ�ïõìå ìéá õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �(nB)èÝóåéò ìíÞìçò. ÁöÞíå�áé óáí Üóêçóç íá �ñïðïðïéçèåß ï ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêáò þó�å íá÷ñçóéìïðïéåß �(B) èÝóåéò ìíÞìçò.Knapsa
k(B; (s1; p1); : : : ; (sn; pn))for i 0 to n do P [i; 0℄ 0;for b 1 to B do P [0; b℄ 0;for i 1 to n dofor b 1 to B doif b� si � 0 thent P [i� 1; b� si℄ + pi;else t 0;if P [i� 1; b℄ � t thenP [i; b℄ P [i� 1; b℄;else P [i; b℄ t;return(P [n;B℄);¢óêçóç 3.5. Íá �ñïðïéÞóå�å �ïí ðáñáðÜíù øåõäïêþäéêá þó�å íá åê�õðþíåé �á ó�ïé÷åßá �çòâÝë�éó�çò óõëëïãÞò. �ïéÝò åßíáé ïé áðáé�Þóåéò óå ìíÞìç �ïõ �ñïðïéçìÝíïõ áëãüñéèìïõ;Ëýóç. �éá �ïí õðïëïãéóìü �çò âÝë�éó�çò ëýóçò, ðñÝðåé íá áíá�ñÝîïõìå ó�ïí �ñüðï õðïëïãéóìïý�ïõ P (n;B) êáé íá äïýìå ðïéá áí�éêåßìåíá ðñÝðåé íá óõìðåñéëçöèïýí ó�ç âÝë�éó�ç óõëëïãÞ.Äéá�ñÝ÷ïõìå �ïí ðßíáêá áðü �éò ãñáììÝò ìå ìåãáëý�åñï äåßê�ç ðñïò �éò ãñáììÝò ìå ìéêñü�åñïäåßê�ç. ØÜ÷íïõìå �ïí ìåãáëý�åñï äåßê�ç j ãéá �ïí ïðïßï P (j;B) > P (j � 1; B). Ôï j åßíáé�ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï ðïõ Ý÷åé óõìðåñéëçöèåß ó�ç âÝë�éó�ç óõëëïãÞ. Ìåéþíïõìå �ï ìÝãåèïò �ïõóáêéäßïõ óå B � sj (äåóìåýïí�áò ÷þñï ãéá �ï ó�ïé÷åßï j) êáé óõíå÷ßæïõìå øÜ÷íïí�áò �ïí ìåãá-ëý�åñï äåßê�ç j0 ãéá �ïí ïðïßï P [j0; B�sj℄ > P [j0�1; B�sj℄, êïê. Ï ðáñáðÜíù øåõäïêþäéêáòðñÝðåé íá óõìðëçñùèåß áêñéâþò ðñéí �çí åí�ïëÞ return ùò åîÞò:b B;for i n down to 1 doif P [i; b℄ > P [i� 1; b℄ thenprint(i); b b� si;ÂëÝðïõìå ü�é ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ç âÝë�éó�ç óõëëïãÞ, ï áëãüñéèìïò äõíáìéêïý ðñïãñáì-ìá�éóìïý ÷ñåéÜæå�áé íá áðïèçêåýóåé ïëüêëçñï �ïí ðßíáêá P [0 : : : n; 0 : : : B℄. Óõíåðþò, åíþ ãéá�ïí õðïëïãéóìü �çò âÝë�éó�çò áí�éêåéìåíéêÞò �éìÝò ÷ñåéÜæïí�áé �(B) èÝóåéò ìíÞìçò, ãéá �ïí õðï-ëïãéóìü �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ÷ñåéÜæïí�áé �(nB) èÝóåéò ìíÞìçò. ut



3.3. Ôï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ 49¢óêçóç 3.6. Åîçãåßó�å �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï ó�éã-ìéü�õðï (10; ((3; 5); (2; 7); (4; 4); (6; 8); (5; 4))) �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ.Ëýóç. Áêïëïõèïýí ïé �éìÝò �çò óõíÜñ�çóçò P ãéá �ï óõãêåêñéìÝíï ó�éãìéü�õðï.ijb 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 0 0 5 5 5 5 5 5 5 52 0 0 7 7 7 12 12 12 12 12 123 0 0 7 7 7 12 12 12 12 16 164 0 0 7 7 7 12 12 12 15 16 165 0 0 7 7 7 12 12 12 15 16 16Ç áîßá �çò âÝë�éó�çò óõëëïãÞò åßíáé P (4; 10) = 16. Ôï óõãêåêñéìÝíï ó�éãìéü�õðï Ý÷å äýïâÝë�éó�åò ëýóåéò, �éò f1; 2; 3g êáé f1; 2; 5g. Ç �ñïðïðïßçóç �çò ¢óêçóçò 3.5, èá õðïëïãßóåé �çíðñþ�ç. ut¢óêçóç 3.7. Ó�ï�ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò (Partition Problem) äßíå�áé Ýíá óýíïëï öõóéêþí áñéè-ìþíX = fx1; x2; : : : ; xng êáé ðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå áí ìðïñåß íá ÷ùñéó�åß óå äýï õðïóýíïëáX1 êáé X2 ìå �ï ßäéï Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí. �ñÝðåé äçëáäÞ íá áðïöáóßóïõìå áí ç ðáñáêÜ�ù ëï-ãéêÞ ðñü�áóç áëçèåýåé ãéá �ï óýíïëï X:9X1;X2 � X : (X1 \X2 = ;) ^ (X1 [X2 = X) ^0�Xi2X1 xi = Xi2X2 xi1A (3.5)Íá äéá�õðþóå�å êáé íá áíáëýóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï �ñüâëçìá�çò ÄéáìÝñéóçò. �ïéüò åßíáé ï ÷ñüíïò ãéá íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá åîå�Üæïí�áò üëá �á ðéèáíÜõðïóýíïëá �ïõ X;Ëýóç. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ X åßíáé æõãüòáñéèìüò. Ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüò S �Ý�ïéïò þó�å 2S =Pi2X xi. Éóïäýíáìá,ðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå áí õðÜñ÷åé X 0 � X ìå Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí áêñéâþò S. �áñá�ç-ñïýìå åðßóçò ü�é �ï �ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò äåí åßíáé ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò (âë. åðßóçò¢óêçóç 3.8). Ìïëá�áý�á, �ï �ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò Ý÷åé ìéá éäéü�ç�á �áõ�üóçìå ìå áõ�Þ �ùíâÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí êáé ìðïñåß íá ëõèåß ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü.¸ó�ù X 0 Ýíá õðïóýíïëï �ïõ X ìå Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí S (èåùñïýìå �ï X 0 óáí �ç ``ëýóç''�ïõ ðñïâëÞìá�ïò). ¸ó�ù j 2 X 0 �ï ó�ïé÷åßï �ïõ X 0 ìå �ï ìåãáëý�åñï äåßê�ç. Ôü�å �ï óýíïëïX 0 n fjg áðï�åëåß ìéá ``ëýóç'' ó�ï åñþ�çìá áí ``õðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï �ïõ fx1; : : : ; xj�1g ìåÜèñïéóìá ó�ïé÷åßùí áêñéâþò S � xj;''. Áõ�Þ ç éäéü�ç�á �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �çò ÄéáìÝñéóçò åßíáé�áõ�üóçìç ìå �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí.Ïñßæïõìå �ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç p : [n℄ � [S℄ 7! f0; 1g ùò åîÞò3: p(i; j) = 1 áí õðÜñ÷åéõðïóýíïëï �ïõ Xi = fx1; : : : ; xig ìå Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí j, êáé p[i; j℄ = 0 áí äåí õðÜñ÷åé �Ý�ïéïõðïóýíïëï, 0 � i � n, 0 � j � S.3¸ó�ù k öõóéêüò áñéèìüò. Óõìâïëßæïõìå ìå [k℄ �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ äåí îåðåñíïýí �ï k, äçëáäÞ�ï óýíïëï f0; : : : ; kg.



50 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò�éá êÜèå j > 0, åßíáé p[0; j℄ = 0 ãéá�ß �ï Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ êåíïý óõíüëïõ åßíáé 0.�éá êÜèå i 2 [n℄, åßíáé p[i; 0℄ = 1 ãéá �ïí ßäéï ëüãï, êáé p[i; j℄ = 0 áí j < 0, åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åéõðïóýíïëï ìå áñíç�éêü Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí.�éá êÜèå i = 1; : : : ; n êáé j = 1; : : : ; S, åßíáé p[i; j℄ = 1 ü�áí åß�å p[i�1; j℄ = 1 (äçë. õðÜñ÷åéÞäç õðïóýíïëï �ïõ fx1; : : : ; xi�1g ìå Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí j) åß�å p[i�1; j�xi℄ = 1 (äçë. õðÜñ÷åéõðïóýíïëï �ïõ fx1; : : : ; xi�1g ìå Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí j � xi ðïõ ãßíå�áé j ìå �çí ðñïóèÞêç �ïõxi). Ìå Üëëá ëüãéá, p[i; j℄ = p[i � 1; j℄ _ p[i � 1; j � xi℄. Êá�áëÞãïõìå ëïéðüí ó�çí ðáñáêÜ�ùáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �ç ëýóç ó�ï �ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò:p(i; j) =8>>><>>>: p(i� 1; j) _ p(i� 1; j � xi) ãéá êÜèå i = 1; : : : ; n êáé j = 1; : : : ; S1 áí j = 00 áí j < 00 áí i = 0 êáé j > 0 (3.6)Ç áðÜí�çóç ó�ï �ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò äßíå�áé áðü �çí �éìÞ p(n; S) êáé ìðïñåß íá õðï-ëïãéóèåß ìå �ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. Ï øåõäïêþäéêáò åßíáé ðáñüìïéïò ìåáõ�üí ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ êáé ç äéá�ýðùóÞ �ïõ áöÞíå�áé óáí Üóêçóç ó�ïí áíáãíþó�ç.Ï áëãüñéèìïò äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(nS) êáé ÷ñçóéìïðïéåß�(S) èÝóåéò ìíÞìçò. Ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí õðïóõíüëùí �ïõ X åßíáé 2n. ÅðïìÝíùò, ï÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ãéá �ïí áëãüñéèìï åîáí�ëç�éêÞò áíáæÞ�çóçò åßíáé 
(n2n), äñáìá�éêÜ ìåãáëý-�åñïò áðü �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. ut¢óêçóç 3.8. Ôï �ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò áíÞêåé ó�çí êá�çãïñßá �ùí ðñïâëçìÜ�ùí áðüöáóçò.ÔõðéêÜ, Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò äéá�õðþíå�áé ìå �ç ìïñöÞ ìéáò ëïãéêÞò ðñü�áóçò ãéá �çí ïðïßáðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå áí åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ç ``ëýóç'' åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò åßíáéÍáé áí ç ðñü�áóç åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé ¼÷é äéáöïñå�éêÜ, äçëáäÞ Ý÷åé ìÞêïò ìüëéò åíüò äõá-äéêïý øçößïõ. Ó�ç óõí�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá �ùí ðåñéð�þóåùí, Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò ìðïñåßíá èåùñçèåß óáí åîåéäßêåõóç åíüò (Þ êáé ðåñéóóï�Ýñùí) ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò: Äßíå�áéìßá �éìÞ êá�ùöëßïõ B êáé ç åñþ�çóç åßíáé ``õðÜñ÷åé ëýóç ìå êüó�ïò �ï ðïëý B;'' ü�áí ðñüêåé�áéãéá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò , êáé ``õðÜñ÷åé ëýóç ìå êÝñäïò �ïõëÜ÷éó�ïí B;'' ãéá ðñüâëçìáìåãéó�ïðïßçóçò. Ç ëýóç ãéá �ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé ``Íáé'' áí êáé ìüíï áí ç âÝë�éó�çáí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ åßíáé B Þ êáëý�åñç. ÅðïìÝíùò, áí ãíùñßæïõìå �ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ�éìÞ, ëýíïõìå åýêïëá �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò. Éó÷ýåé üìùò êáé �ï áí�ßó�ñïöï: Áíìðïñïýìå íá áðáí�Þóïõìå �çí åñþ�çóç, �ü�å õðïëïãßæïõìå �ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ óå ðïëõù-íõìéêü ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç (âë. áí�ßó�ïé÷ç åíü�ç�á ó�ï êåöÜëáéï ãéáõðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á).Äéá�õðþó�å Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò �ïõ ïðïßïõ ìéá åîåéäßêåõóç áðï�åëåß �ï �ñüâëçìá�çò ÄéáìÝñéóçò.Ëýóç. Íá äéáéñÝóå�å �ï óýíïëï X = fx1; : : : ; xng óå äýï óýíïëá X1 êáé X2 þó�å íá åëá÷éó�ï-ðïéçèåß �ï ìåãáëý�åñï áðü �á äýï áèñïßóìá�á:max8<:Xi2X1 xi;Xi2X2 xi9=;



3.3. Ôï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ 51¸ó�ù B = 12Pi2X xi �éìÞ êá�ùöëßïõ. Ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ åßíáé �ï ðïëý B áí êáéìüíï áí �ï áí�ßó�ïé÷ï ó�éãìéü�õðï �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �çò ÄéáìÝñéóçò Ý÷åé ëýóç ``Íáé''. ut3.3.1 Áëãüñéèìïé Øåõäï-�ïëõùíõìéêïý ×ñüíïõÁíáöÝñáìå ü�é �ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ åßíáé äýóêïëï ãéá �çí êëÜóç NP êáé áðï�åëåß êïéíÞåðéó�çìïíéêÞ ðåðïßèçóç ü�é ãéá �Ý�ïéïõ åßäïõò äåí õðÜñ÷ïõí áëãüñéèìïé ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ðïõ åßíáé ðïëõùíõìéêüò ó�ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ. Áðü�çí Üëëç ðëåõñÜ, ï áëãüñéèìïò äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ðïõ åßíáéðïëõùíõìéêüò ó�ïí áñéèìü �ùí áí�éêåéìÝíùí n êáé ó�ï ìÝãåèïò �ïõ óáêéäßïõ B.Ç ðáñáðÜíù áí�ßöáóç åßíáé ìüíï öáéíïìåíéêÞ. Ôï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ åßíáéßóï ìå �ïí áñéèìü �ùí äõáäéêþí øçößùí ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá íá áðïèçêåõèåß �ï ó�éãìéü�õðï ó�çìíÞìç �ïõ õðïëïãéó�Þ. Ç äõáäéêÞ êùäéêïðïßçóç �ïõ B ÷ñçóéìïðïéåß logB êáé ü÷é B äõáäéêÜøçößá. ¸�óé ï ðáñÜãïí�áò B ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ ìåãáëþíåé åêèå�éêÜ ãñÞãïñáùò ðñïò �çí ðïóü�ç�á logB ðïõ áðï�åëåß ìÝ�ñï ãéá �ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ. Óõíå-ðþò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý äåí åßíáé (êáé äåí ðñÝðåé)íá ÷áñáê�çñéóèåß ðïëõùíõìéêüò ó�ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ.Ôï ÁêÝñáéï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ áðï�åëåß Ýíá �õðéêü ðáñÜäåéãìá áñéèìç�éêïý ðñïâëÞìá-�ïò (number problem). ¸íá ðñüâëçìá ÷áñáê�çñßæå�áé áñéèìç�éêü ü�áí �ï ìÝãåèïò �ùí áñéèìþíðïõ åìðëÝêïí�áé óå Ýíá ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëý�åñï áðü ïðïéïäÞ-ðï�å ðïëõþíõìï �ïõ ðëÞèïõò �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' �ïõ. Ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ ïé``âáóéêÝò óõíéó�þóåò'' åßíáé �á áí�éêåßìåíá êáé �ï ðëÞèïò �ïõò åßíáé n. ¼ìùò �ï ìÝãåèïò Þ çáîßá êÜðïéùí áí�éêåéìÝíùí ìðïñåß íá îåðåñíÜ êá�Ü ðïëý �ï 2n. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, åß-íáé �ï ìÝãåèïò �ùí áñéèìþí êáé ü÷é �ï ðëÞèïò �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ êáèïñßæåé �ï ìÝãåèïò �ïõó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ.Ôï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ åíüò áñéèìç�éêïý ðñïâëÞìá�ïò êáèïñßæå�áé áðü �ïðëÞèïò �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' �ïõ êáé áðü �ï ðëÞèïò �ùí äõáäéêþí øçößùí ðïõ áðáé�ïýí�áéãéá �çí áðïèÞêåõóç �ùí áñéèìþí ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ï ó�éãìéü�õðï. Ôï ðëÞèïò �ùí äõáäéêþíøçößùí ãéá �çí áðïèÞêåõóç åíüò áñéèìïý åßíáé ëïãáñéèìéêü ó�ï ìÝãåèïò �ïõ áñéèìïý. ¸íáòáëãüñéèìïò Ý÷åé ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ü�áí ïëïêëçñþíå�áé óå ÷ñüíï ðïõ äåí îåðåñíÜÝíá ðïëõþíõìï �ïõ ðëÞèïõò �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' êáé �ïõ ëïãÜñéèìïõ �ïõ ìåãáëý�åñïõáñéèìïý ðïõ åìöáíßæå�áé ó�ï ó�éãìéü�õðï.�éá áñêå�Ü áñéèìç�éêÜ ðñïâëÞìá�á õðÜñ÷ïõí áëãüñéèìïé ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ðïëõùíõìéêüó�ï ðëÞèïò �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' (ðïõ óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå n) êáé ó�ï ìÝãåèïò �ùíáñéèìþí ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ï ó�éãìéü�õðï. ÔÝ�ïéïé áëãüñéèìïé ÷áñáê�çñßæïí�áé óáí áëãüñéèìïéøåõäï-ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ (pseudo-polynomial-time algorithms). ¸íá ðáñÜäåéãìá áëãüñéèìïõøåõäï-ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ åßíáé ï áëãüñéèìïò äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï �ñüâëçìá�ïõ Óáêéäßïõ.ÔõðéêÜ, Ýó�ù x ç äõáäéêÞ êùäéêïðïßçóç êÜðïéïõ ó�éãìéü�õðïõ åíüò áñéèìç�éêïý ðñïâëÞìá-�ïò, n �ï ðëÞèïò �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' �ïõ x, êáé max(x) ç �éìÞ �ïõ ìåãáëý�åñïõ áñéèìïýðïõ åìöáíßæå�áé ó�ï ó�éãìéü�õðï. ¸íáò áëãüñéèìïò Ý÷åé øåõäï-ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò áíïëïêëçñþíå�áé óå ÷ñüíï�((nmax(x))k), ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ k � 1. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, Ýíáòáëãüñéèìïò Ý÷åé ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò áí ïëïêëçñþíå�áé óå ÷ñüíï O((n logmax(x))k),



52 3. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ k � 1.ÊÜèå øåõäï-ðïëõùíõìéêÞ ðïóü�ç�á, ðïõ Ý÷åé �Üîç ìåãÝèïõò �((nmax(x))k), ìåãáëþíåéåêèå�éêÜ ãñÞãïñá óå ó÷Ýóç ìå �ï ìÞêïò �çò äõáäéêÞò êùäéêïðïßçóçò (äçëáäÞ �ï ìÝãåèïò) �ïõó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ, ðïõ Ý÷åé �Üîç ìåãÝèïõò �(n logmax(x)). ÅðïìÝíùò, Ýíáò áëãüñéèìïòøåõäï-ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ äåí Ý÷åé ðïëõùíõìéêü áëëÜ åêèå�éêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò!ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìá�á áëãüñéèìùí øåõäï-ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ åßíáé ïé áëãüñéèìïé äõíá-ìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ êáé �ï �ñüâëçìá �çò ÄéáìÝñéóçò (âë.¢óêçóç 3.7).3.4 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝòÇ ìÝèïäïò �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý êáé ïé åöáñìïãÝò �çò ó�çí åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùíóõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ðáñïõóéÜæå�áé ðïëý êáëÜ ó�á [11℄, [32℄, êáé [5℄. Ï Bellman èå-ùñåß�áé ü�é îåêßíçóå �ç óõó�çìá�éêÞ ìåëÝ�ç �çò ìåèüäïõ �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. Ïáëãüñéèìïò äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ åßíáé �ùíHeld êáé Karp [22℄.



4 ¢ðëçó�ïé ÁëãüñéèìïéÏé ðåñéóóü�åñïé áëãüñéèìïé ãéá ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò ëåé�ïõñãïýí óå âÞìá�á êÜíïí�áòêÜðïéåò åðéëïãÝò ãéá �ç ìïñöÞ �çò âÝë�éó�çò ëýóçò óå êÜèå âÞìá. Ó�ï äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü,õðïëïãßæïõìå �ç âÝë�éó�ç ëýóç üëùí �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí êáé åðéëÝãïõìå �éò åðéìÝñïõò ëýóåéòðïõ ðñÝðåé íá óõíäõáó�ïýí ãéá íá ó÷çìá�ßóïõí �ç âÝë�éó�ç ëýóç. ¸�óé ëýíïõìå ðïëý ðåñéóóü-�åñá õðï-ó�éãìéü�õðá áðü áõ�Ü ðïõ ðñáãìá�éêÜ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ç âÝë�éó�çëýóç êáé áõîÜíïõìå óçìáí�éêÜ �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ.Ìéá äéáöïñå�éêÞ ó�ñá�çãéêÞ åßíáé íá åðéëÝãïõìå áõ�ü ðïõ äåß÷íåé êáëý�åñï ìå âÜóç �çí�ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç êáé íá ëýíïõìå (åöáñìüæïí�áò �çí ßäéá ó�ñá�çãéêÞ) �ï õðï-ó�éãìéü�õðïðïõ ðñïêýð�åé áðü áõ�Þ �çí åðéëïãÞ. Áõ�Þ åßíáé ç âáóéêÞ ó�ñá�çãéêÞ êÜèå Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ(greedy algorithm). Ìå Üëëá ëüãéá, ïé Üðëçó�ïé áëãüñéèìïé êÜíïõí �ïðéêÜ âÝë�éó�åò åðéëïãÝòåëðßæïí�áò ü�é áõ�Ýò èá ïäçãÞóïõí óå ìßá óõíïëéêÜ âÝë�éó�ç ëýóç.Ïé Üðëçó�ïé áëãüñéèìïé åöáñìüæïí�áé óå ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò. Ç âáóéêÞ äïìÞ åíüòÜðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé éäéáß�åñá áðëÞ. Ï áëãüñéèìïò ëåé�ïõñãåß óå âÞìá�á êáé êÜíåé ìéáåðéëïãÞ óå ó÷Ýóç ìå �ç ìïñöÞ �çò ëýóçò óå êÜèå âÞìá. Ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò:1. �áîéíïìåß �éò ``âáóéêÝò óõíéó�þóåò'' �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ ùò ðñïò êÜðïéï êñé�Þñéï ðïõåîáñ�Ü�áé áðü �ï ðñüâëçìá,2. åðéëÝãåé áìå�Üêëç�á áí èá óõìðåñéëÜâåé �çí êáëý�åñç (ùò ðñïò �ï óõãêåêñéìÝíï êñé�Þñéï)``âáóéêÞ óõíéó�þóá'' ó�ç ëýóç, êáé3. åöáñìüæåé �ïí åáõ�ü �ïõ ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðï ðïõ ðñïêýð�åé ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíù åðé-ëïãÞ.Ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ, Ýíáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �ï êñé�Þ-ñéï �áîéíüìçóçò �ùí ``âáóéêþí óõíéó�þóùí'' êáé áðü �ï êñé�Þñéï åðéëïãÞò �çò êáëý�åñçò ``âáóéêÞòóõíéó�þóáò'' ó�ç ëýóç.¸íáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ïíïìÜæå�áé ðñïóáñìïó�éêüò (adaptive) áí ìðïñåß íá äéáöïñï-ðïéÞóåé �çí �áîéíüìçóç �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùóþí'' áðü âÞìá óå âÞìá, êáé ìç-ðñïóáñìïó�éêüòáí áêïëïõèåß �çí áñ÷éêÞ �áîéíüìçóç �ùí ``âáóéêþí óõíéó�ùó�þí'' óå üëá �á âÞìá�á.Ç åðéëïãÞ ãéá êÜèå ``âáóéêÞ óõíéó�þóá'' åßíáé áìå�Üêëç�ç (irrevo
able), äçëáäÞ äåí ìðïñåßíá áëëÜîåé ó�ï ìÝëëïí. Ç êáëý�åñç ``âáóéêÞ óõíéó�þóá'' åîáéñåß�áé áðü �ï õðï-ó�éãìéü�õðï ðïõèá åîå�áó�åß ó�ï åðüìåíï âÞìá. Áí Ý÷åé åðéëåãåß ó�ç ëýóç, �ü�å ïé õðüëïéðåò ðáñÜìå�ñïé �ïõõðï-ó�éãìéü�õðïõ áíáðñïóáñìüæïí�áé ìå âÜóç áõ�Þ �çí åðéëïãÞ. Äéáöïñå�éêÜ, ç êáëý�åñç ``âá-óéêÞ óõíéó�þóá'' áãíïåß�áé. ¼ëåò ïé õðüëïéðåò ``âáóéêÝò óõíéó�þóåò'' (åê�üò áðü �çí êáëý�åñç)óõìðåñéëáìâÜíïí�áé ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðï ãéá íá åîå�áóèïýí ó�á åðüìåíá âÞìá�á.53



54 4. ¢ðëçó�ïé ÁëãüñéèìïéÓå êÜèå âÞìá, ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åöáñìüæåé �çí ßäéá ó�ñá�çãéêÞ ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðïðïõ ðñïêýð�åé áðü �éò åðéëïãÝò �ùí ðñïçãïýìåíùí âçìÜ�ùí. ¼ìùò ç åöáñìïãÞ �ïõ Üðëç-ó�ïõ áëãüñéèìïõ ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðï äåí åßíáé åðß �çò ïõóßáò áíáäñïìéêÞ, áöïý óå êÜèå âÞìáÝ÷ïõìå ðåñéïñéóìü / åîåéäßêåõóç êáé ü÷é äéáßñåóç �ïõ ó�éãìéü�õðïõ. ¸�óé ïé Üðëçó�ïé áëãü-ñéèìïé äéá�õðþíïí�áé åðáíáëçð�éêÜ êáé äåí èåùñïýí�áé áíáäñïìéêïß áëãüñéèìïé. Ôï ãåãïíüòü�é åöáñìüæïõí �çí ßäéá ó�ñá�çãéêÞ óå üëï êáé ìéêñü�åñá ó�éãìéü�õðá âñßóêåé åöáñìïãÞ ó�çíáðüäåéîç ïñèü�ç�áò, ç ïðïßá ãßíå�áé óõíÞèùò ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ.Ïé Üðëçó�ïé áëãüñéèìïé åßíáé óõíÞèùò áðëïß ó�ç óýëëçøç, åýêïëïé ó�ï ó÷åäéáóìü, êáé éäéáß-�åñá áðïäï�éêïß áðü ðëåõñÜò áðáé�Þóåùí óå õðïëïãéó�éêïýò ðüñïõò (ð.÷. ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò,áñéèìüò èÝóåùí ìíÞìçò). ¼ìùò ãéá ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á, ç Üðëçó�ç ó�ñá�çãéêÞ äåí ïäçãåß ó�çâÝë�éó�ç ëýóç. Ç åðé�õ÷ßá åíüò Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ âáóßæå�áé ó�éò éäéü�ç�åò �çò Üðëçó�çò åðé-ëïãÞò (greedy-
hoi
e) êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. Ç éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞòåîáóöáëßæåé ü�é ïé �ïðéêÜ âÝë�éó�åò åðéëïãÝò ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå ìéá óõíïëéêÜ âÝë�éó�çëýóç. Ç éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá �á õðï-ó�éãìéü�õðá ðïõðñïêýð�ïõí áðü �éò åðéëïãÝò ðïõ ãßíïí�áé óå êÜèå âÞìá. Ç áíÜëõóç êÜèå Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõðåñéëáìâÜíåé �ç ëåãüìåíç áðüäåéîç ïñèü�ç�áò, üðïõ áðïäåéêíýå�áé ü�é ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåéðñÜãìá�é ìéá âÝë�éó�ç ëýóç.4.1 ÅðéëïãÞ Áí�áãùíéó�éêþí Äñáó�çñéï�Þ�ùíÓ�çí áðëïýó�åñÞ �ïõ ìïñöÞ, Ýíá ðñüâëçìá ÅðéëïãÞò Áí�áãùíéó�éêþí Äñáó�çñéï�Þ�ùí (a
tivitysele
tion problem) áðï�åëåß�áé áðü Ýíá óýíïëï äñáó�çñéï�Þ�ùí A = f1; 2; : : : ; ng ðïõ áðáé�ïýí�ç ÷ñÞóç åíüò êïéíü÷ñçó�ïõ ðüñïõ ãéá íá åê�åëåó�ïýí (ð.÷. åðåîåñãáó�Þ ðñïêåéìÝíïõ ãéá õðï-ëïãéó�éêÝò äéåñãáóßåò, áßèïõóáò äéäáóêáëßáò ãéá ìáèÞìá�á, êëð.). ÊÜèå äñáó�çñéü�ç�á i 2 Aáðáé�åß áðïêëåéó�éêÞ ÷ñÞóç �ïõ ðüñïõ áðü �çí ÝíáñîÞ �çò, �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ si, ìÝ÷ñé �çí ïëï-êëÞñùóÞ �çò, �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ fi, fi > si � 0. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãéóèåß ï ìÝãéó�ïòáñéèìüò äñáó�çñéï�Þ�ùí ðïõ ìðïñåß íá äñïìïëïãçèåß.Áðü �ïõò ðåñéïñéóìïýò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, �ï ðïëý ìßá äñáó�çñéü�ç�á ìðïñåß íá âñßóêå�áéóå åîÝëéîç êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ. Èåùñïýìå ü�é ç åê�Ýëåóç �çò äñáó�çñéü�ç�áò i äåóìåýåé �ïíêïéíü÷ñçó�ï ðüñï ãéá �ï äéÜó�çìá [si; fi). Äýï äñáó�çñéü�ç�åò i êáé j åßíáé óõìâá�Ýò ü�áí çåê�Ýëåóç �çò ìßá äåí áðïêëåßåé �çí åê�Ýëåóç �çò Üëëçò, äçëáäÞ ü�áí [si; fi) \ [sj; fj) = ;. ÇâÝë�éó�ç ëýóç áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá óýíïëï óõìâá�þí äñáó�çñéï�Þ�ùí ìå ìÝãéó�ï ðëçèéêü áñéèìü.Ïé ``âáóéêÝò óõíéó�þóåò'' ãéá �ï ðñüâëçìá åðéëïãÞò áí�áãùíéó�éêþí äñáó�çñéï�Þ�ùí åßíáéïé äñáó�çñéü�ç�åò. Ìå âÜóç �ç ãåíéêÞ ðåñéãñáöÞ, ãéá �ç äéá�ýðùóç åíüò Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå Ýíá êñé�Þñéï �áîéíüìçóçò êáé Ýíá êñé�Þñéï åðéëïãÞò ãéá �éò äñáó�ç-ñéü�ç�åò.ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñá êñé�Þñéá �áîéíüìçóçò �ùí äñáó�çñéï�Þ�ùí. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé ü�é ç``êáëý�åñç'' äñáó�çñéü�ç�á åðé�ñÝðåé �ç ìÝãéó�ç åêìå�Üëåõóç �ïõ êïéíü÷ñçó�ïõ ðüñïõ áðü �éòõðüëïéðåò. Èá ìðïñïýóáìå ëïéðüí íá �áîéíïìÞóïõìå �éò äñáó�çñéü�ç�åò þò ðñïò �ç äéÜñêåéá(äçë. óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí fi� si), ùò ðñïò �ï ÷ñüíï Ýíáñîçò (äçë. óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí si),ùò ðñïò �ï ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò (äçë. óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí fi), Þ áêüìç êáé ùò ðñïò �ï âáèìüåðéêÜëõøçò ìå �éò õðüëïéðåò äñáó�çñéü�ç�åò.Èá áíáëýóïõìå �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï ðïõ �áîéíïìåß �éò äñáó�çñü�ç�åò óå áýîïõóá óåéñÜ



4.1. ÅðéëïãÞ Áí�áãùíéó�éêþí Äñáó�çñéï�Þ�ùí 55
11100 1 98765432 1312 14

1 3 86

15 16 17 18Ó÷Þìá 4.1: Ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï ðáñÜäåéãìá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò åðéëïãÞò áí�áãùíéó�éêþíäñáó�çñéï�Þ�ùí.ùò ðñïò �ï ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå ü�é ç áñßèìçóç�ùí äñáó�çñéï�Þ�ùí åßíáé �Ý�ïéá þó�å f1 � f2 � � � � � fn (ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß óå ÷ñüíïO(n logn) åê�åëþí�áò Ýíáí áëãüñéèìï �áîéíüìçóçò). Êñé�Þñéï åðéëïãÞò åßíáé ç óõìâá�ü�ç�á �çòêáëý�åñçò äñáó�çñéü�ç�áò ó�ï �ñÝ÷ïí õðï-ó�éãìéü�õðï ìå �éò äñáó�çñéü�ç�åò ðïõ Ý÷ïõí åðéëåãåßóå ðñïçãïýìåíá âÞìá�á. Áêïëïõèåß ç äéá�ýðùóç áõ�ïý �ïõ áëãüñéèìïõ óå øåõäïêþäéêá:greedySele
tion((s1; f1); : : : ; (sn; fn)) /* ÕðïèÝ�ïõìå ü�é f1 � f2 � � � � � fn */C  f1g; j  1;for i 2 to n doif si � fj thenC  C [ fig; j  i;return(C);Ïé äñáó�çñéü�ç�åò åëÝã÷ïí�áé óå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñüíïõ ïëïêëÞñùóçò. Ïé åðéëåãìÝíåò äñá-ó�çñéü�ç�åò �ïðïèå�ïýí�áé ó�ï óýíïëï C êáé ç ìå�áâëç�Þ j äéá�çñåß �ï äåßê�ç �çò �åëåõ�áßáòäñáó�çñéü�ç�áò ðïõ Ý÷åé åðéëåãåß. Áí ç äñáó�çñéü�ç�á i åðéëåãåß, ï êïéíü÷ñçó�ïò ðüñïò äå-óìåýå�áé ìÝ÷ñé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ fi ðïõ ç i ïëïêëçñþíå�áé. Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é ïáëãüñéèìïò óõíå÷ßæåé åöáñìüæïí�áò �ïí åáõ�ü �ïõ ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðï Ai = fk 2 A : sk � figáðü �ï ïðïßï Ý÷ïõí åîáéñåèåß ïé äñáó�çñéü�ç�åò ðïõ äåí åßíáé óõìâá�Ýò ìå �çí i.�ñüêåé�áé ãéá Ýíáí ìç-ðñïóáñìïó�éêü Üðëçó�ï áëãüñéèìï, áöïý ïé äñáó�çñéü�ç�åò �áîéíï-ìïýí�áé ìéá êáé ìüíç öïñÜ ó�çí áñ÷Þ �ïõ áëãïñßèìïõ. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé�(n) áí õðïèÝóïõìå ü�é ïé äñáó�çñéü�ç�åò äßíïí�áé �áîéíïìçìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñüíïõïëïêëÞñùóçò.�éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ áëãüñéèìïõ greedySele
tion ãéá �ï ðá-ñáêÜ�ù ó�éãìéü�õðï i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10si 0 2 3 5 4 10 9 11 11 14fi 3 5 6 7 9 11 12 15 16 17Ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé �ç äñáó�çñéü�ç�á 1, ïðü�å áðïêëåßå�áé ç äñáó�çñéü�ç�á 2. Ó�ç óõíÝ-÷åéá, åðéëÝãå�áé ç äñáó�çñéü�ç�á 3, áðïêëåßïí�áé ïé äñáó�çñéü�ç�åò 4 êáé 5, åðéëÝãå�áé ç 6,áðïêëåßå�áé ç 7, åðéëÝãå�áé ç 8, êáé áðïêëåßïí�áé ïé 9 êáé 10. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé ç åðéëïãÞ�åóóÜñùí áìïéâáßá óõìâá�þí äñáó�çñéï�Þ�ùí ðïõ äñïìïëïãïýí�áé üðùò öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 4.1.



56 4. ¢ðëçó�ïé ÁëãüñéèìïéÔï óýíïëï f1; 3; 6; 8g áðï�åëåß ìßá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá áõ�ü �ï ó�éãìéü�õðï, áöïý äåí õðÜñ÷åéêáíÝíá óýíïëï ðÝí�å Þ ðåñéóóü�åñùí óõìâá�þí äñáó�çñéï�Þ�ùí. Ìßá äéáöïñå�éêÞ âÝë�éó�ç ëýóçåßíáé �ï óýíïëï f2; 4; 7; 10g. �áñá�çñïýìå ü�é ç äñáó�çñéü�ç�á 2 ìðïñåß íá áí�éêá�áó�áèåß áðü�çí 1 ÷ùñßò íá åðçñåáó�ïýí ïé õðüëïéðåò äñáó�çñéü�ç�åò �çò äåý�åñçò ëýóçò. Áõ�ü óõìâáßíåéãéá�ß f1 � f2. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ç äñáó�çñéü�ç�á 4 ìðïñåß íá áí�éêá�áó�áèåß áðü �çí 3, ç 7 áðü �çí6, êáé ç 10 áðü �çí 8 (ìå áõ�Þ �ç óåéñÜ).¢óêçóç 4.1. Èåùñåßó�å �ïõò Üðëçó�ïõò áëãüñéèìïõò ðïõ �áîéíïìïýí �éò äñáó�çñéü�ç�åò óå áý-îïõóá óåéñÜ ùò ðñïò �ç äéÜñêåéá, ùò ðñïò �ï ÷ñüíï Ýíáñîçò, êáé ùò ðñïò �ï âáèìü åðéêÜëõøçòìå �éò õðüëïéðåò äñáó�çñéü�ç�åò, êáé ÷ñçóéìïðïéïýí óáí êñé�Þñéï åðéëïãÞò �ç óõìâá�ü�ç�á ìå�éò Þäç åðéëåãìÝíåò äñáó�çñéü�ç�åò. Íá äþóå�å áí�éðáñáäåßãìá�á üðïõ áõ�ïß ïé áëãüñéèìïéáðï�õ÷Üíïõí íá õðïëïãßóïõí �ç âÝë�éó�ç ëýóç.Ëýóç. ¸ó�ù ï áëãüñéèìïò ðïõ �áîéíïìåß �éò äñáó�çñéü�ç�åò óå áýîïõóá óåéñÜ ùò ðñïò �çäéÜñêåéá. Ó�ï ó�éãìéü�õðï ((1; 5); (4; 6); (5; 10)) ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé ìüíï �ç äñáó�çñéü�ç�á2, åíþ ç âÝë�éó�ç ëýóç åðéëÝãåé �éò äñáó�çñéü�ç�åò 1 êáé 3.¸ó�ù ï áëãüñéèìïò ðïõ �áîéíïìåß �éò äñáó�çñéü�ç�åò óå áýîïõóá óåéñÜ ùò ðñïò �ï ÷ñüíïÝíáñîçò. Ó�ï ó�éãìéü�õðï ((1; 10); (2; 3); (3; 4); (4; 5); (5; 6); (6; 7); (7; 8); (8; 9); (9; 10)), ï áëãü-ñéèìïò åðéëÝãåé ìüíï �ç äñáó�çñéü�ç�á 1, åíþ ç âÝë�éó�ç ëýóç åðéëÝãåé üëåò �éò õðüëïéðåò äñá-ó�çñéü�ç�åò.¸ó�ù ï áëãüñéèìïò ðïõ �áîéíïìåß �éò äñáó�çñéü�ç�åò óå áýîïõóá óåéñÜ ùò ðñïò �ï âáèìüåðéêÜëõøçò. Ó�ï ó�éãìéü�õðï ((1; 3); (1; 3); (2; 4); (2; 4); (3; 5); (4; 6); (5; 7); (6; 8); (6; 8); (7; 9),(7; 9)), ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé áìå�Üêëç�á �ç äñáó�çñéü�ç�á 6. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ï áëãüñéèìïòìðïñåß íá åðéëÝîåé �ï ðïëý Üëëåò äýï äñáó�çñéü�ç�åò, ð.÷. �éò 1 êáé 8. Áí�ßèå�á, ç âÝë�éó�ç ëýóçåðéëÝãåé �Ýóóåñéò äñáó�çñéü�ç�åò, ð.÷. �éò 1, 5, 7, êáé 10. ut4.1.1 Áðüäåéîç Ïñèü�ç�áòÓ�çí ¢óêçóç 4.1 åßäáìå �ñßá ðáñáäåßãìá�á Üðëçó�ùí áëãïñßèìùí ðïõ áðï�õã÷Üíïõí íá õðï-ëïãßóïõí �ç âÝë�éó�ç ëýóç óå êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò. Ï ìüíïò �ñüðïò íá åßìáó�å óßãïõñïé ü�é ÝíáòÜðëçó�ïò áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï åéóüäïõ åßíáé íá äéá�õ-ðþóïõìå ìéá ìáèçìá�éêÞ áðüäåéîç. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò áðïäåßîåéò ïíïìÜæïí�áé áðïäåßîåéò ïñèü�ç�áòêáé áðï�åëïýí áðáñáß�ç�ï óõó�á�éêü �çò áíÜëõóçò êÜèå Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ.Èåþñçìá 4.1. Ï áëãüñéèìïò greedySele
tion õðïëïãßæåé ìßá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï �ñüâëçìá �çòÅðéëïãÞò Áí�áãùíéó�éêþí Äñáó�çñéï�Þ�ùí.Áðüäåéîç. ¸ó�ù A Ýíá óýíïëï äñáó�çñéï�Þ�ùí �áîéíïìçìÝíùí óå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñüíùí ïëï-êëÞñùóçò. Ï áëãüñéèìïò greedySele
tion åðéëÝãåé �ç äñáó�çñéü�ç�á 1 (áõ�Þ äçëáäÞ ìå �ï ìé-êñü�åñï ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò) êáé åöáñìüæåé �ïí åáõ�ü �ïõ ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðï A1 = fi 2 A :si � f1g. ¸ó�ù C(A) (C(A1)) ï áñéèìüò �ùí äñáó�çñéï�Þ�ùí ðïõ åðéëÝãåé ï áëãüñéèìïò áðü�ï óýíïëï A (áðü �ï A1 áí�ßó�ïé÷á). Éó÷ýåé ü�é C(A) = 1 + C(A1).Èá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ. Áí Ý÷ïõìå ìüíï ìßá äñáó�çñéü�ç�á,ï áëãüñéèìïò �çí åðéëÝãåé êáé áõ�Þ åßíáé ç âÝë�éó�ç ëýóç. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é ï áëãü-ñéèìïò õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá êÜèå óýíïëï áðü n� 1 Þ ëéãü�åñåò äñáó�çñéü�ç�åò. Èááðïäåßîïõìå �ïí éó÷õñéóìü ãéá êÜèå óýíïëï A ìå n äñáó�çñéü�ç�åò.



4.1. ÅðéëïãÞ Áí�áãùíéó�éêþí Äñáó�çñéï�Þ�ùí 57¸ó�ù C�(A) (C�(A1)) ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ (ìÝãéó�ïò áñéèìüò óõìâá�þí äñáó�ç-ñéï�Þ�ùí) ãéá �ï óýíïëï A (ãéá �ï A1 áí�ßó�ïé÷á). Áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ï áëãüñéèìïòõðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï A1. ¸�óé C(A1) = C�(A1) êáé C(A) = 1 + C�(A1). Èáäåßîïõìå ü�é C�(A) � 1+C�(A1) = C(A) ðïõ óçìáßíåé ü�é ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�çëýóç ãéá �ï óýíïëï A.¸ó�ù ìéá âÝë�éó�ç ëýóç C� ãéá �ï óýíïëï A, êáé Ýó�ù ` ç äñáó�çñéü�ç�á �ïõ C� ðïõ ïëïêëç-ñþíå�áé ðñþ�ç. Éó÷ýåé ü�é f` � f1 åðåéäÞ õðïèÝóáìå ü�é ïé äñáó�çñéü�ç�åò åßíáé �áîéíïìçìÝíåòóå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñüíïõ ïëïêëÞñùóçò1. ÅðïìÝíùò êÜèå äñáó�çñéü�ç�á i 2 C� nf`g Ý÷åé ÷ñüíïÝíáñîçò si � f` � f1 êáé �ï C� n f`g áðï�åëåß áðïäåê�Þ ëýóç ãéá �ï õðï-ó�éãìéü�õðï A1. Ïáñéèìüò �ùí äñáó�çñéï�Þ�ùí ó�ï C� n f`g åßíáé C�(A)� 1 åî' ïñéóìïý. ÅðåéäÞ ç âÝë�éó�ç ëýóçåðéëÝãåé �éò ðåñéóóü�åñåò äñáó�çñéü�ç�åò áðü êÜèå Üëëç áðïäåê�Þ ëýóç,C�(A)� 1 � C�(A1)) C�(A) � 1 + C�(A1) = C(A)üðùò áðáé�åß�áé. utÅðéóÞìáíóç. Ïõóéáó�éêÜ áðïäåßîáìå ü�é ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ ðåñéãñÜöå�áé áðü �çó÷Ýóç C�(A) = 1 + C�(A1). ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò,áöïý ç åðéëïãÞ �çò äñáó�çñéü�ç�áò ðïõ ïëïêëçñþíå�áé ðñþ�ç ïäçãåß óå ìéá óõíïëéêÜ âÝë�éó�çëýóç, êáé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí, áöïý ç âÝë�éó�ç ëýóç áðï�åëåß�áé áðü�çí ðñþ�ç äñáó�çñéü�ç�á êáé �ç âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ õðï-ó�éãìéü�õðïõ A1. Ç áðüäåéîç �ïõ Èå-ùñÞìá�ïò 4.1 óõíßó�á�áé ó�çí åðáãùãéêÞ åöáñìïãÞ áõ�þí �ùí äýï éäéï�Þ�ùí. utÇ åðáãùãéêÞ áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.1 åßíáé ìéá �õðéêÞ áðüäåéîç ïñèü�ç�áò Üðëçó�ïõáëãüñéèìïõ. Ç ðñþ�ç ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é êÜèå âÝë�éó�ç ëýóç ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá âÝë�éó�çëýóç ãéá �ï õðï-ó�éãìéü�õðï ó�ï ïðïßï ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åöáñìüæåé �ïí åáõ�ü �ïõ. ÄçëáäÞ�ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. Ç äåý�åñç ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�éìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå ìéá áðü �éò åðéëïãÝò �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ìå �çí Üðëçó�ç åðéëïãÞ�ïõ áëãüñéèìïõ. ÄçëáäÞ �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò, áöïý õðÜñ÷åéìéá âÝë�éó�ç ëýóç ðïõ óõìöùíåß ìå �çí Üðëçó�ç åðéëïãÞ. Ç áðüäåéîç ïñèü�ç�áò óõíßó�á�áé ó�çíåðáãùãéêÞ åöáñìïãÞ �ùí äýï éäéï�Þ�ùí.¢óêçóç 4.2. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï ðñüâëçìá åðé-ëïãÞò áí�áãùíéó�éêþí äñáó�çñéï�Þ�ùí. Ìðïñåß�å íá õðïèÝóå�å ü�é ïé äñáó�çñéü�ç�åò åßíáéäéá�å�áãìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñüíïõ ïëïêëÞñùóçò.Ëýóç. ¸ó�ù m[i; T ℄ ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò äñáó�çñéï�Þ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá åðéëåãïýí áðü �ïóýíïëï Ai = f1; : : : ; ig êáé íá ïëïêëçñùèïýí ìÝ÷ñé �ç ó�éãìÞ T . Ôï m[i; T ℄ ïñßæå�áé áðü �çíðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:1Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ç äñáó�çñéü�ç�á ` ìðïñåß íá áí�éêá�áó�áèåß áðü �çí 1 ÷ùñßò íá åðçñåáó�ïýí ïé õðüëïéðåòäñáó�çñéü�ç�åò ó�ï C�. Ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷åé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ðïõ ðåñéÝ÷åé �ç äñáó�çñéü�ç�á ðïõ ïëïêëçñþíå�áéðñþ�ç êáé �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò.



58 4. ¢ðëçó�ïé Áëãüñéèìïém[i; T ℄ =8><>: m[i� 1; T ℄ áí i > 0 êáé 0 � T < fimaxfm[i� 1; T ℄;m[i � 1; si℄ + 1g áí i > 0 êáé T � fi0 áí i = 0 Þ T < 0Ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ äßíå�áé áðü �ï ó�ïé÷åßï m[n; fn℄, üðïõ fn ÷ñüíïò ïëïêëÞñù-óçò �çò �åëåõ�áßáò äñáó�çñéü�ç�áò. Ç âÝë�éó�ç áí�éêåéìåíéêÞ �éìÞ êáèþò êáé ç âÝë�éó�ç ëýóçìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ìå �ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý óå ÷ñüíï �(nfn) êáé÷ñçóéìïðïéþí�áò �(nfn) èÝóåéò ìíÞìçò.¸íáò äéáöïñå�éêüò áëãüñéèìïò ðïõ áí êáé ï ïñéóìüò �ïõ áêïëïõèåß �ï ðáñÜäåéãìá �ïõäõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý, ëåé�ïõñãåß üðùò ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò, ðñïêýð�åé ùò åîÞò: ¸ó�ùm[i℄ = (xi; yi), üðïõ xi ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò äñáó�çñéï�Þ�ùí ðïõ ìðïñåß íá åðéëåãåß áðü �ï óýíïëïAi = f1; : : : ; ig êáé yi ï ÷ñüíïò ïëïêëÞñùóçò �ùí åðéëåãìÝíùí äéáäéêáóéþí. Ôï m[i℄ ïñßæå�áéáðü �çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:m[i℄ =8><>: (xi�1; yi�1) áí i > 0 êáé si < yi�1(xi�1 + 1; fi) áí i > 0 êáé si � yi�1(0; 0) áí i = 0Èåùñþí�áò �éò äñáó�çñéü�ç�åò �áîéíïìçìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñüíïõ ïëïêëÞñùóçò, �ïm[n℄ ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï ìå ÷ñÞóç ó�áèåñïý áñéèìïý èÝóåùí ìíÞìçò. ut¢óêçóç 4.3. ¸ó�ù n äñáó�çñéü�ç�åò, üðïõ ç äñáó�çñéü�ç�á i, i = 1; : : : ; n, Ý÷åé ÷ñüíï Ýíáñîçòsi êáé ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò fi, fi > si � 0. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá äñïìïëïãÞóïõìå üëåò �éòäñáó�çñéü�ç�åò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü áðü êïéíü÷ñçó�ïõò ðüñïõò (ð.÷. áßèïõóåòäéäáóêáëßáò ðñïêåéìÝíïõ ãéá ìáèÞìá�á). ¼ðùò êáé ó�ï ðñüâëçìá �çò åðéëïãÞò áí�áãùíéó�éêþíäñáó�çñéï�Þ�ùí, ïé äñáó�çñéü�ç�åò ðïõ äñïìïëïãïýí�áé ó�ïí ßäéï ðüñï ðñÝðåé íá åßíáé óõìâá�Ýò.Íá äéá�õðþóå�å êáé íá áíáëýóå�å Ýíáí Üðëçó�ï áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç.Ëýóç. Ôï ðñüâëçìá áõ�ü åßíáé ðéï ãíùó�ü óáí �ñüâëçìá ×ñùìá�éóìïý Äéáó�çìÜ�ùí (interval
oloring problem). Ïé äñáó�çñéü�ç�åò áí�éó�ïé÷ïýí óå ÷ñïíéêÜ äéáó�Þìá�á êáé êÜèå ÷ñþìá óåäéáöïñå�éêü êïéíü÷ñçó�ï ðüñï. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ï ÷ñùìá�éóìüò �ùí äéáó�çìÜ�ùí ìå �ïí åëÜ-÷éó�ï áñéèìü ÷ñùìÜ�ùí, þó�å êÜèå æåõãÜñé åðéêáëõð�üìåíùí äéáó�çìÜ�ùí íá Ý÷åé äéáöïñå�éêÜ÷ñþìá�á.¸ó�ù d ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò äéáó�çìÜ�ùí (äñáó�çñéï�Þ�ùí) ðïõ åðéêáëýð�ïí�áé (áí�ßó�ïé÷á,ç åê�ÝëåóÞ �ïõò óõìðßð�åé ãéá êÜðïéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ). �ñïöáíþò, ÷ñåéáæüìáó�å �ïõëÜ÷éó�ïí d÷ñþìá�á. ¸íáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åßíáé íá �áîéíïìÞóïõìå �á äéáó�Þìá�á óå áýîïõóá óåéñÜ÷ñüíïõ Ýíáñîçò. Óå êÜèå äéÜó�çìá áíáèÝ�ïõìå �ï ìéêñü�åñï ÷ñþìá ðïõ åßíáé äéÜèåóéìï êá�Ü �ç÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ Ýíáñîçò. ¸íá ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé áíá�åèåß óå Ýíá äéÜó�çìá ãßíå�áé ðÜëé äéáèÝóéìï�ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ ðïõ �ï äéÜó�çìá ïëïêëçñþíå�áé. �áñá�çñïýìå ü�é óå êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ k,ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò �üóá ÷ñþìá�á üóá êáé �á äéáó�Þìá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï k.ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò d ÷ñþìá�á.



4.2. Äñïìïëüãçóç Åñãáóéþí 59greedyIntervalColoring((s1; f1); : : : ; (sn; fn))F  max1�i�nffig; 
 1;for k  0 to F dofor all j 2 fi : (1 � i � n) ^ (fi = k)g do
 
� 1; /* Ôï äéÜó�çìá j ïëïêëçñþíå�áé êáé �ï ÷ñþìá 
 ãßíå�áé äéáèÝóéìï */for all j 2 fi : (1 � i � n) ^ (si = k)g doC[j℄ 
; 
 
+ 1; /* Ôï äéÜó�çìá j îåêéíÜåé êáé ðáßñíåé �ï ÷ñþìá 
 */return(C);Áõ�Þ ç õëïðïßçóç Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(nF ). Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ìðïñåß íá âåë�éùèåß áíåðéêåí�ñþóïõìå �çí ðñïóï÷Þ ìáò ìüíï ó�á óçìåßá ðïõ åß�å îåêéíÜåé åß�å ïëïêëçñþíå�áé êÜðïéïäéÜó�çìá. ÕðÜñ÷ïõí �ï ðïëý 2n äéáöïñå�éêÜ óçìåßá Ýíáñîçò êáé ïëïêëÞñùóçò. ÊÜèå �Ý�ïéïóçìåßï ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ó�áèåñü áí �á si êáé fi åßíáé �áîéíïìçìÝíá óå áýîïõóá óåéñÜ.Ï �ñïðïðïéçìÝíïò áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé �(n logn) ÷ñüíï ãéá �çí �áîéíüìçóç êáé �(n) ÷ñüíïãéá �çí áíÜèåóç �ùí ÷ñùìÜ�ùí. ut4.2 Äñïìïëüãçóç Åñãáóéþí¸ó�ù Ýíáò åîõðçñå�ç�Þò (ð.÷. õðïëïãéó�Þò, åê�õðù�Þò, �áìåßï, ìÝóï ìå�áöïñÜò, êëð.) êáé nðåëÜ�åò / åñãáóßåò ìå á�ïìéêïýò ÷ñüíïõò åîõðçñÝ�çóçò t1; t2; : : : ; tn. ÈÝëïõìå íá äñïìïëïãÞ-óïõìå �ïõò ðåëÜ�åò ó�ïí åîõðçñå�ç�Þ þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï ìÝóï ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò.Ôï ðñüâëçìá áõ�ü åßíáé ãíùó�ü óáí ðñüâëçìá Äñïìïëüãçóçò ãéá �çí Åëá÷éó�ïðïßçóç �ïõ ÌÝ-óïõ ×ñüíïõ ÅîõðçñÝ�çóçò êáé áðï�åëåß Ýíá áí�éðñïóùðåõ�éêü äåßãìá ìéáò ìåãÜëçò êá�çãïñßáòðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò ðïõ åßíáé ãíùó�Ü óáí ðñïâëÞìá�á äñïìïëüãçóçò (s
heduling prob-lems).�éá �ï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá, ìéá äñïìïëüãçóç åßíáé áðëþò ìéá ìå�Üèåóç �ïõ óõíüëïõ�ùí ðåëá�þí. Ìéá äñïìïëüãçóç ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß óáí ìéá ìå�Üèåóç � �ïõ óõíüëïõf1; : : : ; ng �ùí ðåëá�þí, üðïõ ï ðåëÜ�çò i äñïìïëïãåß�áé ó�ç óåéñÜ �(i). ÊÜèå �Ý�ïéá ìå�Ü-èåóç/äñïìïëüãçóç áðï�åëåß ìéá áðïäåê�Þ ëýóç. Ï ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò �ïõ ðåëÜ�ç i óå ìéáóõãêåêñéìÝíç äñïìïëüãçóç �, áò �ïí óõìâïëßóïõìå ìå 
i(�), åßíáé ßóïò ìå �ï Üèñïéóìá �ùíá�ïìéêþí ÷ñüíùí åîõðçñÝ�çóçò üëùí �ùí ðåëá�þí ìå óåéñÜ ìéêñü�åñç Þ ßóç �ïõ �(i). ÔõðéêÜ,
i(�) = Xj:�(j)��(i) tjÏ ìÝóïò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò �ùí ðåëá�þí ãéá �ç äñïìïëüãçóç �, áò �ïí óõìâïëßóïõìå ìå A(�),åßíáé A(�) = 1n nXi=1 
i(�)Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò �ùí ðåëá�þí ãéá �ç äñïìïëüãçóç �, áò �ïí óõìâïëßóïõìåìå T (�), åßíáé T (�) = nA(�). Ç âÝë�éó�ç äñïìïëüãçóç åßíáé áõ�Þ ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï ìÝóï÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò �ùí ðåëá�þí. ÅðåéäÞ �ï n åßíáé êáèïñéóìÝíï ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï, çâÝë�éó�ç äñïìïëüãçóç åëá÷éó�ïðïéåß éóïäýíáìá �ï óõíïëéêü ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò �ùí ðåëá�þí.



60 4. ¢ðëçó�ïé Áëãüñéèìïé�áñÜäåéãìá 4.1. ¸ó�ù 4 ðåëÜ�åò ìå á�ïìéêïýò ÷ñüíïõò åîõðçñÝ�çóçò 8, 7, 2, êáé 5. Áí �ïõòäñïìïëïãÞóïõìå ìå áõ�Þ �ç óåéñÜ, ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝ�çóçò åßíáé 8, 15, 17, êáé 22, êáé ï óõíï-ëéêüò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò åßíáé 62. Áí �ïõò äñïìïëïãÞóïõìå ìå �ç óåéñÜ 2, 5, 7, 8, ïé ÷ñüíïéåîõðçñÝ�çóçò åßíáé 2, 7, 14, êáé 22, êáé ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò åßíáé 45. Áõ�Þ åßíáéêáé ç âÝë�éó�ç ëýóç.ÕðÜñ÷åé Ýíáò ðïëý áðëüò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá äñïìïëüãçóçò. Ïáëãüñéèìïò �áîéíïìåß �ïõò ðåëÜ�åò óå áýîïõóá óåéñÜ á�ïìéêþí ÷ñüíùí åîçðçñÝ�çóçò êáé �ïõòäñïìïëïãåß ìå áõ�Þ áêñéâþò �ç óåéñÜ. Ï áëãüñéèìïò åßíáé ãíùó�üò êáé óáí êáíüíáò ÅëÜ÷éó�ïõÁ�ïìéêïý ×ñüíïõ ÅîõðçñÝ�çóçò (ÅÁ×Å).×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå ó�ï åîÞò ü�é ç áñßèìçóç �ùí ðåëá�þí åßíáé �Ý�ïéáþó�å t1 � t2 � � � � � tn (ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß óå ÷ñüíï O(n logn) åê�åëþí�áò Ýíáí áëãüñéèìï�áîéíüìçóçò). Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò åßíáé:T = t1 + (t1 + t2) + (t1 + t2 + t3) + � � � + (t1 + � � � + tn)= n t1 + (n� 1)t2 + (n� 2)t3 + � � � + tn= nXi=1(n� i+ 1)tiÏ ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêáò õðïëïãßæåé �ïí ìÝóï ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò ìå âÜóç �ïí êáíüíá ÅÁ×Å.greedyS
heduling(t1; t2; : : : ; tn) /* ÕðïèÝ�ïõìå ü�é t1 � t2 � � � � � tn */
 0; T  0;for i 1 to n do
 = 
+ ti; T  T + 
;return(T=n);Èåþñçìá 4.2. Ï êáíüíáò ÅëÜ÷éó�ïõ Á�ïìéêïý ×ñüíïõ ÅîõðçñÝ�çóçò åëá÷éó�ïðïéåß �ï ìÝóï ÷ñüíïåîõðçñÝ�çóçò.Áðüäåéîç. Éóïäýíáìá, èá áðïäåßîïõìå ü�é ï êáíüíáò ÅÁ×Å åëá÷éó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü ÷ñüíïåîõðçñÝ�çóçò. ¸ó�ù Ýíá óýíïëï n ðåëá�þí �áîéíïìçìÝíùí óå áýîïõóá óåéñÜ á�ïìéêþí ÷ñüíùíåîõðçñÝ�çóçò. �éá íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é ç äñïìïëüãçóç �ïõ êáíüíá ÅÁ×Åäåí åßíáé âÝë�éó�ç.¸ó�ù ëïéðüí �� ç âÝë�éó�ç äñïìïëüãçóç ðïõ óõìöùíåß ìå �ç äñïìïëüãçóç �ïõ êáíüíá ÅÁ×Åó�ç óåéñÜ äñïìïëüãçóçò üóï �ï äõíá�üí ðåñéóóü�åñùí ðåëá�þí (óå ó÷Ýóç ìå �éò õðüëïéðåòâÝë�éó�åò äñïìïëïãÞóåéò). ¸ó�ù áêüìç �� ç áí�ßó�ñïöç ìå�Üèåóç �çò ��. ÄçëáäÞ, ��(j) åßíáé ïðåëÜ�çò ðïõ äñïìïëïãåß�áé ó�ç óåéñÜ j áðü �çí ��. Ï åëÜ÷éó�ïò óõíïëéêüò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçòåßíáé T (��) =Pnj=1(n� j + 1)t��(j).Áöïý ç âÝë�éó�ç äñïìïëüãçóç �� åßíáé äéáöïñå�éêÞ áðü �ç äñïìïëüãçóç �ïõ êáíüíá ÅÁ×Å,Ýó�ù k ï ðñþ�ïò ðåëÜ�çò ðïõ äñïìïëïãåß�áé óå óåéñÜ ìåãáëý�åñç áðü k, êáé Ýó�ù ` ï ðåëÜ�çò ðïõäñïìïëïãåß�áé ó�ç óåéñÜ k áðü �çí ��. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ðáñáðÜíù óõìâïëéóìü, ��(k) > k.ÅðåéäÞ ïé ðåëÜ�åò ìÝ÷ñé êáé �ïí k�1 äñïìïëïãïýí�áé ó�çí ßäéá óåéñÜ áðü �éò äýï äñïìïëïãÞóåéò,éó÷ýåé ü�é k < ` êáé tk � t`.



4.2. Äñïìïëüãçóç Åñãáóéþí 61Ç óõíåéóöïñÜ �ùí tk êáé t` ó�ïí óõíïëéêü ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò T (��) åßíáé (n���(k)+1)tkêáé (n � k + 1)t` áí�ßó�ïé÷á. Áí áí�áëëÜîïõìå áìïéâáßá �ç óåéñÜ äñïìïëüãçóçò �ùí k êáé `,ïðü�å ï k èá äñïìïëïãåß�áé ó�ç óåéñÜ k êáé ï ` ó�ç óåéñÜ ��(k), ç óõíåéóöïñÜ �ùí tk êáé t` ó�ïííÝï óõíïëéêü ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò èá åßíáé (n � k + 1)tk êáé (n � ��(k) + 1)t` áí�ßó�ïé÷á. Çìå�áâïëÞ ó�ï óõíïëéêü ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áí�áëëáãÞ �ùí k êáé ` åßíáé:[(n� k + 1)tk + (n� ��(k) + 1)t`℄�[(n� ��(k) + 1)tk + (n� k + 1)t`℄ == (n� k + 1)(tk � t`)� (n� ��(k) + 1)(tk � t`) = (��(k)� k)(tk � t`) � 0åðåéäÞ ��(k) > k êáé tk � t`. ÅðïìÝíùò, ç äñïìïëüãçóç ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí �� ìå �çíáí�áëëáãÞ �ùí k êáé ` Ý÷åé åðßóçò �ïí åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü ÷ñüíï åîõðçñÝ�çóçò (åßíáé äçëáäÞâÝë�éó�ç) êáé óõìöùíåß ìå �çí Üðëçó�ç äñïìïëüãçóç �ïõ êáíüíá ÅÁ×Å �ïõëÜ÷éó�ïí óå Ýíáíáêüìç ðåëÜ�ç. Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�ï êñé�Þñéï åðéëïãÞò �çò ��. ut¢óêçóç 4.4. Áðïäåßî�å ü�é �ï ðñüâëçìá �çò Äñïìïëüãçóçò ãéá �çí Åëá÷éó�ïðïßçóç �ïõ ÌÝóïõ×ñüíïõ ÅîõðçñÝ�çóçò Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò �çò âÝë�éó�çò åðéëïãÞò êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõòëýóåùí.Ëýóç. Ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.2 ïõóéáó�éêÜ äåß÷íåé ü�é õðÜñ÷åé ìéá âÝë�éó�ç äñïìïëüãçóçðïõ óõìöùíåß ìå �ç äñïìïëüãçóç �ïõ êáíüíá EAXE ó�éò óåéñÝò �ùí k ðñþ�ùí ðåëá�þí, ãéáêÜèå k = 1; 2; : : : ; n. ÄçëáäÞ, �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò âÝë�éó�çò åðéëïãÞò. Ç éäéü�ç�á�ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí ðñïêýð�åé áðü �çí åîßóùóç õðïëïãéóìïý �ïõ óõíïëéêïý ÷ñüíïõåîõðçñÝ�çóçò. Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åîõðçñÝ�çóçò ãéá n ðåëÜ�åò åßíáé n t1 óõí �ï óõíïëéêü ÷ñüíïåîõðçñÝ�çóçò ãéá �ïõò õðüëïéðïõò n� 1 ðåëÜ�åò. Áí ëïéðüí áãíïÞóïõìå �ïí ðñþ�ï ðåëÜ�ç ìéáòâÝë�éó�çò äñïìïëüãçóçò, ðñïêýð�åé ìéá âÝë�éó�ç äñïìïëüãçóç ãéá �ïõò õðüëïéðïõò n�1 ðåëÜ�åò.ut¢óêçóç 4.5. Èåùñïýìå �ï ðñüâëçìá �çò êÜëõøçò üëùí �ùí óçìåßùí åíüò óõíüëïõ ñç�þí áñéè-ìþí ìå �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü ìïíáäéáßùí äéáó�çìÜ�ùí. ÓõãêåêñéìÝíá, äßíå�áé Ýíá óýíïëï n ñç�þíáñéèìþí X = fx1; : : : ; xng êáé ðñÝðåé íá õðïëïãéó�åß ç ìéêñü�åñç óõëëïãÞ êëåéó�þí äéáó�çìÜ-�ùí ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ X . Íá äéá�õðþóå�å êáé íá áíáëýóå�åÝíáí Üðëçó�ï áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá.Ëýóç. Èåùñïýìå ü�é �á ó�ïé÷åßá �ïõ X åßíáé �áîéíïìçìÝíá óå áýîïõóá óåéñÜ (êñé�Þñéï �áîé-íüìçóçò), x1 � � � � � xn. Ï áëãüñéèìïò ðñïóèÝ�åé ó�ç ëýóç Ýíá ìïíáäéáßï äéÜó�çìá ìå áñ÷Þ�ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß, áöáéñåß áðü �ï �ñÝ÷ïí ó�éãìéü�õðï �á ó�ïé÷åßáðïõ êáëýöèçêáí áðü �ï íÝï äéÜó�çìá, êáé óõíå÷ßæåé åöáñìüæïí�áò �ïí åáõ�ü �ïõ ó�ï õðï-ó�éãìéü�õðï ðïõ ðñïêýð�åé (óáí Üóêçóç, íá äéá�õðþóå�å �ïí áëãüñéèìï óå øåõäïêþäéêá). Ï÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé �(n logn) ãéá �çí �áîéíüìçóç �ùí ó�ïé÷åßùí êáé �(n)ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí äéáó�çìÜ�ùí (êÜèå ó�ïé÷åßï åîå�Üæå�áé ìßá ìüíï öïñÜ). �éá íá áðïäåß-îïõìå �çí ïñèü�ç�á �ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ, èá äåßîïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò�çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí.¸ó�ù A� ìßá âÝë�éó�ç óõëëïãÞ äéáó�çìÜ�ùí ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï ðñþ�ï äéÜó�çìá �çò Üðëç-ó�çò ëýóçò, äçë. �ï äéÜó�çìá [x1; x1+1℄. Áðü �ïõò ðåñéïñéóìïýò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ç A� ðåñéÝ÷åé



62 4. ¢ðëçó�ïé ÁëãüñéèìïéêÜðïéï Üëëï äéÜó�çìá J ðïõ êáëýð�åé �ï ó�ïé÷åßï x1. Áöïý �ï x1 åßíáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõX , �ï äéÜó�çìá J ìðïñåß íá áí�éêá�áó�áèåß áðü �ï [x1; x1+1℄. Ç ëýóç (A�nfJg)[f[x1; x1+1℄gðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áí�éêá�Üó�áóç êáëýð�åé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõX , Üñá åßíáé áðïäåê�Þ ëýóç,êáé Ý÷åé �ïí ßäéï áñéèìü äéáó�çìÜ�ùí ìå �çí A�, Üñá åßíáé âÝë�éó�ç. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé ìßá âÝë-�éó�ç ëýóç ðïõ óõìöùíåß ìå �çí ðñþ�ç åðéëïãÞ �ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ (éäéü�ç�á Üðëçó�çòåðéëïãÞò).¸ó�ù X1 = X n [x1; x1+1℄ �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí �ïõ X ðïõ äåí êáëýð�ïí�áé áðü �ï ðñþ�ïäéÜó�çìá �çò Üðëçó�çò ëýóçò, êáé Ýó�ù A� ìéá âÝë�éó�ç óõëëïãÞ äéáó�çìÜ�ùí ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïäéÜó�çìá [x1; x1 + 1℄. Ç ëýóç A�1 = A� n f[x1; x1 + 1℄g áðï�åëåß ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï õðï-ó�éãìéü�õðï X1 (äéáöïñå�éêÜ èá ìðïñïýóáìå íá âåë�éþóïõìå �çí A�). ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìáÝ÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí.Ç ïñèü�ç�á �ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ áðïäåéêíýå�áé ìå åðáãùãéêÞ åöáñìïãÞ �ùí éäéï�Þ�ùí�çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. ut¢óêçóç 4.6. ¸÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò êÝñìá�á áîßáò 1, 5, êáé 20 ëåð�þí ãéá íá äþóïõìå ñÝó�á÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ìéêñü�åñï áñéèìü êåñìÜ�ùí. Äéá�õðþó�å êáé áíáëýó�å Ýíáí Üðëçó�ï áëãü-ñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Äþó�å Ýíá ðáñÜäåéãìá óõíüëïõ êåñìÜ�ùí ãéá �ï ïðïßï ï Üðëçó�ïòáëãüñéèìïò äåí õðïëïãßæåé ðÜí�á �ç âÝë�éó�ç ëýóç.Ëýóç. Ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß üóï ðåñéóóü�åñá 20ëåð�á ìðïñåß, ó�ç óõíÝ÷åéá üóáðåñéóóü�åñá 5ëåð�á ìðïñåß, êáé �Ýëïò óõìðëçñþíåé �ï ðïóüí ìå 1ëåð�á.¸ó�ù x �ï óõíïëéêü ðïóüí (åêöñáóìÝíï óå ëåð�Ü) ðïõ ðñÝðåé íá äþóïõìå ñÝó�á, êáé Ýó�ù
20, 
5, êáé 
1 ï áñéèìüò �ùí êåñìÜ�ùí 20, 5, êáé 1 ëåð�ïý áí�ßó�ïé÷á ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ï Üðëçó�ïòáëãüñéèìïò ãéá íá óõìðëçñþóåé �ï x. Ï áëãüñéèìïò èÝ�åé:
20  bx=20
 êáé x5  x� 20 
20 ; 
5  bx5=5
 êáé x1  x5 � 5 
5 ; 
1  x1Äéáðéó�þíïõìå ü�é 20 
20+5 
5+
1 = x, äçëáäÞ ü�é ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ìéá áðïäåê�Þ ëýóç.�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü êåñìÜ�ùí, èá äåßîïõìåü�é �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí.�éá �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò, ðáñá�çñþ ü�é ç âÝë�éó�ç ëýóç äåí ìðïñåß íá ÷ñçóé-ìïðïéåß ðåñéóóü�åñá áðü 
20 êÝñìá�á �ùí 20 ëåð�þí. ÅðéðëÝïí, áí ÷ñçóéìïðïéïýóå ëéãü�åñá, èáìðïñïýóáìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �Ýóóåñá Þ ðåñéóóü�åñá êÝñìá�á ìå Ýíá 20ëåð�ï ìåéþíïí�áò�ïí áñéèìü �ùí êåñìÜ�ùí. ¢ñá ç âÝë�éó�ç ëýóç ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò üóá êÝñìá�á �ùí 20ëåð�þí÷ñçóéìïðïéåß êáé ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò. Åðßóçò �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùíåðéìÝñïõò ëýóåùí. �ñÜãìá�é, áí áãíïÞóïõìå �á 20ëåð�á ìéáò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá �ï ðïóü x, èáðÜñïõìå ìéá âÝë�éó�ç ëýóç áðï�åëïýìåíç áðü 5ëåð�á êáé 1ëåð�á ãéá �ï ðïóü x� 20 
20. Åöáñ-ìüæïí�áò åðáãùãéêÜ �éò éäéü�ç�åò �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùíáðïäåéêíýïõìå ü�é ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç.Ôï ðñüâëçìá äåí Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò ãéá üëá �á óýíïëá êåñìÜ�ùí. �éáðáñÜäåéãìá, áí Ý÷ïõìå êÝñìá�á áîßáò 20, 12, êáé 1 ëåð�þí êáé èÝëïõìå íá äþóïõìå ñÝó�á 24ëåð�Ü, ç âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé 2� 12, åíþ ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äßíåé 1� 20 + 4� 1. ut



4.3. Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ 634.3 Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ¸íá Üëëï ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò ðïõ ëýíå�áé áðïäï�éêÜ áðü Ýíáí Üðëçó�ïáëãüñéèìï åßíáé �ï Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ (âë. Åíü�ç�á 1.2). Ó�ï Êëáóìá�éêü�ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ, äßíå�áé Ýíá óáêßäéï ìåãÝèïõò B > 0 êáé n áí�éêåßìåíá, ìå �ï áí�éêåß-ìåíï i íá Ý÷åé ìÝãåèïò si > 0 êáé áîßáò pi > 0, i = 1; : : : ; n. ¸íá áí�éêåßìåíï i ìðïñåß íáóõìðåñéëçöèåß ó�ï óáêßäéï óå ïðïéïäÞðï�å ðïóïó�ü fi 2 [0; 1℄ êá�áëáìâÜíïí�áò ÷þñï fi si êáéðñïóèÝ�ïí�áò áîßá fi pi. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãßóïõìå �ï ðïóïó�ü ó�ï ïðïßï ðñÝðåé íáóõìðåñéëçöèåß êÜèå áí�éêåßìåíï ó�ï óáêßäéï þó�å íá ìçí ðáñáâéÜæå�áé �ï ìÝãåèïò �ïõ óáêéäßïõêáé íá ìåãéó�ïðïéçèåß ç óõíïëéêÞ áîßá. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï æç�ïýìåíï åßíáé íá áíáèÝóïõìå �éìÞó�éò ìå�áâëç�Ýò fi 2 [0; 1℄ ãéá êÜèå áí�éêåßìåíï i, õðü �ïí ðåñéïñéóìü Pni=1 fi si � B, þó�å íáìåãéó�ïðïéçèåß �ïPni=1 fi pi.Ó�çí Åíü�ç�á 3.3, åßäáìå ü�é ç áêÝñáéá åêäï÷Þ �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ üðïõfi 2 f0; 1g, áðï�åëåß NP-äýóêïëï ðñüâëçìá. ¸�óé áðï�åëåß êïéíÞ ðåðïßèçóç ü�é äåí õðÜñ-÷åé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá �çí åðßëõóÞ �ïõ. Áí�ßèå�á, ç êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ �ïõðñïâëÞìá�ïò åðéëýå�áé óå ÷ñüíï �(n logn) áðü Ýíáí Üðëçó�ï áëãüñéèìï.¼ðùò êáé ç áêÝñáéá åêäï÷Þ (âë. Åíü�ç�á 3.3), �ï Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óá-êéäßïõ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ìéá âÝë�éó�çëýóç F � = (f�1 ; : : : ; f�n). Áí áãíïÞóïõìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å áí�éêåßìåíï i, ç ëýóç F ��i =(f�1 ; : : : ; f�i�1; f�i+1; : : : ; f�n) áðï�åëåß ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá óáêßäéï ìåãÝèïõò B � fi si êáé �án� 1 áí�éêåßìåíá ðïõ áðïìÝíïõí2.Èåùñïýìå óáí êñé�Þñéï ãéá �çí �áîéíüìçóç �ùí áí�éêåéìÝíùí �ï ëüãï áîßáò ðñïò ìÝãåèïò (ìåáðëÜ ëüãéá, ðüóï êÝñäïò äßíåé êÜèå áí�éêåßìåíï áíÜ ìïíÜäá ìåãÝèïõò). �éá êÜèå áí�éêåßìåíïi, èÝ�ïõìå ri = pi=si. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é �á áí�éêåßìåíá åßíáé �áîé-íïìçìÝíá óå öèßíïõóá óåéñÜ �ïõ ëüãïõ áîßáò ðñïò ìÝãåèïò, äçëáäÞ åßíáé r1 � r2 � � � � � rn(áõ�ü ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß åöáñìüæïí�áò Ýíáí áëãüñéèìï �áîéíüìçóçò óå �(n logn) ÷ñüíï).Ùò êñé�Þñéï åðéëïãÞò, ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò óõìðåñéëáìâÜíåé üóï ìåãáëý�åñï ðïóïó�ü �ïõáí�éêåéìÝíïõ i ÷ùñÜåé ó�ï óáêßäéï. Ï áëãüñéèìïò ìåéþíåé áí�ßó�ïé÷á �ï äéáèÝóéìï ìÝãåèïò �ïõóáêéäßïõ êáé óõíå÷ßæåé (åöáñìüæïí�áò �ïí åáõ�ü �ïõ) ìå �á õðüëïéðá áí�éêåßìåíá.greedyKnapsa
k(B; (s1; p1); : : : ; (sn; pn))for i 1 to n dori  pi=si; F [i℄ 0.Ôáîéíüìçóç óå öèßíïõóá óåéñÜ �ùí ri, äçë. r1 � r2 � � � � � rn.for i 1 to n doif B � 0 then F [i℄ 0;else if B � si thenF [i℄ 1; B  B � si;else F [i℄ B=si; B  B � F [i℄ si (= 0);return(F );2Áí êÜ�é �Ý�ïéï äåí ßó÷õå êáé õðÞñ÷å êáëý�åñç ëýóç ãéá �ï óõãêåêñéìÝíï õðï-ó�éãìéü�õðï, èá �ç ÷ñçóéìïðïéïýóáìåãéá íá âåë�éþóïõìå �çí áîßá �çò F �. Áõ�ü åßíáé Ü�ïðï áöïý õðïèÝóáìå ü�é ç F � åßíáé ìßá âÝë�éó�ç ëýóç.



64 4. ¢ðëçó�ïé ÁëãüñéèìïéÏ áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé �(n logn) ÷ñüíï ãéá �çí �áîéíüìçóç �ùí áí�éêåéìÝíùí êáé �(n)÷ñüíï ãéá �çí åðéëïãÞ �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ èá óõìðåñéëçöèïýí ó�ï óáêßäéï. Ï óõíïëéêüò÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé �(n log n).Ïõóéáó�éêÜ ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �ï ìéêñü�åñï äåßê�ç k ãéá �ïí ïðïßïPki=1 si >B. ¼ëá �á áí�éêåßìåíá ìå ìéêñü�åñï äåßê�ç i = 1; : : : ; k � 1 (êáé ìåãáëý�åñï ëüãï áîßáò ðñïòìÝãåèïò) óõìðåñéëáìâÜíïí�áé ïëüêëçñá ó�ï óáêßäéï (äçë. fi = 1), üëá �á áí�éêåßìåíá ìå ìåãá-ëý�åñï äåßê�ç i = k+1; : : : ; n (êáé ìéêñü�åñï ëüãï áîßáò ðñïò ìÝãåèïò) äåí óõìðåñéëáìâÜíïí�áéó�ï óáêßäéï (äçë. fi = 0), åíþ �ï áí�éêåßìåíï ìå äåßê�ç k óõìðåñéëáìâÜíå�áé óå ðïóïó�üfk = B � k�1Xi=1 si! =skþó�å íá ìçí ìåßíåé åëåýèåñïò ÷þñïò ó�ï óáêßäéï.�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ìßá âÝë�éó�ç ëýóç, ðñÝðåé íáäåßîïõìå ü�é �ï Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò.¸ó�ù ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò óõìðåñéëáìâÜíåé ó�ï óáêßäéï �ï áí�éêåßìåíï 1 óå ðïóï-ó�ü f1, 0 < f1 � 1. ÅðåéäÞ ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ðÜí�á ìéá áðïäåê�Þ ëýóç,B � f1 s1. Áöïý ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò óõìðåñéëáìâÜíåé ó�ï óáêßäéï (ðïõ áñ÷éêÜ åßíáé Üäåéï)üóï ìåãáëý�åñï ðïóïó�ü áðü �ï áí�éêåßìåíï 1 ìðïñåß, äåí õðÜñ÷åé áðïäåê�Þ ëýóç ðïõ íá óõ-ìðåñéëáìâÜíåé ó�ï óáêßäéï ìåãáëý�åñï ðïóïó�ü áðü �ï áí�éêåßìåíï 1. ¸ó�ù ìéá âÝë�éó�ç ëýóçF � ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ó�ï óáêßäéï ìéêñü�åñï ðïóïó�ü f�1 < f1 áðü �ï áí�éêåßìåíï 1. Óå áõ�Þ�ç ëýóç, ìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå (f1 � f�1 ) s1 ìïíÜäåò êÜðïéùí Üëëùí áí�éêåéìÝíùí (Þåëåýèåñïõ ÷þñïõ) ìå (f1 � f�1 ) s1 ìïíÜäåò �ïõ áí�éêåéìÝíïõ 1. Áõ�ü åßíáé ðÜí�á åöéê�ü êáéïäçãåß óå áðïäåê�Þ ëýóç ãéá�ß B � f1 s1. ÅðéðëÝïí, ç ëýóç ðïõ ðñïêýð�åé óõãêåí�ñþíåé óõ-íïëéêÞ áîßá �ïõëÜ÷éó�ïí üóç ç F � åðåéäÞ �ï áí�éêåßìåíï 1 Ý÷åé �ï ìåãáëý�åñï ëüãï áîßáò ðñïòìÝãåèïò. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ðïõ óõìöùíåß ìå �çí Üðëçó�ç ëýóç ó�ï ðïóïó�üáðü �ï áí�éêåßìåíï 1 ðïõ óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�ï óáêßäéï. ÅðïìÝíùò, ç êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ �ïõ�ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óáêéäßïõ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò.Èåþñçìá 4.3. Ï áëãüñéèìïò greedyKnapsa
k õðïëïãßæåé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï Êëáóìá�éêü �ñü-âëçìá �ïõ Óáêéäßïõ.Áðüäåéîç. Åöáñìüæïõìå åðáãùãéêÜ �éò éäéü�ç�åò �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò êáé �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝ-ñïõò ëýóåùí. Ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äåí áöÞíåé åëåýèåñï ÷þñï ó�ï óáêßäéï. ÅðïìÝíùò ãéáêÜèå B � 0, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç ü�áí Ý÷ïõìå ìüíï Ýíá áí�éêåßìåíï.ÕðïèÝ�ïõìå åðáãùãéêÜ ü�é ãéá êÜèå B � 0, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá n� 1áí�éêåßìåíá.¸ó�ù Ýíá ó�éãìéü�õðï ìå n áí�éêåßìåíá êáé ìÝãåèïò óáêéäßïõ B. ¸ó�ù F = (f1; : : : ; fn) çÜðëçó�ç ëýóç ðïõ õðïëïãßæåé ï áëãüñéèìïò, êáé Ýó�ù F � = (f�1 ; : : : ; f�n) ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ìåf�1 = f1. Ç éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò åããõÜ�áé �çí ýðáñîç ìéáò �Ý�ïéáò âÝë�éó�çò ëýóçò.Áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ç ëýóç F�1 = (f2; : : : ; fn) åßíáé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá óáêßäéïìåãÝèïõòB�f1 s1 êáé �á áí�éêåßìåíá 2; : : : ; n. Áðü �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí,ç ëýóç F ��1 = (f�2 ; : : : ; f�n) åßíáé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá óáêßäéï ìåãÝèïõò B � f�1 s1 = B � f1 s1



4.3. Êëáóìá�éêü �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ 65êáé �á áí�éêåßìåíá 2; : : : ; n. ÄçëáäÞ, ïé F�1 êáé F ��1 áðï�åëïýí âÝë�éó�åò ëýóåéò ãéá �ï ßäéïõðï-ó�éãìéü�õðï. Èá Ý÷ïõí ëïéðüí �çí óõíïëéêÞ ßäéá áîßá:nXi=2 fi pi = nXi=2 f�i pi×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðáñáðÜíù éóü�ç�á êáé �ï ãåãïíüò ü�é f1 = f�1 , êá�áëÞãïõìå ó�çí éóü�ç�á:f1 p1 + nXi=2 fi pi = f�1 p1 + nXi=2 f�i piÄçëáäÞ êáé ïé ëýóåéò F êáéF � ãéá �ï áñ÷éêü ó�éãìéü�õðï Ý÷ïõí �çí ßäéá óõíïëéêÞ áîßá. ÅðïìÝíùò,ç Üðëçó�ç ëýóç F åßíáé ìßá âÝë�éó�ç ëýóç. ut¢óêçóç 4.7. Äþó�å Ýíá ðáñÜäåéãìá ó�éãìéü�õðïõ ãéá �ï ÁêÝñáéï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ üðïõï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äåí õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï ðáñÜäåéãìá, åîç-ãåßó�å �çí áðï�õ÷ßá �ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ.Ëýóç. ¸ó�ù óáêßäéï ìåãÝèïõò B, üðïõ B áñêå�Ü ìåãáëý�åñï áðü �ï 1 (ð.÷. B = 100). ¸ó�ùåðßóçò äýï áí�éêåßìåíá (1; 1 + ") êáé (B;B). Ïé ëüãïé áîßáò ðñïò ìÝãåèïò åßíáé r1 = 1 + " êáér2 = 1. �éá êÜèå " > 0, ìüíï �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï åðéëÝãå�áé ó�ï óáêßäéï áðü �ïí Üðëçó�ïáëãüñéèìï. Ç óõíïëéêÞ áîßá �çò Üðëçó�çò ëýóçò åßíáé 1+". Ç âÝë�éó�ç ëýóç åðéëÝãåé �ï äåý�åñïáí�éêåßìåíï êáé óõãêåí�ñþíåé óõíïëéêÞ B. Ç áðüêëéóç �çò áîßáò �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ìðïñåß íáãßíåé ïóïäÞðï�å ìåãÜëç áõîÜíïí�áò �ï ìÝãåèïò �ïõ óáêéäßïõ.Ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò áðï�õã÷Üíåé ãéá�ß ç áêÝñáéç ðáñáëëáãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò äåí Ý÷åé �çíéäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò. �ñÜãìá�é, ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá äåí õðÜñ÷åé âÝë�éó�çëýóç ðïõ íá óõìöùíåß ìå �çí Üðëçó�ç åðéëïãÞ �ïõ ðñþ�ïõ áí�éêåéìÝíïõ. Ó�çí áêÝñáéç åêäï÷Þ,õðÜñ÷ïõí åðéëïãÝò áí�éêåéìÝíùí ðïõ äåí åðé�ñÝðïõí ó�ï óáêßäéï íá ãåìßóåé ðëÞñùò. ¸�óé ïëüãïò �çò áîßáò ðñïò �ï ìÝãåèïò êÜèå áí�éêåéìÝíïõ äåí åßíáé ðëÝïí áóöáëÝò êñé�Þñéï, áöïýðñÝðåé íá ëÜâïõìå õðüøç êáé �ï ÷þñï ðïõ åíäå÷ïìÝíùò íá ìåßíåé åëåýèåñïò áí óõìðåñéëÜâïõìåêÜðïéï óõãêåêñéìÝíï áí�éêåßìåíï ó�ï óáêßäéï. ut4.3.1 Áðëçó�ßá êáé Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüòÅßäáìå ëïéðüí ü�é �ï ÁêÝñáéï �ñüâëçìá �ïõ Óáêéäßïõ äåí Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞòêáé ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äåí åããõÜ�áé �ïí õðïëïãéóìü ìéáò âÝë�éó�çò ëýóçò. �éá �çí áêÝñáéáåêäï÷Þ, ç áðüöáóç áí Ýíá áí�éêåßìåíï i èá óõìðåñéëçöèåß ó�ï óáêßäéï ðñÝðåé íá âáóéó�åß ó�çóýãêñéóç �ùí âÝë�éó�ùí áîéþí �ùí äýï õðï-ó�éãìéï�ýðùí ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ç óõìðåñßëçøç Þü÷é �ïõ i ó�ï óáêßäéï. Áõ�Þ ç èåþñçóç ïäçãåß ó�ïí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý �çòÅíü�ç�áò 3.3.�åíéêü�åñá, ïé åðéëïãÝò åíüò áëãüñéèìïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý âáóßæïí�áé ó�éò �éìÝò�ùí âÝë�éó�ùí ëýóåùí êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí. ¸íáò áëãüñéèìïò äõíáìé-êïý ðñïãñáììá�éóìïý ðñþ�á åðéëýåé üëá �á äéáöïñå�éêÜ õðï-ó�éãìéü�õðá ðïõ Ý÷ïõí ìéá óõãêå-êñéìÝíç ìïñöÞ, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá óõíèÝ�åé �ç âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ áðü �éòâÝë�éó�åò ëýóåéò �ùí ``êáëý�åñùí'' õðï-ó�éãìéï�ýðùí.



66 4. ¢ðëçó�ïé ÁëãüñéèìïéÏé Üðëçó�ïé áëãüñéèìïé åßíáé ðéï áðïäï�éêïß áðü �ïõò áëãüñéèìïõò äõíáìéêïý ðñïãñáììá�é-óìïý åðåéäÞ åêìå�áëëåýïí�áé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò êáé åðéëýïõí Ýíá ìéêñü áñéèìüõðï-ó�éãìéï�ýðùí. ¸íá ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò ü�áí ìéá áêïëïõèßá�ïðéêÜ âÝë�éó�ùí åðéëïãþí ïäçãåß óå ìßá óõíïëéêÜ âÝë�éó�ç ëýóç. ¸íáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïòåðéëÝãåé áõ�ü ðïõ öáßíå�áé êáëý�åñï ìå âÜóç �çí �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç êáé êÜðïéï óõãêåêñéìÝíïêñé�Þñéï êáé åðéëýåé ìüíï �ï õðï-ó�éãìéü�õðï ðïõ ðñïêýð�åé áðü áõ�Þ �çí åðéëïãÞ. Ç êÜèå åðé-ëïãÞ åíüò Üðëçó�ïõ áëãïñßèìïõ åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �éò ðñïçãïýìåíåò åðéëïãÝò �ïõ êáé ü÷é áðü�éò (âÝë�éó�åò) ëýóåéò �ùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí ðïõ ðñïêýð�ïõí. Óå áí�ßèåóç ëïéðüí ìå �ï äõíáìéêüðñïãñáììá�éóìü ðïõ áêïëïõèåß bottom-up ó�ñá�çãéêÞ, Ýíáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò áêïëïõèåß�çí top-down ó�ñá�çãéêÞ �çò åîåéäßêåõóçò: Óå êÜèå âÞìá êÜíåé ìéá �ïðéêÜ âÝë�éó�ç åðéëïãÞ. ÌåâÜóç áõ�Þ �çí åðéëïãÞ, �ï ðñüâëçìá ðåñéïñßæå�áé óå Ýíá õðï-ó�éãìéü�õðï, �ï ïðïßï åðéëýå�áéáíáäñïìéêÜ.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, ç åðé�õ÷ßá �üóï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý üóï êáé �çò ìåèü-äïõ �çò áðëçó�ßáò åîáñ�Ü�áé áðü �çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. Ç éäéü�ç�ááõ�Þ åðé�ñÝðåé �çí áíáäñïìéêÞ / åðáãùãéêÞ åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò åðåéäÞ åããõÜ�áé ü�é çâÝë�éó�ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ó�éãìéü�õðïõ ìðïñåß íá óõíèåèåß áðü �éò âÝë�éó�åò ëýóåéò êá�ÜëëçëáåðéëåãìÝíùí õðï-ó�éãìéï�ýðùí.4.4 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝòÇ ìÝèïäïò �çò áðëçó�ßáò êáé ïé åöáñìïãÝò �çò ó�çí åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí óõíäõáó�éêÞò âåë�é-ó�ïðïßçóçò ðáñïõóéÜæå�áé ðïëý êáëÜ ó�á [11℄, [32℄, êáé [7℄. Ç ðåñéãñáöÞ �çò âáóéêÞò äïìÞò �çòëåé�ïõñãßáò �ùí Üðëçó�ùí áëãüñéèìùí ïöåßëå�áé ó�ïõò Borodin, Nielsen, êáé Ra
koff [6℄.



5 Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÄéáéóèç�éêÜ, ãñÜöçìá åßíáé ï�éäÞðï�å ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ìå óçìåßá (êïñõöÝò) êáé ãñáì-ìÝò (áêìÝò) ìå�áîý �ùí óçìåßùí. Ôá ãñáöÞìá�á åðé�ñÝðïõí �çí êïìøÞ ìïí�åëïðïßçóç ðïëëþíêáé óçìáí�éêþí õðïëïãéó�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí, ãé' áõ�ü ïé áëãüñéèìïé ãñáöçìÜ�ùí áðï�åëïýí ìéáðïëý óçìáí�éêÞ êá�çãïñßá áëãïñßèìùí ó�çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí. Áîßæåé íá áíáöåñ-èïýìå óå ìåñéêÜ ðáñáäåßãìá�á, üðïõ ç ìïí�åëïðïßçóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ãßíå�áé ìå �ç âïÞèåéáãñáöçìÜ�ùí.¸íá äßê�õï õðïëïãéó�þí ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß áðü Ýíá ãñÜöçìá, üðïõ ïé êïñõöÝòáíáðáñéó�ïýí �éò åíåñãÝò óõóêåõÝò (õðïëïãéó�Ýò, äñïìïëïãç�Ýò, êëð.) êáé ïé áêìÝò �éò äéê�õáêÝòóõíäÝóåéò. Ôï èåìåëéþäåò ðñüâëçìá �çò áîéïðéó�ßáò åíüò äéê�ýïõ áíÜãå�áé ó�ïí Ýëåã÷ï �çòóõíåê�éêü�ç�áò åíüò �Ý�ïéïõ ãñáöÞìá�ïò ü�áí êÜðïéåò áêìÝò �åèïýí åê�üò ëåé�ïõñãßáò.Óå ðñïâëÞìá�á äñïìïëüãçóçò åñãáóéþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí êïéíü÷ñçó�ïõò ðüñïõò, ïé êï-ñõöÝò áíáðáñéó�ïýí �éò äéáäéêáóßåò êáé ïé áêìÝò �çí áðáß�çóç äýï äéåñãáóéþí ãéá �ïí ßäéïðüñï. Ôï èåìåëéþäåò ðñüâëçìá �ïõ ÷ñùìá�éóìïý ãñáöçìÜ�ùí ÷ùñßæåé �éò äéåñãáóßåò óå ïìÜäåò÷ùñßò áí�áãùíéó�éêÝò áðáé�Þóåéò, äçëáäÞ óå óýíïëá êïñõöþí ÷ùñßò áêìÝò ìå�áîý êïñõöþí ó�ïßäéï óýíïëï. ÓÞìåñá �ï ðñüâëçìá �ïõ ÷ñùìá�éóìïý ãñáöçìÜ�ùí âñßóêåé ðïëëÝò åöáñìïãÝò óåáóýñìá�á äßê�õá, üðïõ ïé ÷ñÞó�åò áí�áãùíßæïí�áé ãéá �ç ÷ñÞóç åíüò ðåñéïñéóìÝíïõ áñéèìïýêáíáëéþí åðéêïéíùíßáò.Óå ðñïâëÞìá�á ó÷åäéáóìïý ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜ�ùí, ïé êïñõöÝò áíáðáñéó�ïýí ìéêñü-�åñá êõêëþìá�á ðïõ óõíäÝïí�áé ìå�áîý �ïõò ìå áêìÝò. ¸íá èåìåëéþäåò ðñüâëçìá åßíáé çäéÜ�áîç (layout) �ùí êïñõöþí óå ìßá óõãêåêñéìÝíç ðåñéï÷Þ (ð.÷. åõèåßá ãñáììÞ, �å�ñáãùíéêÝòêõøÝëåò - grid, åðßðåäï) þó�å íá åëá÷éó�ïðïéçèïýí ïé äéáó�áõñþóåéò �ùí áêìþí. Ï áñéèìüò �ùíäéáó�áõñþóåùí �ùí áêìþí êáèïñßæåé �ïí áñéèìü �ùí åðéðÝäùí ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá íá �õðùèåß�ï êýêëùìá.Óå ðñïâëÞìá�á õðïëïãéóìïý äéáäñïìþí, ïé êïñõöÝò áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéï÷Ýò êáé �á ìÞêç�ùí áêìþí äçëþíïõí �éò áí�ßó�ïé÷åò áðïó�Üóåéò. ¸÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß ó�ï �ñüâëçìá �ïõ�åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ, ðïõ áöïñÜ ó�ïí õðïëïãéóìü ìéáò ðåñéïäåßáò åëÜ÷éó�ïõ óõíïëéêïý ìÞ-êïõò. ¢ëëá èåìåëéþäç ðñïâëÞìá�á åßíáé íá õðïëïãéóèåß �ï Óõí�ïìü�åñï ÌïíïðÜ�é ìå�áîý äýïêïñõöþí, êáé íá õðïëïãéóèåß Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (Minimum Spanning Tree), äçëáäÞÝíá óýíïëï áêìþí ðïõ óõíäÝåé üëåò �éò êïñõöÝò êáé Ý÷åé åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü ìÞêïò.5.1 Âáóéêïß Ïñéóìïß êáé ÁíáðáñÜó�áóç �ñáöçìÜ�ùí¸íá ãñÜöçìá G � (V;E), Þ áðëïýó�åñá G(V;E), ïñßæå�áé áðü �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí Vêáé �ï óýíïëï �ùí áêìþí E. ÔõðéêÜ, Ýíá ãñÜöçìá (graph) G åßíáé Ýíá äéá�å�áãìÝíï æåýãïò67
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( )Ó÷Þìá 5.1: �áñáäåßãìá�á êá�åõèõíüìåíùí êáé ìç-êá�åõèõíüìåíùí ãñáöçìÜ�ùí.G(V;E), üðïõ V = fv1; : : : vng åßíáé �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí êáé E = fe1; : : : ; emg åßíáé �ïóýíïëï �ùí áêìþí. Ó�á ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á (undire
ted graphs), êÜèå áêìÞ åßíáéÝíá äéìåëÝò óýíïëï êïñõöþí, e = fv1; v2g, ü÷é áðáñáß�ç�á äéáöïñå�éêþí ìå�áîý �ïõò. Ó�áêá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á (dire
ted graphs), êÜèå áêìÞ åßíáé Ýíá äéá�å�áãìÝíï æåýãïò êïñõöþí,e = (v1; v2). ÌåñéêÝò öïñÝò, ÷ñçóéìïðïéïýìå êá�á÷ñçó�éêÜ �ï óõìâïëéóìü (v1; v2) êáé ãéá áêìÝòìç-êá�åõèõíüìåíùí ãñáöçìÜ�ùí. Ôá ìåãÝèç ðïõ ÷áñáê�çñßæïõí Ýíá ãñÜöçìá G(V;E) åßíáé ïáñéèìüò �ùí êïñõöþí �ïõ, óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå n Þ jV j, êáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí �ïõ,óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå m Þ jEj.Ç (ìç-êá�åõèõíüìåíç) áêìÞ e = fv1; v2g óõíäÝåé �éò êïñõöÝò v1 êáé v2, ïé ïðïßåò ïíïìÜæïí�áéêáé Üêñá �çò áêìÞò e. Ç êá�åõèõíüìåíç áêìÞ e = (v1; v2) óõíäÝåé �çí êïñõöÞ v1 ìå �çí v2.Ç v1 ïíïìÜæå�áé ïõñÜ (Þ áñ÷Þ) �çò áêìÞò e êáé ç v2 ïíïìÜæå�áé êåöáëÞ (Þ �Ýëïò) �çò e. ÄýïêïñõöÝò ðïõ óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ ïíïìÜæïí�áé ãåé�ïíéêÝò. Óõìâïëßæïõìå ìå �(u) �ï óýíïëï �ùíãåé�ïíéêþí êïñõöþí ìéáò äåäïìÝíçò êïñõöÞò u 2 V . ÔõðéêÜ, �(u) = fv 2 V : (u; v) 2 Eg.Ìßá áêìÞ ðïõ �á äýï Üêñá �çò �áõ�ßæïí�áé (Þ ç áñ÷Þ �çò �áõ�ßæå�áé ìå �ï �Ýëïò �çò áí åßíáéêá�åõèõíüìåíç) ïíïìÜæå�áé áíáêýêëùóç (loop). Äýï áêìÝò ìå êïéíÜ Üêñá (Þ êïéíÞ áñ÷Þ êáé�Ýëïò áí åßíáé êá�åõèõíüìåíåò) ïíïìÜæïí�áé ðáñÜëëçëåò. ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé áðëü ü�áíäåí Ý÷åé ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé áíáêõêëþóåéò. Èá èåùñïýìå ðÜí�á áðëÜ ãñáöÞìá�á (åê�üò áíóáöþò äçëþíå�áé êÜ�é äéáöïñå�éêü). Èá áíáöåñèïýìå ìüíï óå ðåðåñáóìÝíá ãñáöÞìá�á ðïõïñßæïí�áé óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá êïñõöþí.�áñÜäåéãìá 5.1. Ôï ãñÜöçìá (á) �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1 åßíáé êá�åõèõíüìåíï, Ý÷åé ìéá áíáêýêëùóç(áêìÞ (6; 6)), áëëÜ ü÷é ðáñÜëëçëåò áêìÝò (ïé áêìÝò (2; 4) êáé (4; 2) äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò áöïýåßíáé áí�ßññïðåò). Ôá ãñÜöçìá�á (â), (ã), êáé (ä) �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1 åßíáé áðëÜ ìç-êá�åõèõíüìåíáãñáöÞìá�á.Ó�éò áêìÝò åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé÷ßóïõìå âÜñç ìÝóù ìßáò óõíÜñ-�çóçò w : E 7! IR. Ôü�å �ï ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé âåâáñõìÝíï Þ ãñÜöçìá ìå âÜñç ó�éò áêìÝò(weighted graph) êáé óõìâïëßæå�áé G(V;E;w). Óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò �ï âÜñïò ìéáò áêìÞòèåùñåß�áé óáí �ï ìÞêïò Þ �ï êüó�ïò �çò.



5.1. Âáóéêïß Ïñéóìïß êáé ÁíáðáñÜó�áóç �ñáöçìÜ�ùí 69Óå Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò v, ðïõ óõìâïëßæå�áéìå deg(v), åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí ðïõ åöÜð�ïí�áé ó�ç v. Óå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá,äéáêñßíïõìå �ïí åéóåñ÷üìåíï âáèìü (in-degree) �çò v, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå degin(v) êáé åßíáéï áñéèìüò �ùí áêìþí ðïõ êá�áëÞãïõí ó�ç v, êáé �ïí åîåñ÷üìåíï âáèìü (out-degree) �çò v, ðïõóõìâïëßæå�áé ìå degout(v) êáé åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí ðïõ îåêéíïýí áðü �ç v. �éá ðáñÜäåéãìá,ó�ï ãñÜöçìá (â) �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1, ç êïñõöÞ 2 Ý÷åé âáèìü 2, ç êïñõöÞ 3 Ý÷åé âáèìü 4, êáé çêïñõöÞ 5 Ý÷åé âáèìü 1. Ó�ï ãñÜöçìá (á), ï åîåñ÷üìåíïò âáèìüò �çò êïñõöÞò 3 åßíáé 3 êáé ïåéóåñ÷üìåíïò âáèìüò �çò ßäéáò êïñõöÞò åßíáé 1.Ï åëÜ÷éó�ïò âáèìüò Æ(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé ï ìéêñü�åñïò âáèìüò êÜðïéáòêïñõöÞò �ïõ, Æ(G) � minv2V fdeg(v)g. Ï ìÝãéó�ïò âáèìüò �(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E)åßíáé ï ìåãáëý�åñïò âáèìüò êÜðïéáò êïñõöÞò �ïõ, �(G) � maxv2V fdeg(v)g.¢óêçóç 5.1. Íá áðïäåßîå�å ü�é óå êÜèå ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E), Pv2V deg(v) =2 jEj, êáé óå êÜèå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E), Pv2V degin(v) =Pv2V degout(v) = jEj.Ëýóç. �éá �á ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á, êÜèå áêìÞ óõíåéóöÝñåé 1 ó�ï âáèìü �ùí äýï Üêñùí�çò. �éá �á êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á, êÜèå áêìÞ óõíåéóöÝñåé 1 ó�ïí åéóåñ÷üìåíï âáèìü �ïõ�Ýëïõò �çò êáé 1 ó�ï åîåñ÷üìåíï âáèìü �çò áñ÷Þò �çò. utÌéá áêïëïõèßá êïñõöþí (v0; v1; : : : ; vk), üðïõ ç áêìÞ (vi�1; vi) 2 E ãéá êÜèå i = 1; : : : ; k,áðï�åëåß ìéá äéáäñïìÞ (walk) ìÞêïõò k. Äéáéóèç�éêÜ, äéáäñïìÞ åßíáé ìéá áêïëïõèßá êïñõöþíðïõ óõíäÝïí�áé ìå ``óõíå÷üìåíåò'' áêìÝò. Ôï ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò åßíáé ßóï ìå �ïí áñéèìü �ùíáêìþí �çò. Ìßá äéáäñïìÞ ïíïìÜæå�áé ìïíïêïíäõëéÜ (trail) ü�áí üëåò ïé áêìÝò �çò åßíáé äéáöï-ñå�éêÝò êáé ïíïìÜæå�áé ìïíïðÜ�é (path) ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò �çò åßíáé äéáöïñå�éêÝò. ÌåñéêÝòöïñÝò, ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ï üñïò áðëü ìïíïðÜ�é (simple path) ãéá ìéá äéáäñïìÞ ìå äéáöïñå�éêÝòêïñõöÝò (êáé Üñá áêìÝò). Èá ëÝìå ü�é ìéá êïñõöÞ u åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü ìéá êïñõöÞ v áíõðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ç v ó�ç u.¼�áí ç áñ÷éêÞ êáé ç �åëéêÞ êïñõöÞ ìéáò äéáäñïìÞò óõìðßð�ïõí, Ý÷ïõìå ìßá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ.Ìéá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ ïíïìÜæå�áé êýêëùìá (
ir
uit) ü�áí üëåò ïé áêìÝò �çò åßíáé äéáöïñå�éêÝò,êáé ïíïìÜæå�áé êýêëïò (
y
le) ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò �çò åßíáé äéáöïñå�éêÝò. Ìå Üëëá ëüãéá, �ïêýêëùìá åßíáé ìßá êëåéó�Þ ìïíïêïíäõëéÜ, êáé ï êýêëïò åßíáé Ýíá êëåéó�ü ìïíïðÜ�é. ÌåñéêÝòöïñÝò, ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ï üñïò áðëüò êýêëïò (simple 
y
le) ãéá ìéá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ ìåäéáöïñå�éêÝò êïñõöÝò.Ç áðüó�áóç d(u; v) ìå�áîý äýï êïñõöþí u; v åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïýìå�áîý �ïõò. Ç äéÜìå�ñïò D(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé ç ìÝãéó�ç áðüó�áóç ìå�áîý äýïêïñõöþí ó�ï G, D(G) � maxu;v2V fd(u; v)g.¢óêçóç 5.2. Íá áðïäåßîå�å ü�é óå êÜèå ãñÜöçìá, õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ áðü ìéá êïñõöÞ u óå ìéáêïñõöÞ w áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ç u ó�ç w.Ëýóç. Ç ìßá êá�åýèõíóç åßíáé ðñïöáíÞò, ãéá�ß êÜèå ìïíïðÜ�é åßíáé äéáäñïìÞ åî' ïñéóìïý. �éá�çí áí�ßó�ñïöç êá�åýèõíóç, ðáñá�çñïýìå ü�é áí ìéá äéáäñïìÞ ìå�áîý u êáé w äåí áí�éó�ïé-÷åß óå ìïíïðÜ�é, �ü�å ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé êïñõöÝò ðïõ åðáíáëáìâÜíïí�áé. ¼ìùò, �ï �ìÞìá �çòäéáäñïìÞò áíÜìåóá óå äýï äéáöïñå�éêÝò åìöáíßóåéò �çò ßäéáò êïñõöÞò åßíáé Ýíá êýêëùìá. Áöáé-ñþí�áò üëá �á êõêëþìá�á, êá�áëÞãù óå Ýíá ìïíïðÜ�é áðü �ç u ó�ç w. Ï ðáñáðÜíù óõëëïãéóìüò



70 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíïäçãåß áêüìç ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é êÜèå óõí�ïìü�åñç äéáäñïìÞ áðü �ç u ó�ç w åßíáé ìïíïðÜ�é,áöïý ç áöáßñåóç åíüò êõêëþìá�ïò ìéêñáßíåé �ï ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò. Áõ�üò åßíáé ï ëüãïòðïõ áíáöåñüìáó�å ðÜí�á óå óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá êáé åîáéñå�éêÜ óðÜíéá óå óõí�ïìü�åñåòäéáäñïìÝò.Ìå ðáñüìïéï �ñüðï ìðïñåß�å íá áðïäåßîå�å ü�é Ýíá ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ìßá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ(Þ Ýíá êýêëùìá) áí êáé ìüíï áí ðåñéÝ÷åé Ýíáí êýêëï. ut¸íá ãñÜöçìá G0(V 0; E0) áðï�åëåß õðïãñÜöçìá (subgraph) �ïõ G(V;E) ü�áí V 0 � V êáéE0 � E. Ôï õðïãñÜöçìáG0(V 0; E0) ïíïìÜæå�áé óõíäå�éêü Þ åðéêáëýð�ïí (spanning) ü�áí V 0 = V(äçëáäÞ, ðåñéÝ÷åé / êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò), êáé åðáãüìåíï (indu
ed)ìå óýíïëï êïñõöþí V 0 ü�áí E0 = f(u; v) 2 E : u; v 2 V 0g (äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé üëåò �éò áêìÝò �ïõáñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõ V 0).¸íá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü (
onne
ted) ü�áí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áíÜ-ìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí. ÄçëáäÞ, óå Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá ìðïñïýìå íá ``ìå�áâïýìå''áðü ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ óå ïðïéáäÞðï�å Üëëç áêïëïõèþí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò.¼�áí Ýíá ãñÜöçìáG(V;E) äåí åßíáé óõíåê�éêü, äéáìåñßæå�áé óå óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò (
on-ne
ted 
omponents). Ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá åßíáé Ýíá ìåãéó�éêü óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá. Ïéóõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé îÝíåò ìå�áîý �ïõò êáé ç ÝíùóÞ �ïõò äßíåé �ï ãñÜ-öçìá. �éá ðáñÜäåéãìá, �á ãñáöÞìá�á (â) êáé (ä) �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1 åßíáé óõíåê�éêÜ, åíþ �ïãñÜöçìá (ã) äåí åßíáé óõíåê�éêü êáé Ý÷åé äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, �á åðáãüìåíá õðïãñáöÞ-ìá�á ìå óýíïëá êïñõöþí f1; 2; 3; 4g êáé f5; 6g. Ïé óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò åíüò ãñáöÞìá�ïòáí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ó�éò ïðïßåò äéáìåñßæå�áé �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí áðü �çó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ``õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ùí êïñõöþí u êáé v''.¸íá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü ü�áí ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí �ïõ u; v 2 V ,õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é (ðïõ óÝâå�áé �éò êá�åõèýíóåéò �ùí áêìþí) åß�å áðü �ç u ó�ç v åß�å áðü �ç vó�ç u. ¸íá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé éó÷õñÜ óõíåê�éêü (strongly 
onne
ted) ü�áí ãéá êÜèåæåõãÜñé êïñõöþí �ïõ u; v 2 V , õðÜñ÷ïõí ìïíïðÜ�éá (ðïõ óÝâïí�áé �éò êá�åõèýíóåéò �ùí áêìþí)êáé áðü �ç u ó�ç v êáé áðü �ç v ó�ç u.¼�áí Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) äåí åßíáé éó÷õñÜ óõíåê�éêü, äéáìåñßæå�áé óåéó÷õñÜ óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò (strongly 
onne
ted 
omponents). Ìéá éó÷õñÜ óõíåê�éêÞ óõíé-ó�þóá åßíáé Ýíá ìåãéó�éêü éó÷õñÜ óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï ãñÜöçìá (á) �ïõÓ÷Þìá�ïò 5.1 åßíáé óõíåê�éêü áëëÜ ü÷é éó÷õñÜ óõíåê�éêü êáé áðï�åëåß�áé áðü �ñåéò éó÷õñÜ óõ-íåê�éêÝò óõíéó�þóåò, �á åðáãüìåíá õðïãñáöÞìá�á ìå óýíïëá êïñõöþí f1; 2; 3; 4g êáé f5g êáéf6g. Ïé éó÷õñÜ óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò åíüò ãñáöÞìá�ïò áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êëÜóåéò éóïäõíáìßáòó�éò ïðïßåò äéáìåñßæå�áé �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí áðü �ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ``õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�éáðü �çí êïñõöÞ u ó�ç v êáé áðü �ç v ó�çí u''.ÁíÜëïãá ìå �éò éäéü�ç�Ýò �ïõò, ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå äéÜöïñá åßäç ãñáöçìÜ�ùí. Ìßá áðü�éò óçìáí�éêü�åñåò êá�çãïñßåò ãñáöçìÜ�ùí åßíáé �á äÝí�ñá. ¸íá áêõêëéêü (a
y
li
) ãñÜöçìá(äçë. Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò) ïíïìÜæå�áé äÜóïò (forest). ¸íá áêõêëéêü êáéóõíåê�éêü ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé äÝí�ñï (tree). �éá ðáñÜäåéãìá, �ï ãñÜöçìá (ä) �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1åßíáé äÝí�ñï. Ïé êïñõöÝò åíüò äÝí�ñïõ ìå âáèìü 1 ïíïìÜæïí�áé öýëëá. Ïé óçìáí�éêü�åñåòéäéü�ç�åò �ùí äÝí�ñùí óõíïøßæïí�áé ó�ï Èåþñçìá 5.1. Ç áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò õðÜñ÷åé ó�áðåñéóóü�åñá âéâëßá Èåùñßáò �ñáöçìÜ�ùí (ð.÷. [21, 24, 12℄).



5.1. Âáóéêïß Ïñéóìïß êáé ÁíáðáñÜó�áóç �ñáöçìÜ�ùí 71
1

2 4

53

6

1

6

5

4

3

2

3 /

3 /

6 /

2

2

1 4 /

4 5 /

6 /

1

2

6

5

4

3

00100

0

1

0

0

0

1

10

0

010

001

1

000

0

0

0010

54321

0

0

0

1

1

0

6

Ó÷Þìá 5.2: �áñÜäåéãìá áíáðáñÜó�áóçò êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò.Èåþñçìá 5.1. Ôá ðáñáêÜ�ù åßíáé éóïäýíáìá ãéá êÜèå áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E):1. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé äÝí�ñï.2. ÊÜèå æåõãÜñé êïñõöþí �ïõ G åíþíå�áé ìå ìïíáäéêü ìïíïðÜ�é.3. Ôï G åßíáé åëá÷éó�éêÜ óõíåê�éêü, äçë. áí áöáéñåèåß ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ, �ï ãñÜöçìáðáýåé íá åßíáé óõíåê�éêü.4. Ôï G åßíáé óõíåê�éêü êáé jEj = jV j � 1.5. Ôï G åßíáé áêõêëéêü êáé jEj = jV j � 1.6. Ôï G åßíáé ìåãéó�éêÜ áêõêëéêü, äçë. áí ðñïó�åèåß ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ, �ï ãñÜöçìááðïê�Ü êýêëï.¢óêçóç 5.3. Íá áðïäåßîå�å �ï Èåþñçìá 5.1.5.1.1 ÁíáðáñÜó�áóç �ñáöçìÜ�ùíÇ åðåîåñãáóßá åíüò ãñáöÞìá�ïò áðáé�åß �çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò ó�ç ìíÞìç �ïõõðïëïãéó�Þ ìÝóù êá�Üëëçëçò äïìÞò äåäïìÝíùí. Ïé ðéï óõíçèéóìÝíïé �ñüðïé áíáðáñÜó�áóçò çëßó�á ãåé�íßáóçò (adja
en
y list) êáé ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò (adja
en
y matrix). Ó�ï åîÞò èåùñïýìåáðëü ãñÜöçìáG(V;E) ìå n êïñõöÝò êáém áêìÝò. Åðßóçò, èåùñïýìå ü�é õößó�á�áé ìéá áñßèìçóç�ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò ìå �ïõò áñéèìïýò 1; 2; : : : ; n.Ç ëßó�á ãåé�íßáóçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E) áðï�åëåß�áé áðü �ç ëßó�á �ùí ãåé�ïíéêþí êïñõ-öþí ãéá êÜèå êïñõöÞ v 2 V . Ïé äåßê�åò ó�á ðñþ�á ó�ïé÷åßá áõ�þí �ùí ëéó�þí áðïèçêåýïí�áé óåÝíáí ðßíáêá L ìå n èÝóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá, ï äåßê�çò ó�ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �çò ëßó�áò �ùí ãåé�ïíé-êþí êïñõöþí �çò v 2 V âñßóêå�áé ó�ç èÝóç L[v℄. Ôï ìÝãåèïò �çò ëßó�áò �ùí ãåé�üíùí �çò v åßíáéßóï ìå �ï âáèìü �çò. ÅðïìÝíùò, ç áíáðáñÜó�áóç �ïõ G ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò áðáé�åß �(n +m)èÝóåéò ìíÞìçò.Ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E), óõìâïëßæå�áé ìå A, Ý÷åé n� n ó�ïé÷åßá. Ôïó�ïé÷åßï A[i; j℄ åßíáé 1 áí ç áêìÞ (vi; vj) 2 E êáé 0 äéáöïñå�éêÜ. Áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åé âÜñçó�éò áêìÝò, �ï ó�ïé÷åßï A[i; j℄ åßíáé ßóï ìå �ï âÜñïò w(vi; vj) �çò áí�ßó�ïé÷çò áêìÞò êáé Ý÷åé ìéáåéäéêÞ �éìÞ áí ç áêìÞ (vi; vj) äåí õðÜñ÷åé ó�ï ãñÜöçìá. Ç áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìåðßíáêá ãåé�íßáóçò áðáé�åß �(n2) èÝóåéò ìíÞìçò.
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6Ó÷Þìá 5.3: �áñÜäåéãìá áíáðáñÜó�áóçò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò.¸íá ðáñÜäåéãìá áíáðáñÜó�áóçò êá�åõèõíüìåíï ãñáöÞìá�ïò ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò êáé ðßíáêáãåé�íßáóçò äßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.2, åíþ ó�ï Ó÷Þìá 5.3 äßíå�áé Ýíá ðáñÜäåéãìá áíáðáñÜó�áóçòìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò.¼�áí �ï ãñÜöçìá åßíáé áñáéü (sparse), äçëáäÞ Ý÷åé áñéèìü áêìþí o(n2), ç áíáðáñÜó�áóç ìåëßó�á ãåé�íßáóçò áðáé�åß áóõìð�ù�éêÜ ëéãü�åñåò èÝóåéò ìíÞìçò áðü �çí áíáðáñÜó�áóç ìå ðßíáêáãåé�íßáóçò. Áí�ßèå�á, ü�áí �ï ãñÜöçìá åßíáé ðõêíü (dense), äçëáäÞ Ý÷åé áñéèìü áêìþí �(n2),ïé áðáé�Þóåéò �ùí äýï áíáðáñáó�Üóåùí óå èÝóåéò ìíÞìçò �áõ�ßæïí�áé ùò ðñïò �çí áóõìð�ù�éêÞ�ïõò óõìðåñéöïñÜ.Ç áíáðáñÜó�áóç ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò ðëåïíåê�åß ãéá�ß åðé�ñÝðåé �ïí Ýëåã÷ï ãéá ýðáñîçáêìÞò ìå�áîý äýï óõãêåêñéìÝíùí êïñõöþí óå ó�áèåñü ÷ñüíï. Ç áíáðáñÜó�áóç ìå ëßó�á ãåé�íß-áóçò ðëåïíåê�åß ãéá�ß åðé�ñÝðåé �çí áðáñßèìçóç �ùí ãåé�üíùí ìéáò óõãêåêñéìÝíçò êïñõöÞò v óå÷ñüíï �(deg(v)) (áí�ß ãéá �(n) ðïõ åßíáé ï áí�ßó�ïé÷ïò ÷ñüíïò ãéá �ïí ðßíáêá ãåé�íßáóçò).Ó�ï åîÞò, èá èåùñïýìå ü�é �ï ãñÜöçìá åéóüäïõ áíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò, åê�üò áíñç�Ü áíáöÝñå�áé êÜ�é äéáöïñå�éêü.¢óêçóç 5.4. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìïõò ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ ìå�á�ñÝðïõí �çí áíáðáñÜ-ó�áóç åíüò ãñáöÞìá�ïò áðü ëßó�á ãåé�íßáóçò óå ðßíáêá ãåé�íßáóçò êáé áí�ßó�ñïöá.¢óêçóç 5.5. Ôï �å�ñÜãùíï åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E), óõìâïëßæå�áé ìå G2(V;E2), ðåñéÝ÷åé �çíáêìÞ (u;w) áí êáé ìüíï áí ïé êïñõöÝò u êáé w åßíáé ãåé�ïíéêÝò Þ Ý÷ïõí êïéíü ãåß�ïíá ó�ï G(éóïäýíáìá, áí êáé ìüíï áí ïé êïñõöÝò u êáé w âñßóêïí�áé âñßóêïí�áé óå áðüó�áóç �ï ðïëý2 ó�ï G). Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêïýò áëãïñßèìïõò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ G2 ü�áí �ï Gáíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò êáé ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò.Ëýóç. ¼�áí �ï G áíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò, Ýíáò áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò åßíáé ïáêüëïõèïò: �éá êÜèå êïñõöÞ u, ðñüóèåóå ó�ç ëßó�á �ùí ãåé�üíùí �çò u �éò ëßó�åò üëùí �ùív 2 V : (v; u) 2 E (äçë. �éò ëßó�åò üëùí �ùí ãåé�üíùí �çò u). ÅéäéêÞ ìÝñéìíá ÷ñåéÜæå�áé ãéáíá ìçí åìöáíßæå�áé ç ßäéá êïñõöÞ ó�ç íÝá ëßó�á ðïëëÝò öïñÝò. Ï áëãüñéèìïò áõ�üò ìðïñåß íáõëïðïéçèåß óå ÷ñüíï O(nm).Ó�ï �å�ñÜãùíï A2 �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò, �ï A2[vi; vj ℄ éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí äéáäñïìþíìÞêïõò 2 ìå�áîý �ùí êïñõöþí vi êáé vj . Ç áêìÞ (vi; vj) èá õðÜñ÷åé ó�ï G2 áí êáé ìüíï áíA[vi; vj ℄ +A2[vi; vj ℄ > 0. Áõ�Þ ç ðáñá�Þñçóç ïäçãåß ó�ïí áêüëïõèï áëãüñéèìï: Õðïëïãßæïõìå�ï �å�ñÜãùíï A2 = A � A �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò �ïõ G. ¸ó�ù ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò �ïõG2. ÈÝ�ïõìå B[vi; vi℄ = 0 ãéá êÜèå vi 2 V . �éá êÜèå vi; vj 2 V , èÝ�ïõìå B[vi; vj ℄ = 1 áí



5.2. ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü �ëÜ�ïò 73A[vi; vj ℄ + A2[vi; vj ℄ > 0 êáé B[vi; vj ℄ = 0 äéáöïñå�éêÜ. Ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß óå÷ñüíï O(nlog2 7) ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí áëãüñéèìï ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí �ïõ Strassen. ut¢óêçóç 5.6. Ôï áíÜó�ñïöï ãñÜöçìá (transpose graph) åíüò êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïòG(V;E) åßíáé �ï ãñÜöçìá GT (V;ET ) üðïõ ET = f(v; u) 2 V � V : (u; v) 2 Eg. ÄçëáäÞ,�ï áíÜó�ñïöï ãñÜöçìá GT ðñïêýð�åé áðü �ï G áí�éó�ñÝöïí�áò �ç öïñÜ �ùí áêìþí �ïõ. Íáäéá�õðþóå�å áëãüñéèìïõò ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áíÜó�ñïöïõ ãñáöÞìá�ïòGT ü�áí �ï G áíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò êáé ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò.Ëýóç. ¼�áí �ï G áíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò, ãéá êÜèå êïñõöÞ u 2 V êáé êÜèå êïñõöÞv 2 L[u℄, ðñïóèÝ�ïõìå �ç u ó�ç ëßó�á LT [v℄ �çò êïñõöÞò v ãéá �ï áíÜó�ñïöï ãñÜöçìá. Ïáêüëïõèïò øåõäïêþäéêáò õðïëïãßæåé �ç ëßó�á ãåé�íßáóçò �ïõ GT áðü �ç ëßó�á ãåé�íßáóçò �ïõG. Ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(n + m), äçëáäÞ ãñáììéêü ó�ï ìÝãåèïò �çò ëßó�áòãåé�íßáóçò.for all v 2 V doLT [v℄ ;;for all u 2 V dofor all v 2 L[u℄ doLT [v℄ LT [v℄ [ fug;¼�áí �ï G áíáðáñßó�á�áé ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò, áñêåß íá õðïëïãßóïõìå �ïí áíÜó�ñïöïðßíáêá AT �ïõ A (ï áíÜó�ñïöïò ðßíáêáò AT åíüò ðßíáêá A Ý÷åé óáí ãñáììÝò �éò ó�Þëåò �ïõðßíáêá A).for all v 2 V dofor all u 2 V doAT [u; v℄ A[v; u℄;Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé �(n2), äçëáäÞ ãñáììéêüò ó�ï ìÝãåèïò �ïõ A. ut5.2 ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü �ëÜ�ïòÈá îåêéíÞóïõìå ìå äýï áðëÝò ìåèüäïõò ãéá �çí åîåñåýíçóç åíüò ãñáöÞìá�ïò, �çí ÁíáæÞ�çóçÊá�Ü �ëÜ�ïò êáé �çí ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü ÂÜèïò.ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) êáé ìéá äéáêåêñéìÝíçò êïñõöÞò s 2 V , ç ÁíáæÞ�çóçÊá�Ü �ëÜ�ïò (Breadth-First Sear
h) åîåñåõíÜ �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò óå áýîïõóá óåéñÜáðüó�áóçò áðü �çí êïñõöÞ s.Ç ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü �ëÜ�ïò (ÁÊ�) ëåé�ïõñãåß óå öÜóåéò. Ó�ç öÜóç k, ç ÁÊ� åîåñåõíÜ�éò êïñõöÝò ðïõ âñßóêïí�áé óå áðüó�áóç k áðü �çí s. ÓõãêåêñéìÝíá, ó�çí ðñþ�ç öÜóç, çÁÊ� åîåñåõíÜ �ïõò ãåé�üíïõò �çò s (êïñõöÝò óå áðüó�áóç 1 áðü �çí s). Ó�ç äåý�åñç öÜóç,ç ÁÊ� åîåñåõíÜ �éò êïñõöÝò ðïõ äåí åîåñåýíçóå ó�çí ðñþ�ç öÜóç êáé åßíáé ãåß�ïíåò êÜðïéïõãåß�ïíá �çò s (êïñõöÝò óå áðüó�áóç 2 áðü �çí s). �åíéêü�åñá, ó�ç öÜóç k, ç ÁÊ� åîåñåõíÜ�éò êïñõöÝò ðïõ äåí Ý÷ïõí åîåñåõíçèåß óå ðñïçãïýìåíåò öÜóåéò êáé åßíáé ãåß�ïíåò êïñõöÞò ðïõåîåñåõíÞèçêå ó�ç öÜóç k� 1. Ï ÷áñáê�çñéóìüò ``êá�Ü ðëÜ�ïò'' ðñïêýð�åé áðü �ï ãåãïíüò ü�é ç



74 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÁÊ� ïëïêëçñþíåé �çí åîåñåýíçóç �ùí êïñõöþí óå áðüó�áóç k áðü �çí s ðñéí åðåê�áèåß ó�çíåîåñåýíçóç �ùí êïñõöþí óå áðüó�áóç k + 1.Áðü �çí ðåñéãñáöÞ �çò ÁÊ�, äéáêñßíïõìå �ñßá åßäç êïñõöþí: Ôéò áíåîåñåýíç�åò êïñõöÝò, �éòïðïßåò äåí Ý÷ïõìå åðéóêåöèåß áêüìç, �éò õðï-åîÝ�áóç êïñõöÝò, �éò ïðïßåò åðéóêåöèÞêáìå áëëÜáðïìÝíåé ç åîåñåýíçóç �ùí ãåé�üíùí �ïõò, êáé �éò åîåñåõíçìÝíåò êïñõöÝò, �éò ïðïßåò Ý÷ïõìååðéóêåöèåß êáé Ý÷ïõìå ïëïêëçñþóåé �çí åîåñåýíçóç �ùí ãåé�üíùí �ïõò. Áñ÷éêÜ üëåò ïé êïñõöÝòåßíáé áíåîåñåýíç�åò. ¼�áí ç ÁÊ� åðéóêÝð�å�áé ìßá êïñõöÞ ãéá ðñþ�ç öïñÜ, ç êïñõöÞ ãßíå�áéõðï-åîÝ�áóç. Ç õðï-åîÝ�áóç êïñõöÞ èåùñåß�áé åîåñåõíçìÝíç ó�çí åðüìåíç öÜóç, ü�áí Ý÷ïõìååðéóêåöèåß üëïõò �ïõò ãåé�üíïõò �çò.�éá íá åîáóöáëéó�åß ç êá�Ü ðëÜ�ïò åîåñåýíçóç �ùí êïñõöþí, ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ïé õðï-åîÝ�áóç êïñõöÝò ãßíïí�áé åîåñåõíçìÝíåò ðñÝðåé íá åßíáé ßäéá ìå �ç óåéñÜ ðïõ ïé áíåîåñåýíç�åòêïñõöÝò ãßíïí�áé õðï-åîÝ�áóç. �é' áõ�ü �ï óêïðü, ï áëãüñéèìïò äéá�çñåß ìéá First-In-First-Out (FIFO) ïõñÜ áðü õðï-åîÝ�áóç êïñõöÝò. Áñ÷éêÜ, ç ìüíç õðï-åîÝ�áóç êïñõöÞ (êáé Üñáç ìüíç êïñõöÞ ó�çí ïõñÜ) åßíáé ç s. Ç ÁÊ� åîÜãåé �çí ðñþ�ç êïñõöÞ �çò ïõñÜò, åîåñåõíÜ�éò ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò (ìå �ç óåéñÜ ðïõ ðáñá�ßèåí�áé ó�ç ëßó�á ãåé�íßáóçò), êáé èåùñåß �çíêïñõöÞ åîåñåõíçìÝíç. Óáí áðï�Ýëåóìá áõ�Þò �çò äéáäéêáóßáò, êÜðïéåò êïñõöÝò ãßíïí�áé õðï-åîÝ�áóç êáé ðñïó�ßèåí�áé ó�ï �Ýëïò �çò ïõñÜò. Ç ÁÊ� äéá�çñåß åðßóçò äýï âïçèç�éêïýò ðßíáêåò,�ïõò m êáé p. �éá êÜèå êïñõöÞ v, �ï m[v℄ ðåñéÝ÷åé �çí �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç �çò v óå ó÷Ýóçìå �çí ÁÊ� (äçë. áí ç v åßíáé áíåîåñåýíç�ç, õðï-åîÝ�áóç, Þ åîåñåõíçìÝíç) êáé �ï p[v℄ �çíêïñõöÞ áðü �çí ïðïßá ç ÁÊ� åðéóêÝöèçêå �ç v ãéá ðñþ�ç öïñÜ (åßíáé p[v℄ = NIL åíüóù ç vðáñáìÝíåé áíåîåñåýíç�ç). �éá íá äéåõêïëýíïõìå �çí ðåñéãñáöÞ �ïõ áëãüñéèìïõ, ÷áñáê�çñßæïõìå�éò áíåîåñåýíç�åò êïñõöÝò ìå �ï Á, �éò õðï-åîÝ�áóç êïñõöÝò ìå �ï Õ, êáé �éò åîåñåõíçìÝíåòêïñõöÝò ìå �ï Å.BFS(G(V;E), s)addToQueue(s); m[s℄ Õ; p[s℄ NIL;for all v 2 V n fsg dom[v℄ Á; p[v℄ NIL;while not emptyQueue() dou extra
tFromQueue(); m[u℄ Å;for all v 2 L[u℄ doif m[v℄ = Á thenaddToQueue(v); m[v℄ Õ; p[v℄ u;¸íá ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò �çò ÁÊ� öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.4. ÊÜèå êïñõöÞ áëëÜæåé ÷á-ñáê�çñéóìü äýï öïñÝò (Þ êáé ëéãü�åñåò áí �ï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåê�éêü): áðü Á óå Õ ü�áíðñïó�ßèå�áé ó�ï �Ýëïò �çò ïõñÜò, êáé áðü Õ óå Å ü�áí åîÜãå�áé áðü �çí áñ÷Þ �çò ïõñÜò. Ç åé-óáãùãÞ ó�ï �Ýëïò êáé ç åîáãùãÞ áðü �çí áñ÷Þ ìéáò FIFO ïõñÜò õëïðïéåß�áé åýêïëá óå ó�áèåñü÷ñüíï. Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ãéá áõ�Ýò �éò ëåé�ïõñãßåò åßíáé O(n). Ç ëßó�á �ùí ãåé�üíùí ìéáò êï-ñõöÞò åîå�Üæå�áé ü�áí ç êïñõöÞ áëëÜæåé ÷áñáê�çñéóìü áðü Õ óå Å. Ôï Üèñïéóìá �ùí ãåé�üíùíüëùí �ùí êïñõöþí åßíáé �(m) (âë. ¢óêçóç 5.1) êáé ï áëãüñéèìïò áöéåñþíåé ó�áèåñü ÷ñüíï ãéáêÜèå ãåé�ïíéêÞ êïñõöÞ ðïõ äåí ÷áñáê�çñßæå�áé Á. Ï áí�ßó�ïé÷ïò ÷ñüíïò åßíáé O(m). ÅðïìÝíùò,ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �çò ÁÊ� åßíáé O(n + m), äçëáäÞ ãñáììéêüò ó�ï ìÝãåèïò �çò



5.2. ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü �ëÜ�ïò 75ëßó�áò ãåé�íßáóçò.�áñá�çñïýìå ü�é ìå åîáßñåóç �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ s, êÜèå êïñõöÞ v ðïõ åßíáé åîåñåõíçìÝíçÞ õðï-åîÝ�áóç Ý÷åé p[v℄ 6= NIL. Åðßóçò, ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ üëåò ïé êïñõöÝò åßíáé åß�ååîåñåõíçìÝíåò åß�å áíåîåñåýíç�åò ãéá�ß êÜèå õðï-åîÝ�áóç êïñõöÞ åîÜãå�áé áðü �çí ïõñÜ ðñéí�çí ïëïêëÞñùóç �ïõ áëãüñéèìïõ êáé ãßíå�áé åîåñåõíçìÝíç. ÌÜëéó�á, áí üëåò ïé õðüëïéðåòêïñõöÝò åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí s (ð.÷. �ï G(V;E) åßíáé ìç-êá�åõèõíüìåíï óõíåê�éêüãñÜöçìá), ï áëãüñéèìïò �åñìá�ßæåé ìå üëåò �éò êïñõöÝò åîåñåõíçìÝíåò.Áò èåùñÞóïõìå �ï õðïãñÜöçìá Gp(Vp; Ep) ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �éò åîåñåõíçìÝíåò êïñõöÝòêáé �éò áêìÝò ìÝóù �ùí ïðïßùí �éò åðéóêåöèÞêáìå ãéá ðñþ�ç öïñÜ. ÄçëáäÞ, �ï Gp(Vp; Ep)ïñßæå�áé ùò: Vp = fv 2 V : m[v℄ = Åg êáé Ep = f(p[v℄; v) 2 E : v 2 Vp n fsggÔï ãñÜöçìá Gp åßíáé äÝí�ñï ãéá�ß ç ÁÊ� ÷ñçóéìïðïéåß Ýíá ìïíáäéêü ìïíïðÜ�é áðü �çí s ó�çv ãéá íá åîåñåõíÞóåé êÜèå êïñõöÞ v 2 Vp. ÌÜëéó�á �ï Gp åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ áñ÷é-êïý ãñáöÞìá�ïò G(V;E), äçëáäÞ Vp = V , áí �ï G åßíáé ìç-êá�åõèõíüìåíï êáé óõíåê�éêü Þêá�åõèõíüìåíï êáé éó÷õñÜ óõíåê�éêü.Ôï äÝí�ñïGp ïíïìÜæå�áé äÝí�ñï �çò ÁÊ�. ¼�áí üëåò ïé áêìÝò �ïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò åßíáéìïíáäéáßïõ ìÞêïõò, �ï äÝí�ñï �çò ÁÊ� ðåñéÝ÷åé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü üëåò �éò õðü-ëïéðåò êïñõöÝò ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí s (âë. åðßóçò Åíü�ç�á 5.6.2 êáé ¢óêçóç 5.30).ÅðïìÝíùò, ç ÁÊ� õðïëïãßæåé �éò áðïó�Üóåéò üëùí �ùí êïñõöþí áðü �çí s ü�áí ïé áêìÝò Ý÷ïõíìïíáäéáßï ìÞêïò.¢óêçóç 5.7. Íá áðïäåßîå�å ü�é Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) åßíáé óõíåê�éêü áí êáéìüíï áí �ï äÝí�ñï �çò ÁÊ� åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G (äçë. Vp = V ). Íá �ñïðïðïéÞóå�å �çíÁÊ� þó�å íá õðïëïãßæåé �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõ G.Ëýóç. Áí �ï äÝí�ñï �çò ÁÊ� åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G, �ï G åßíáé óõíåê�éêü áöïý Ýíáõðïóýíïëï áêìþí áñêåß ãéá íá ``óõíäÝóåé'' üëåò �éò êïñõöÝò. Áí �ï äÝí�ñï �çò ÁÊ� åßíáé äåíóõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G, äçë. Vp 6= V , äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõ Vp êáé �ùí(õðüëïéðùí) êïñõöþí �ïõ V n Vp. ÅðïìÝíùò êáìßá êïñõöÞ �ïõ V n Vp äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìçáðü �çí s. ¸�óé �ï G äåí åßíáé óõíåê�éêü, êáé �ï õðïãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü �éò êïñõöÝò �ïõVp áðï�åëåß ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ G.�éá íá õðïëïãßóïõìå �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, áñ÷éêÜ èåùñïýìå üëåò �éò êïñõöÝò ùò áíå-îåñåýíç�åò. Åíüóù õðÜñ÷ïõí áíåîåñåýíç�åò êïñõöÝò, äéáëÝãïõìå ìéá áðü áõ�Ýò óáí áñ÷éêÞêïñõöÞ êáé åöáñìüæïõìå ÁÊ�. Ïé êïñõöÝò ðïõ åîåñåõíþí�áé óå áõ�Þ �çí êëÞóç �çò ÁÊ� áðï-�åëïýí ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. Ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áé ìÝ÷ñé üëåò ïé êïñõöÝò íá Ý÷ïõíåîåñåõíçèåß êáé Üñá åí�á÷èåß óå êÜðïéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. ut¢óêçóç 5.8. �ïéÜ åßíáé �á áðï�åëÝóìá�á �çò ÁÊ� ü�áí �ï áñ÷éêü ãñÜöçìá åßíáé: (á) ðëÞñåòãñÜöçìá, (â) äÝí�ñï, (ã) áðëüò êýêëïò, êáé (ä) áó�Ýñáò.¢óêçóç 5.9. ¸íá ãñÜöçìá G(V;E) ïíïìÜæå�áé äéìåñÝò (bipartite) ü�áí õðÜñ÷åé äéáìÝñéóç �ùíêïñõöþí �ïõ óå äýï óýíïëá V1 êáé V2 þó�å êÜèå áêìÞ �ïõ E íá Ý÷åé �ï Ýíá Üêñï �çò ó�ï V1 êáé
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Ó÷Þìá 5.4: �áñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ÁíáæÞ�çóçò Êá�Ü �ëÜ�ïò óå ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá.Ïé áíåîåñåýíç�åò êïñõöÝò óçìåéþíïí�áé ìå ëåõêü ÷ñþìá, ïé õðï-åîÝ�áóç ìå ãêñßæï, êáé ïé åîå-ñåõíçìÝíåò ìå ìáýñï. Ïé áêìÝò ðïõ óçìåéþíïí�áé ìå äéáêåêïììÝíåò ãñáììÝò ÷ñçóéìïðïéÞèçêáíãéá �çí åðßóêåøç íÝùí êïñõöþí êáé óõìðåñéëáìâÜíïí�áé ó�ï äÝí�ñï �çò ÁÊ�.



5.3. ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü ÂÜèïò 77�ï Üëëï Üêñï �çò ó�ï V2. Éóïäýíáìá, Ýíá ãñÜöçìá G(V;E) åßíáé äéìåñÝò áí êáé ìüíï áí äåíÝ÷åé êýêëïõò ðåñé��ïý ìÞêïõò. �åñéãñÜø�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ áðïöáóßæåé áí ÝíáãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò Þ ü÷é.Ëýóç. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò èåùñïýìå ü�é �ï ãñÜöçìá G(V;E) åßíáé óõíåê�éêü êáéìç-êá�åõèõíüìåíï. Ç ëýóç ðïõ èá äþóïõìå ãåíéêåýå�áé åýêïëá óå ìç-óõíåê�éêÜ Þ/êáé óå êá-�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á.Ï áëãüñéèìïò óõíßó�á�áé ó�çí åê�Ýëåóç ìéáò ÁÊ� áðü ìéá ïðïéáäÞðï�å áñ÷éêÞ êïñõöÞs 2 V . Ç ÁÊ� õðïëïãßæåé �éò áðïó�Üóåéò üëùí �ùí êïñõöþí áðü �çí s. Ó�ï V1 âÜæïõìå �éòêïñõöÝò óå Üñ�éá áðüó�áóç áðü �çí s êáé ó�ï V2 âÜæïõìå �éò êïñõöÝò óå ðåñé��Þ áðüó�áóçáðü �çí s. Áí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõ V1 êáé �ïõ V2, �ï ãñÜöçìá åßíáéäéìåñÝò. Áí õðÜñ÷åé áêìÞ ìå�áîý êÜðïéùí êïñõöþí ó�ï V1 Þ ó�ï V2, �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëïðåñé��ïý ìÞêïõò (íá �ï áðïäåßîå�å), ïðü�å äåí åßíáé äéìåñÝò. Ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ÷ñüíï åê�ÝëåóçòO(n+m). ut5.3 ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü ÂÜèïòÇ ó�ñá�çãéêÞ �çò ÁíáæÞ�çóçò Êá�Ü ÂÜèïò (Depth-First Sear
h) åßíáé ç áðïìÜêñõíóç áðü �çíáñ÷éêÞ êïñõöÞ åíüóù áõ�ü åßíáé åöéê�ü. ¼�áí ç ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü ÂÜèïò (ÁÊÂ) åðéóêÝð�å�áéìéá êïñõöÞ ãéá ðñþ�ç öïñÜ, åîåñåõíÜ üëåò �éò ãåé�ïíéêÝò �çò ðñéí öýãåé áðü áõ�Þ. Ç ÁÊÂåßíáé öýóåé áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá: ÎåêéíÜåé åîåñåõíþí�áò üëåò �éò ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò ìéáòêïñõöÞò v ðïõ åðéëÝãå�áé óáí áñ÷éêÞ. Ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá åîåñåõíþí�áé ïé ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò�çò v êáèïñßæå�áé áðü �ç èÝóç �ïõò ó�ç ëßó�á ãåé�íßáóçò. ÊÜèå öïñÜ ðïõ åðéóêÝð�å�áé ìéá íÝáêïñõöÞ u, ç ÁÊÂ åöáñìüæåé �ïí åáõ�ü �çò ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ �ç u. Áõ�ü óõíå÷ßæå�áé ìÝ÷ñéíá åîåñåõíçèïýí üëåò ïé êïñõöÝò ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí v. Áí õðÜñ÷ïõí áêüìçêïñõöÝò ðïõ ðáñáìÝíïõí áíåîåñåýíç�åò, åðéëÝãå�áé ìéá áíåîåñåýíç�ç êïñõöÞ óáí áñ÷éêÞ êáéåöáñìüæå�áé ç ßäéá äéáäéêáóßá.¼ðùò êáé ó�çí ÁÊ�, ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå �ñßá åßäç êïñõöþí óå êÜèå óçìåßï �ïõ áëãü-ñéèìïõ. Áñ÷éêÜ üëåò ïé êïñõöÝò åßíáé áíåîåñåýíç�åò. Ôçí ðñþ�ç öïñÜ ðïõ ç ÁÊÂ åðéóêÝð�å�áéìéá áíåîåñåýíç�ç êïñõöÞ v, ç v ãßíå�áé õðï-åîÝ�áóç êáé ç ÁÊÂ åöáñìüæå�áé áíáäñïìéêÜ ìåáñ÷éêÞ êïñõöÞ �ç v. Ç êïñõöÞ v èåùñåß�áé åîåñåõíçìÝíç ü�áí ïëïêëçñùèåß ç áíáäñïìéêÞêëÞóç.Ç õëïðïßçóç �çò ÁÊÂ äéá�çñåß ìéá âïçèç�éêÞ ìå�áâëç�Þ, �çí t, êáé �ñåéò âïçèç�éêïýò ðßíáêåò,�ïõòm, p, êáé d. Ç �ñÝ÷ïõóá �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò t áí�éó�ïé÷åß ó�ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí ðïõ Ý÷åéåðéóêåöèåß ç ÁÊÂ. ¼�áí ç êïñõöÞ v áëëÜæåé ÷áñáê�çñéóìü áðü áíåîåñåýíç�ç óå õðï-åîÝ�áóç,ç t áõîÜíå�áé êá�Ü 1 êáé �ï d[v℄ �ßèå�áé ó�çí �ñÝ÷ïõóá �éìÞ �çò t. ¸�óé �ï d[v℄ äåß÷íåé �ç óåéñÜìå �çí ïðïßá ç ÁÊÂ åðéóêÝöèçêå �çí êïñõöÞ v.Ç ÷ñÞóç �ùí m êáé p åßíáé ßäéá ìå �ç ÷ñÞóç �ïõò ó�çí ÁÊ�. Ôï m[v℄ ðåñéÝ÷åé �çí �ñÝ÷ïõóáêá�Üó�áóç �çò v óå ó÷Ýóç ìå �çí ÁÊÂ êáé �ï p[v℄ �çí êïñõöÞ áðü �çí ïðïßá ç ÁÊÂ åðéóêÝöèçêå�ç v ãéá ðñþ�ç öïñÜ. ¼ðùò êáé ó�çí ÁÊ�, ÷áñáê�çñßæïõìå �éò áíåîåñåýíç�åò êïñõöÝò ìå �ï Á,�éò õðï-åîÝ�áóç êïñõöÝò ìå �ï Õ, êáé �éò åîåñåõíçìÝíåò êïñõöÝò ìå �ï Å.DFS Init(G(V;E)) /* Áñ÷éêïðïßçóç áíáæÞ�çóçò */



78 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùít 0;for all v 2 V dom[v℄ Á; p[v℄ NIL;for all v 2 V doif m[v℄ = Á then DFS(v);DFS(v)t t+ 1; m[v℄ Õ; d[v℄ t;for all u 2 L[v℄ doif m[u℄ = Á thenp[u℄ v; DFS(u);m[v℄ Å;¸íá ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò �çò ÁÊÂ öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.5. Ç äéáäéêáóßáDFS Init áñ÷éêï-ðïéåß �éò ìå�áâëç�Ýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�ïí áëãüñéèìï (ðáñá�çñåßó�å ü�é üëåò ïé ìå�áâëç�ÝòðñÝðåé íá åßíáé óöáéñéêÞò åìâÝëåéáò) êáé îåêéíÜåé �çí áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá DFS. Ç äéáäé-êáóßá DFS êáëåß�áé ìßá öïñÜ ãéá êÜèå êïñõöÞ, áöïý ç êëÞóç DFS(v) áëëÜæåé �ï ÷áñáê�çñéóìü�çò v áðü Á óå Õ êáé ó�ç óõíÝ÷åéá óå Å. Ç êëÞóç DFS(v) åëÝã÷åé üëïõò �ïõò ãåß�ïíåò �çò vãéá êïñõöÝò ðïõ ðáñáìÝíïõí áíåîåñåýíç�åò. ÅðïìÝíùò, êÜèå áêìÞ åëÝã÷å�áé ìßá öïñÜ (äýïáí ðñüêåé�áé ãéá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá). Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �çò ÁÊÂ åßíáéO(n+m), äçëáäÞ ãñáììéêüò ó�ï ìÝãåèïò �çò ëßó�áò ãåé�íßáóçò.¼ðùò êáé ó�çí ÁÊ�, ïñßæïõìå �ï õðïãñÜöçìá Gp(V;Ep) ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �éò åîåñåõ-íçìÝíåò êïñõöÝò êáé �éò áêìÝò ìÝóù �ùí ïðïßùí �éò åðéóêåöèÞêáìå ãéá ðñþ�ç öïñÜ. Óýì-öùíá ìå �ç äéá�ýðùóç �çò ÁÊÂ, �ï Gp åßíáé åðéêáëýð�ïí õðïãñÜöçìá �ïõ G ãéá�ß ï áëãü-ñéèìïò �åñìá�ßæåé áöïý Ý÷åé åîåñåõíÞóåé üëåò �éò êïñõöÝò. Ôï óýíïëï áêìþí ïñßæå�áé ùòEp = f(p[v℄; v) 2 E : v 2 V êáé p[v℄ 6= NILg. Ôï ãñÜöçìá Gp åßíáé äÜóïò (äçë. áêõêëéêü)ãéá�ß ç ðñþ�ç åðßóêåøç óå êÜèå êïñõöÞ v ãßíå�áé áðü ìïíáäéêü ìïíïðÜ�é áðü �çí áí�ßó�ïé÷çáñ÷éêÞ êïñõöÞ ðñïò �ç v. To Gp ïíïìÜæå�áé äÜóïò �çò ÁÊÂ.Ôï Gp åßíáé óõíåê�éêü ìüíï áí üëåò ïé êïñõöÝò åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí ðñþ�ç áñ-÷éêÞ êïñõöÞ. Åéäéêü�åñá, áí �ï ãñÜöçìá åéóüäïõ G(V;E) åßíáé ìç-êá�åõèõíüìåíï, �ï Gp åßíáéóõíåê�éêü áí êáé ìüíï áí �ï G åßíáé óõíåê�éêü. Óå äéáöïñå�éêÞ ðåñßð�ùóç, êÜèå öïñÜ ðïõ çDFS Init êáëåß �ç DFS ìå äéáöïñå�éêÞ áñ÷éêÞ êïñõöÞ, Ýíá íÝï äÝí�ñï / óõíåê�éêÞ óõíéó�þóáðñïó�ßèå�áé ó�ï Gp. ÌÜëéó�á, �ï äÜóïò Gp áðåéêïíßæåé �çí åîÝëéîç �ùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí�çò DFS. ÓõãêåêñéìÝíá, �ï ãåãïíüò ü�é p[u℄ = v óçìáßíåé ü�é ç êëÞóç DFS(u) Ýãéíå êá�Ü �ïíÝëåã÷ï �ùí ãåé�üíùí �çò êïñõöÞò v (ìå Üëëá ëüãéá, ç êëÞóç DFS(u) ðñïÝêõøå óáí áíáäñïìéêÞêëÞóç áðü �çí DFS(v)).¢óêçóç 5.10. �ïéá åßíáé �á áðï�åëÝóìá�á �çò ÁÊÂ ü�áí �ï áñ÷éêü ãñÜöçìá åßíáé: (á) ðëÞñåòãñÜöçìá, (â) äÝí�ñï, (ã) áðëüò êýêëïò, êáé (ä) áó�Ýñáò. Óõãêñßíå�å ìå �á áí�ßó�ïé÷á áðï�åëÝ-óìá�á �çò ÁÊ�.¢óêçóç 5.11. Íá áðïäåßîå�å ü�é áí �ï ãñÜöçìá åéóüäïõ G(V;E) åßíáé ìç-êá�åõèõíüìåíï, çÁÊÂ õðïëïãßæåé �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõ G.
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Ó÷Þìá 5.5: �áñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ÁíáæÞ�çóçò Êá�Ü ÂÜèïò óå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ïéáíåîåñåýíç�åò êïñõöÝò óçìåéþíïí�áé ìå ëåõêü ÷ñþìá, ïé õðï-åîÝ�áóç ìå ãêñßæï, êáé ïé åîåñåõ-íçìÝíåò ìå ìáýñï. Ç å�éêÝ�á êÜèå êïñõöÞò áí�éó�ïé÷åß ó�ç óåéñÜ �çò ðñþ�çò ÁÊÂ-åðßóêåøçò(äçë. ó�çí �éìÞ �ïõ d[v℄). Ïé áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí åîåñåõíçèåß áðü �çí ÁÊÂ óçìåéþíïí�áé ìå Ýí�ïíïìáýñï ÷ñþìá. Ïé áêìÝò �ïõ äÜóïõò �çò ÁÊÂ óçìåéþíïí�áé ìå óõìðáãÞ âÝëç êáé ïé õðüëïéðåòáêìÝò ìå äéáêåêïììÝíá âÝëç.



80 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÊá�çãïñßåò Áêìþí. ¸÷ïí�áò óáí óçìåßï áíáöïñÜò �ï äÜóïò �çò ÁÊÂ, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå�Ýóóåñá äéáöïñå�éêÜ åßäç áêìþí:� Ïé áêìÝò �ïõ äÜóïõò (forest Þ tree edges) åßíáé ïé áêìÝò ó�ï óýíïëï Ep. Ìéá áêìÞ (u; v)áíÞêåé ó�ï äÜóïò áí ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá �çí ðñþ�ç åðßóêåøç ó�çí êïñõöÞ v, äçëáäÞ �çó�éãìÞ �çò åîåñåýíçóÞò �çò ç v åßíáé áíåîåñåýíç�ç.� Ïé ðßóù áêìÝò (ba
k edges) óõíäÝïõí ìßá êïñõöÞ u ìå ìßá êïñõöÞ v ðïõ åßíáé ðñüãïíïò�çò u ó�ï äÜóïò �çò ÁÊÂ. Ìßá áêìÞ (u; v) åßíáé ðßóù áêìÞ áí êá�Ü �çí åîåñåýíçóÞ �çò çêïñõöÞ v åßíáé õðü-åîÝ�áóç. Ïé áíáêõêëþóåéò èåùñïýí�áé ðßóù áêìÝò.� Ïé ìðñïò áêìÝò (forward edges) óõíäÝïõí ìßá êïñõöÞ u ìå ìßá êïñõöÞ v ðïõ åßíáé áðüãïíïò�çò u ó�ï äÜóïò �çò ÁÊÂ. Ìßá áêìÞ (u; v) åßíáé ìðñïò áêìÞ áí êá�Ü �çí åîåñåýíçóÞ �çòç êïñõöÞ v åßíáé åîåñåõíçìÝíç êáé d[u℄ < d[v℄ (äçë. Ý÷ïõìå åðéóêåöèåß �ç u ðñéí �ç v).� Ïé õðüëïéðåò áêìÝò ïíïìÜæïí�áé áêìÝò äéáó�áýñùóçò (
ross edges). Ïé áêìÝò äéáó�áý-ñùóçò óõíäÝïõí êïñõöÝò ó�ï ßäéï äÝí�ñï ðïõ äåí Ý÷ïõí ó÷Ýóç ðñïãüíïõ - áðïãüíïõ ÞêïñõöÝò óå äéáöïñå�éêÜ äÝí�ñá �ïõ äÜóïõò Gp. Ìßá áêìÞ (u; v) åßíáé áêìÞ äéáó�áýñùóçòáí êá�Ü �çí åîåñåýíçóÞ �çò ç êïñõöÞ v åßíáé åîåñåõíçìÝíç êáé d[u℄ > d[v℄ (äçë. Ý÷ïõìååðéóêåöèåß �ç u ìå�Ü áðü �ç v).Ó�ï Ó÷Þìá 5.5, äéáêñßíïõìå �á åßäç �ùí áêìþí ðïõ ðáñÜãåé ç ÁÊÂ. Ïé áêìÝò äÜóïõò óç-ìåéþíïí�áé ìå óõìðáãÞ ìáýñá âÝëç êáé ïé õðüëïéðåò áêìÝò ìå äéáêåêïììÝíá ìáýñá âÝëç. Ïéðßóù áêìÝò óçìåéþíïí�áé ìå �, ïé ìðñïò áêìÝò ìå Ì, êáé ïé áêìÝò äéáó�áýñùóçò ìå Ä. Ôï äÜóïò�çò ÁÊÂ Ý÷åé �åëéêÜ æùãñáöéó�åß þó�å ïé ðßóù áêìÝò íá êá�åõèýíïí�áé ðñïò �á ðÜíù, ïé ìðñïòáêìÝò ðñïò �á êÜ�ù, êáé ïé áêìÝò äéáó�áýñùóçò áðü äåîéÜ ðñïò �á áñéó�åñÜ.Áí �ï ãñÜöçìá åéóüäïõ åßíáé ìç-êá�åõèõíüìåíï, ó�çí áêìÞ fu; vg ÷áñáê�çñßæå�áé ìå âÜóç �ïíðñþ�ï (÷ñïíéêÜ) ÷áñáê�çñéóìü ðïõ �çò áðïäßäå�áé. Ìå Üëëá ëüãéá, ç áêìÞ fu; vg ÷áñáê�çñßæå�áéáðü �çí êá�åýèõíóç (u; v) Þ (v; u) ðïõ åîåñåõíÞèçêå ðñþ�ç áðü �çí ÁÊÂ.¢óêçóç 5.12. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ÁÊÂ óå ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ðáñÜãåé ìüíï áêìÝòäÜóïõò êáé ðßóù áêìÝò.Ëýóç. ¸ó�ù fv; ug áêìÞ ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ-�ïõìå ü�é d[v℄ < d[u℄ (äçëáäÞ ü�é ç ÁÊÂ åðéóêÝöèçêå �ç v ðñéí �ç u). Áöïý ç u åßíáé ó�ç ëßó�á�ùí ãåé�üíùí �çò v, ç êïñõöÞ u ãßíå�áé áñ÷éêÜ õðï-åîÝ�áóç êáé ó�ç óõíÝ÷åéá åîåñåõíçìÝíç ðñéíç v ãßíåé åîåñåõíçìÝíç. Áí ç áêìÞ fv; ug åîåñåõíÞèçêå ðñþ�á ó�çí êá�åýèõíóç (v; u), èá ãßíåéáêìÞ äÜóïõò. Áí åîåñåõíÞèçêå ðñþ�á ó�çí êá�åýèõíóç (u; v), èá ãßíåé ðßóù áêìÞ. ut¢óêçóç 5.13. Íá áðïäåßîå�å ü�é Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé áêõêëéêü áí êáé ìüíï áí çÁÊÂ äåí ðáñÜãåé ðßóù áêìÝò.Ëýóç. ¸ó�ù êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E) êáé ðßóù áêìÞ (u; v). Ôç ó�éãìÞ ðïõ åîåñåõíÜ�áéç áêìÞ (u; v) �üóï ç êïñõöÞ u üóï êáé ç êïñõöÞ v åßíáé õðï-åîÝ�áóç. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé



5.3. ÁíáæÞ�çóç Êá�Ü ÂÜèïò 81ìïíïðÜ�é áðü �ç v ó�ç u ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß áêìÝò �ïõ äÜóïõò. Ôï ìïíïðÜ�é óõìðëçñþíå�áé óåêýêëï áðü �çí áêìÞ (u; v).Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é �ï ãñÜöçìáG(V;E) ðåñéÝ÷åé êýêëï C . ¸ó�ù v ç ðñþ�ç êïñõöÞ �ïõ Cðïõ åîåñåõíÜ�áé áðü �çí ÁÊÂ, êáé Ýó�ù (u; v) ç (``�åëåõ�áßá'') áêìÞ �ïõ êýêëïõ C ðïõ êá�áëÞãåéó�çí êïñõöÞ v. Ç u èá åí�á÷èåß ó�ï äÝí�ñï �çò ÁÊÂ ìå ñßæá �ç v ãéá�ß (á) õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü�ç v ó�çí u (�ï ìÝñïò �ïõ êýêëïõ C n (u; v)), êáé (â) ü�áí åðéóêåð�üìáó�å �ç v, üëåò ïé êïñõöÝò�ïõ C åßíáé áêüìç áíåîåñåýíç�åò. ÅðïìÝíùò, ç (u; v) èá ãßíåé ðßóù áêìÞ. ut¢óêçóç 5.14. Íá áðïäåßîå�å �ïí éó÷õñéóìü �çò ¢óêçóçò 5.13 ãéá ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á.Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(n) (äçëáäÞ áíåîÜñ�ç�ï �ïõ áñéèìïý �ùí áê-ìþí) ðïõ áðïöáóßæåé áí Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé áêõêëéêü.Ëýóç. Ï éó÷õñéóìüò ü�é Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé áêõêëéêü áí êáé ìüíï áí ç ÁÊÂäåí ðáñÜãåé ðßóù áêìÝò áðïäåéêíýå�áé ìå �ïí ßäéï �ñüðï. Ï áëãüñéèìïò åê�åëåß �çí ÁÊÂ êáé�åñìá�ßæåé ü�áí âñåèåß ç ðñþ�ç ðßóù áêìÞ. Áí äåí õðÜñ÷ïõí ðßóù áêìÝò, Ý÷ïõìå m � n � 1.Áí õðÜñ÷ïõí ðßóù áêìÝò, ç ðñþ�ç èá åîåñåõíçèåß ýó�åñá áðü �çí åîåñåýíçóç �ï ðïëý n � 1áêìþí. Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé O(n+m) = O(n). ut5.3.1 Õðïëïãéóìüò Óçìåßùí ÊïðÞòÌéá êïñõöÞ åíüò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò ïíïìÜæå�áé óçìåßï êïðÞò (arti
ulation point)áí ç áöáßñåóÞ �çò áõîÜíåé �ïí áñéèìü �ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí. ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áéäéóõíåê�éêü (bi
onne
ted) áí åßíáé óõíåê�éêü êáé äåí Ý÷åé óçìåßá êïðÞò. Ï õðïëïãéóìüò �ùíóçìåßùí êïðÞò êáé ç åðéâåâáßùóç �çò äéóõíåê�éêü�ç�áò åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷ïõí ðïëëÝò ðñáê�éêÝòåöáñìïãÝò. �éá ðáñÜäåéãìá, ç äéóõíåê�éêü�ç�á åíüò �çëåðéêïéíùíéáêïý äéê�ýïõ åîáóöáëßæåé ü�é�ï äßê�õï èá óõíå÷ßóåé íá ëåé�ïõñãåß ïìáëÜ áêüìç êáé ü�áí Ýíáò êüìâïò �åèåß åê�üò ëåé�ïõñãßáò.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, áí Ýíáò êüìâïò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå óçìåßï êïðÞò �åèåß åê�üò ëåé�ïõñãßáò,êÜðïéá �ìÞìá�á �ïõ äéê�ýïõ äåí èá ìðïñïýí íá åðéêïéíùíÞóïõí.Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá äåßîïõìå ðùò ç ÁÊÂ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ùí óçìåßùí êïðÞò åíüò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïòG(V;E). ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò,èá èåùñÞóïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá åéóüäïõG åßíáé óõíåê�éêü. ¸ó�ùGp(V;Ep) �ï óõíäå�éêü äÝí�ñïðïõ ðáñÜãåé ç ÁÊÂ êáé s ç êïñõöÞ áðü �çí ïðïßá îåêßíçóå ç ÁÊÂ. Ó�ï åîÞò èåùñïýìå �çí sóáí ñßæá �ïõ Gp.�ñü�áóç 5.1. Ç áñ÷éêÞ êïñõöÞ / ñßæá s åßíáé óçìåßï êïðÞò �ïõ G áí êáé ìüíï áí Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïíäýï ðáéäéÜ ó�ï Gp.Áðüäåéîç. Áí ç êïñõöÞ s Ý÷åé ìüíï Ýíá ðáéäß ó�ï Gp, ç áöáßñåóÞ �çò äåí áõîÜíåé �éò óõíåê�éêÝòóõíéó�þóåò �ïõ Gp. Óõíåðþò, ç s äåí åßíáé óçìåßï êïðÞò �ïõ Gp êáé Üñá ïý�å �ïõ G.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù ü�é ç s Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ ó�ï Gp. Áöïý ç ÁÊÂ ðáñÜãåéìüíï áêìÝò äÜóïõò êáé ðßóù áêìÝò óå ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á (âë. ¢óêçóç 5.12), üëá�á ìïíïðÜ�éá ðïõ óõíäÝïõí êïñõöÝò óå äéáöïñå�éêÜ õðïäÝí�ñá ìå ñßæåò ðáéäéÜ �çò s ðñÝðåé íáäéÝñ÷ïí�áé áðü �çí s. ¢ñá ç s åßíáé óçìåßï êïðÞò. ut



82 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÔï ðáñáðÜíù êñé�Þñéï ðñïêýð�åé áðü �ï ãåãïíüò ü�é ç ñßæá �ïõ Gp äåí Ý÷åé ðñïãüíïõò.¸�óé ïé áðüãïíïß �çò äåí ìðïñïýí íá �çí ðáñáêÜìøïõí ìÝóù ðßóù áêìþí. Ôï êñé�Þñéï åßíáéäéáöïñå�éêü ãéá �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò �ïõ Gp, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðñïãüíïõò.�ñü�áóç 5.2. ¸ó�ù v ìßá êïñõöÞ äéáöïñå�éêÞ áðü �çí s. Ç v åßíáé óçìåßï êïðÞò �ïõ G áí êáéìüíï áí õðÜñ÷åé ó�ï Gp õðïäÝí�ñï ìå ñßæá ðáéäß �çò v �ïõ ïðïßïõ êáìßá êïñõöÞ äåí Ý÷åé ðßóùáêìÞ ðñïò ðñüãïíï �çò v.Áðüäåéîç. ¸ó�ù u1; : : : ; uk �á ðáéäéÜ �çò v ó�ï Gp, êáé Ýó�ù Tu1 ; : : : ; Tuk �á õðïäÝí�ñá ìåñßæåò �á ðáéäéÜ �çò v. Áí óå üëá �á õðïäÝí�ñá Tu1 ; : : : ; Tuk õðÜñ÷ïõí êïñõöÝò ìå ðßóù áêìÝòðñïò ðñïãüíïõò �çò v, ç êïñõöÞ v äåí åßíáé óçìåßï êïðÞò ãéá�ß ïé ðßóù áêìÝò åîáóöáëßæïõí�ç óõíåê�éêü�ç�á �ùí êïñõöþí ó�á Tu1 ; : : : ; Tuk ìå �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò ó�ï Gp êáé ìå�áîý�ïõò. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù ü�é ç êïñõöÞ v åßíáé óçìåßï êïðÞò. Ç áöáßñåóç �çò v ðñÝðåé íá``áðïóõíäÝåé'' êÜðïéï õðïäÝí�ñï Tui áðü �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò �ïõ Gp. ÅðïìÝíùò, ðñÝðåé íáõðÜñ÷åé Tui �ïõ ïðïßïõ êáìßá êïñõöÞ äåí Ý÷åé ðßóù áêìÞ ðñïò ðñüãïíï �çò v. utÅßíáé åýêïëï íá åëÝãîïõìå �ï êñé�Þñéï �çò �ñü�áóçò 5.1 ãéá �ç ñßæá �ïõGp. �éá íá åëÝãîïõìå�ï êñé�Þñéï �çò �ñü�áóçò 5.2 ðïõ áöïñÜ �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò, ïñßæïõìå �çí ðáñáêÜ�ù ðïóü�ç�á`(v) ãéá êÜèå êïñõöÞ v 2 V :`(v) = min8><>: `(u) ãéá êÜèå ðáéäß u �çò v ó�ï Gpd[w℄ ãéá êÜèå ðñüãïíï w �çò v ãéá �ïí ïðïßï õðÜñ÷åé ðßóù áêìÞ (v; w)d[v℄Ìå áðëÜ ëüãéá, ç êïñõöÞ v Ý÷åé ìïíïðÜ�é ðïõ êá�áëÞãåé ìå ðßóù áêìÞ ðñïò �ïí ðñüãïíü �çò wìå óåéñÜ åðßóêåøçò áðü �çí ÁÊÂ d[w℄ = `(v). Ôï ìïíïðÜ�é áõ�ü ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ðßóù áêìÞáðü �ç v Þ êÜðïéï áðüãïíü �çò ðñïò �çí w. ÅðïìÝíùò, ïé áêìÝò �ïõ Gp ìå�áîý w êáé v äåí åßíáéáðáñáß�ç�åò ãéá �ç óýíäåóç �ïõò.Ç ðáñáêÜ�ù ðñü�áóç ðñïêýð�åé áðü �çí �ñü�áóç 5.2 êáé �ïí ïñéóìü �ïõ `(v).�ñü�áóç 5.3. ¸ó�ù êïñõöÞ v äéáöïñå�éêÞ áðü �ç ñßæá �ïõ Gp. Ç v åßíáé óçìåßï êïðÞò áí êáéìüíï áí êÜðïéï ðáéäß �çò u ó�ï Gp Ý÷åé `(u) � d[v℄.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé ðáéäß u �çò v ìå `(ui) � d[v℄. Ôü�å üëåò ïé ðßóù áêìÝò ðïõ îåêéíïýíáðü �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ç u êá�áëÞãïõí óå êïñõöÝò ìå óåéñÜ ÁÊÂ-åðßóêåøçò ìåãáëý�åñç Þßóç áðü �ç óåéñÜ åðßóêåøçò �çò v. Áõ�Ýò ïé êïñõöÝò åßíáé áðüãïíïé �çò v (Þ ç ßäéá ç v) ó�ï Gp.Åöáñìüæïí�áò �çí �ñü�áóç 5.2, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç êïñõöÞ v åßíáé óçìåßï êïðÞò.Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù u1; : : : ; uk �á ðáéäéÜ �çò v ó�ï Gp. Áí ãéá êÜèå ui, i = 1; : : : ; k, åßíáé`(ui) < d[v℄, �ü�å üëá �á õðïäÝí�ñá ìå ñßæåò ðáéäéÜ �çò v Ý÷ïõí ðßóù áêìÝò ðñïò êïñõöÝòìå óåéñÜ ÁÊÂ-åðßóêåøçò ìéêñü�åñç áðü d[v℄. Áõ�Ýò ïé êïñõöÝò åßíáé ðñüãïíïé �çò v ó�ï Gp.Åöáñìüæïí�áò �çí �ñü�áóç 5.2, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç êïñõöÞ v äåí åßíáé óçìåßï êïðÞò. utÇ ðáñáðÜíù ðñü�áóç õðïäåéêíýåé �ïí áêüëïõèï áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óçìåßùíêïðÞò åíüò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E). ¸íá ðáñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò �ïõ áëãü-ñéèìïõ öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.6.
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Ó÷Þìá 5.6: �áñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò �ïõ áëãüñéèìïõ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óçìåßùí êïðÞò.Áñéó�åñÜ áðåéêïíßæå�áé �ï ãñÜöçìá åéóüäïõ G(V;E). ÄåîéÜ áðåéêïíßæå�áé �ï äÝí�ñï �çò ÁÊÂ.Ïé ðßóù áêìÝò Ý÷ïõí ó÷åäéáó�åß äéáêåêïììÝíåò. Áñéó�åñÜ êÜèå êïñõöÞò v óçìåéþíå�áé ç �éìÞ�ïõ `(v) êáé óå ðáñÝíèåóç ç óåéñÜ åðßóêåøçò d[v℄. Ôá óçìåßá êïðÞò åßíáé ç ñßæá 8 åðåéäÞ Ý÷åéäýï ðáéäéÜ êáé ç êïñõöÞ 5 åðåéäÞ `(1) = 2 � 2 = d[5℄.1. Åê�åëïýìå ÁÊÂ ó�ï ãñÜöçìá G(V;E) êáé õðïëïãßæïõìå �ï äÝí�ñï Gp(V;Ep) êáé �ç óåéñÜåðßóêåøçò d[v℄ ãéá êÜèå êïñõöÞ v 2 V .2. Åîå�Üæïõìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ Gp áíáäñïìéêÜ áñ÷ßæïí�áò áðü �ï áñéó�åñü�åñï õðïäÝ-í�ñï, óõíå÷ßæïí�áò ðñïò �á äåîéÜ, êáé åîå�Üæïí�áò �ç ñßæá �åëåõ�áßá (áí�ßó�ïé÷á ìå �çíìå�á-äéá�å�áãìÝíç (postorder) äéÝëåõóç). �éá êÜèå êïñõöÞ v õðïëïãßæïõìå �ï `(v) óáí�ï åëÜ÷éó�ï �ùí d[v℄, d[w℄ ãéá êÜèå ðñüãïíï w �çò v ðñïò �ïí ïðïßï õðÜñ÷åé ðßóù áêìÞ(v; w), êáé `(u) ãéá êÜèå ðáéäß u �çò v.3. Ôá óçìåßá êïðÞò åßíáé ç ñßæá s �ïõ Gp åöüóïí Ý÷åé äýï Þ ðåñéóóü�åñá ðáéäéÜ ó�ï Gp êáéêÜèå êïñõöÞ v ìå ðáéäß u ðïõ Ý÷åé `(u) � d[v℄.Ôüóï ï õðïëïãéóìüò �ïõ `(v) üóï êáé ï Ýëåã÷ïò áí ìéá êïñõöÞ v åßíáé óçìåßï êïðÞò ìðïñïýííá åíóùìá�ùèïýí ó�ç ëåé�ïõñãßá �çò ÁÊÂ. Ï õðïëïãéóìüò �ïõ `(v) êáé ï Ýëåã÷ïò ãéá �çí ýðáñîçðáéäéïý u ìå `(u) � d[v℄ ìðïñïýí íá ðñáãìá�ïðïéçèïýí ó�çí åðáíÜëçøç ðïõ åîåñåõíÜ �éò áêìÝòðïõ åöÜð�ïí�áé ó�ç v. Ï ÷ñüíïò ãéá �ïõò åðéðëÝïí õðïëïãéóìïýò åßíáé ó�áèåñüò ãéá êÜèå áêìÞ.Óõíåðþò, ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé O(n+m) = O(m).¢óêçóç 5.15. Ìßá êïñõöÞ r ïíïìÜæå�áé ñßæá (root) åíüò êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E)áí êÜèå Üëëç êïñõöÞ v åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí r. ¸íá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìðïñåß íáÝ÷åé êáìßá, ìßá, Þ ðåñéóóü�åñåò ñßæåò.1. ¸ó�ù s ç ñßæá �ïõ �åëåõ�áßïõ äÝí�ñïõ ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �çí ÁÊÂ ó�ï G. Íá äåßîå�å ü�éáí �ï G Ý÷åé ñßæåò, ç êïñõöÞ s åßíáé ìßá áðü áõ�Ýò.



84 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùí2. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ãñáììéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ðïõ åðéó�ñÝöåé ìßá ñßæá �ïõãñáöÞìá�ïò åéóüäïõ G(V;E) Þ NIL áí �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé ñßæá.3. ¸ó�ù ü�é äßíå�áé ìßá ñßæá �ïõG. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ãñáììéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçòðïõ õðïëïãßæåé üëåò �éò ñßæåò �ïõ G.Ëýóç. Áí ç ÁÊÂ ðáñÜãåé ðåñéóóü�åñá áðü Ýíá äÝí�ñá, ìüíï ïé êïñõöÝò �ïõ �åëåõ�áßïõ ìðïñïýííá åßíáé ñßæåò ãéá�ß ç s äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü êáìßá êïñõöÞ �ùí ðñïçãïýìåíùí äÝí�ñùí.Áí êÜðïéá êïñõöÞ v �ïõ �åëåõ�áßïõ äÝí�ñïõ åßíáé ñßæá, �ü�å ñßæá åßíáé êáé ç s ãéá�ß ç v åßíáéðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s. ÌÝóù �çò v, ç s ìðïñåß íá ðñïóðåëÜóåé üëåò �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò.Ï áëãüñéèìïò åê�åëåß ÁÊÂ ó�ï G êáé õðïëïãßæåé �ç ñßæá s �ïõ �åëåõ�áßïõ äÝí�ñïõ. Ó�çóõíÝ÷åéá, åê�åëåß íÝá ÁÊÂ áñ÷ßæïí�áò áðü �çí s. Áí ç s åßíáé ñßæá, ç ÁÊÂ ïëïêëçñþíå�áé ìåüëåò �éò êïñõöÝò åîåñåõíçìÝíåò. Äéáöïñå�éêÜ, �ï G äåí Ý÷åé ñßæåò.¸ó�ù r ç äåäïìÝíç ñßæá �ïõ G. Ìéá êïñõöÞ u åßíáé åðßóçò ñßæá áí êáé ìüíï áí ç r åßíáéðñïóðåëÜóéìç áðü �ç u. �éá íá âñïýìå �éò êïñõöÝò áðü �éò ïðïßåò ç r åßíáé ðñïóðåëÜóéìç,åê�åëïýìå DFS(r) (Þ êáé BFS(r)) ó�ï áíÜó�ñïöï ãñÜöçìá GT (V;ET ) (âë. ¢óêçóç 5.6). ÏéåîåñåõíçìÝíåò êïñõöÝò ó�ï �Ýëïò �çò êëÞóçò áðï�åëïýí �ï óýíïëï �ùí ñéæþí �ïõ G. ut5.3.2 ÔïðïëïãéêÞ ÄéÜ�áîç¸íá êá�åõèõíüìåíï áêõêëéêü ãñÜöçìá1 ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �çí áíáðáñÜó�áóç ìéáòó÷Ýóçò ìåñéêÞò äéÜ�áîçò, üðïõ ïé êïñõöÝò áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ êáé ïé áêìÝòó�á æåýãç ðïõ áíÞêïõí ó�ç ó÷Ýóç. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áêìÞ (u; v) äçëþíåé ü�é �ï u åßíáé ``ìéêñü�åñïÞ ßóï'' (Þ ``ìåãáëý�åñï Þ ßóï'') �ïõ v ó�ç ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò. Ìéá ðñáê�éêÞ åöáñìïãÞåßíáé ó�ïí êáèïñéóìü �çò óåéñÜò õðïëïãéóìïý áëãåâñéêþí ðáñáó�Üóåùí ìå åðåíáëáìâáíüìåíá�ìÞìá�á (ð.÷. a 
 x2 + [(a+ 
)(b+ d)� a 
� b d℄x+ b d).Ìéá Üëëç óçìáí�éêÞ ðñáê�éêÞ åöáñìïãÞ åßíáé ï ðñïãñáììá�éóìüò �ùí åñãáóéþí ðïõ óõíèÝ-�ïõí Ýíá ìåãÜëï Ýñãï. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç åîÜñ�çóç �çò Ýíáñîçò êÜðïéùí åñãáóéþí áðü�çí ïëïêëÞñùóç êÜðïéùí Üëëùí ïñßæåé ìéá ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò ó�ï óýíïëï �ùí åñãáóéþí.Áõ�Þ ç ó÷Ýóç áíáðáñßó�á�áé öõóéïëïãéêÜ áðü Ýíá êá�åõèõíüìåíï áêõêëéêü ãñÜöçìá. ÊÜèååñãáóßá áí�éó�ïé÷åß óå ìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç ýðáñîç �çò áêìÞò (u; v) äçëþíåé ü�é çåñãáóßá v äåí ìðïñåß íá áñ÷ßóåé ðñéí ïëïêëçñùèåß ç åñãáóßá u. Ïé åîáñ�Þóåéò Ý÷ïõí íüçìáìüíï áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò (áí õðÞñ÷å, èá áðï�åëïýóå �ï ëåãüìåíï ``öáýëï êýêëï'').Ç ÁÊÂ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá åëÝãîïõìå áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé áêõêëéêü(¢óêçóç 5.13). Ó�ïí ðñïãñáììá�éóìü åñãáóéþí üìùò äåí áñêåß íá åðéâåâáéþóïõìå ü�é ïé åîáñ�Þ-óåéò Ý÷ïõí ïñéó�åß óùó�Ü. ×ñåéÜæå�áé íá õðïëïãßóïõìå ìéá óåéñÜ Ýíáñîçò �ùí åñãáóéþí ðïõ íáåßíáé óõìâá�Þ ìå �éò åîáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé. Áõ�Þ ç ëåé�ïõñãßá åßíáé ãíùó�Þ óáí �ïðïëï-ãéêÞ äéÜ�áîç (topologi
al sort).Ìéá ãñáììéêÞ �ïðïèÝ�çóç �ùí êïñõöþí åíüò êá�åõèõíüìåíïõ áêõêëéêïý ãñáöÞìá�ïòG(V;E) ïíïìÜæå�áé �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç áí ãéá êÜèå áêìÞ (u; v) 2 E, ç êïñõöÞ u ðñïçãåß-�áé �çò v. Ìå áðëÜ ëüãéá, ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò �ïðïèå�ïýí�áé óå ìéá åõèåßá þó�å üëåò ïé1Ôá êá�åõèõíüìåíá áêõêëéêÜ ãñáöÞìá�á åßíáé ãíùó�Ü óáí DAGs ó�ç äéåèíÞ âéâëéïãñáößá, áðü �á áñ÷éêÜ �ùíëÝîåùí Dire
ted A
y
li
 Graphs.
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Ó÷Þìá 5.7: �áñÜäåéãìá õðïëïãéóìïý �ïðïëïãéêÞò äéÜ�áîçò. (á) Ôï ãñÜöçìá åéóüäïõ G(V;E).(â) Ôï äÝí�ñï �çò ÁÊÂ ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ �çí 1. (ã) Ç �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç. Ïé êïñõöÝò Ý÷ïõíæùãñáöéó�åß áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ óýìöùíá ìå �çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç. Ïé áêìÝò �ïõÁÊÂ äÝí�ñïõ áðåéêïíßæïí�áé ìáýñåò êáé ïé õðüëïéðåò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò ãêñßæåò. ¼ëåò ïéáêìÝò Ý÷ïõí êá�åýèõíóç áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ.áêìÝò íá Ý÷ïõí êá�åýèõíóç áðü áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ. ÕðÜñ÷åé ìéá �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç ãéá�éò êïñõöÝò åíüò êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò áí êáé ìüíï áí �ï ãñÜöçìá åßíáé áêõêëéêü.Ç ÁÊÂ ìðïñåß íá �ñïðïðïéçèåß þó�å íá õðïëïãßæåé ìéá �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç åíüò êá�åõèõ-íüìåíïõ áêõêëéêïý ãñáöÞìá�ïò. Ï �ñïðïðïéçìÝíïò áëãüñéèìïò äéá�çñåß ìéá Last-In-First-Out(LIFO) ïõñÜ Q. ÊÜèå êïñõöÞ v åéóÜãå�áé ó�çí áñ÷Þ �çò ïõñÜò �ç ó�éãìÞ ðïõ ÷áñáê�çñßæå�áéåîåñåõíçìÝíç (ó�çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ �çò êëÞóçò DFS(v)). Ç �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç ðñïêýð�åé�õðþíïí�áò �éò êïñõöÝò óå áí�ßó�ñïöç óåéñÜ áðü �ç óåéñÜ åéóáãùãÞò �ïõò ó�çí ïõñÜ Q (äçëáäÞLast-In-First-Out) ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çò ÁÊÂ. Ç åê�ýðùóç ðñÝðåé íá ãßíåé ìå�Ü �çí ïëïêëÞ-ñùóç �çò for-åðáíÜëçøçò ó�çí äéáäéêáóßá DFS Init, ïðü�å üëåò ïé êïñõöÝò åßíáé åîåñåõíçìÝíåòêáé ç ÁÊÂ Ý÷åé ïëïêëçñùèåß. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ ðáñáìÝíåé �(n+m), äçëáäÞãñáììéêüò ó�ï ìÝãåèïò �çò ëßó�áò ãåé�íßáóçò. ¸íá ðáñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò �ïõ �ñïðïðïéçìÝíïõáëãüñéèìïõ öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.7.�éá íá äåßîïõìå ü�é áõ�Þ ç �ñïðïðïßçóç ó�çí ÁÊÂ ðáñÜãåé üí�ùò ìéá �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç,áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå áêìÞ (u; v), ç êïñõöÞ u ÷áñáê�çñßæå�áé åîåñåõíçìÝíç êáé åéóÜ-ãå�áé ó�çí ïõñÜ ìå�Ü �çí êïñõöÞ v. Áí éó÷ýåé áõ�ü, ç u ðñïçãåß�áé ó�çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç �çòêïñõöÞò v åðåéäÞ ç ïõñÜ åßíáé LIFO.



86 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùí�ñü�áóç 5.4. �éá êÜèå áêìÞ (u; v) åíüò êá�åõèõíüìåíïõ áêõêëéêïý ãñáöÞìá�ïò, ç êïñõöÞ u÷áñáê�çñßæå�áé åîåñåõíçìÝíç êáé åéóÜãå�áé ó�çí ïõñÜ ìå�Ü áðü �çí êïñõöÞ v.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ (u; v). Ôç ó�éãìÞ ðïõ ç ÁÊÂ åîåñåõíÜ �çí (u; v), çêïñõöÞ u åßíáé õðï-åîÝ�áóç êáé ç êïñõöÞ v åßíáé åß�å åîåñåõíçìÝíç åß�å áíåîåñåýíç�ç. ÇêïñõöÞ v äåí åßíáé õðï-åîÝ�áóç ãéá�ß ç (u; v) èá Þ�áí ðßóù áêìÞ êáé �ï ãñÜöçìá èá åß÷å êýêëï(âë. ¢óêçóç 5.13).Áí ç v åßíáé åîåñåõíçìÝíç, âñßóêå�áé Þäç ó�çí ïõñÜ. Áöïý ç u åßíáé áêüìç õðï-åîÝ�áóç,åéóÜãå�áé ó�çí ïõñÜ ìå�Ü �ç v. Áí ç v åßíáé áíåîåñåýíç�ç, ç áêìÞ (u; v) åßíáé áêìÞ äÜóïõò êáéðñáãìá�ïðïéåß�áé ç êëÞóç DFS(v). Áõ�Þ êá�áëÞãåé ÷áñáê�çñßæïí�áò �ç v åîåñåõíçìÝíç êïñõöÞêáé åéóÜãïí�Üò �çí ó�çí ïõñÜ. Ç u ðáñáìÝíåé õðï-åîÝ�áóç åíüóù åîåëßóóå�áé ç êëÞóç DFS(v).ÅðïìÝíùò, ç u ÷áñáê�çñßæå�áé åîåñåõíçìÝíç êáé åéóÜãå�áé ó�çí ïõñÜ ìå�Ü �çí v. ut¢óêçóç 5.16. Ó�ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.7, íá õðïëïãßóå�å �çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç ðïõ ðñï-êýð�åé áí ç ÁÊÂ îåêéíÞóåé áðü �çí êïñõöÞ 3.5.4 ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï¸ó�ù Ýíá óõíåê�éêü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò, üðïõ �ï âÜñïòêÜèå áêìÞò äßíå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç w : E 7! IR�+. Ôï âÜñïò åíüò åðéêáëýð�ïí�ïò õðïãñáöÞ-ìá�ïò T (V;ET ) �ïõ G óõìâïëßæå�áé ìå w(T ) êáé åßíáé ßóï ìå �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí áêìþí �ïõ,äçëáäÞ w(T ) =Pe2ET w(e).ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï óõíåê�éêü åðéêáëýð�ïí õðïãñÜöçìá �ïõ G ìå �ï åëÜ÷éó�ï âÜ-ñïò. Áõ�ü �ï õðïãñÜöçìá èá åßíáé äÝí�ñï, áöïý ðñÝðåé íá åßíáé óõíåê�éêü êáé áêõêëéêü. Çóõíåê�éêü�ç�á ðñïêýð�åé åî' ïñéóìïý. Ç áðïõóßá êýêëùí Ýðå�áé áðü �çí áðáß�çóç ãéá åëÜ÷éó�ïóõíïëéêü âÜñïò. Áí õðÞñ÷áí êýêëïé, èá ìðïñïýóáìå íá ìåéþóïõìå �ï âÜñïò äéá�çñþí�áò �çóõíåê�éêü�ç�á ìå �çí áöáßñåóç ìéáò áêìÞò ðïõ âñßóêå�áé óå êýêëï.Ôï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (Minimum Spanning Tree - MST) åíüò ãñáöÞìá�ïòG(V;E;w)ìå âÜñç ó�éò áêìÝò åßíáé �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï2 �ïõG ìå �ï åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü âÜñïò. Ôï ðñüâëçìá�ïõ õðïëïãéóìïý åíüò �Ý�ïéïõ äÝí�ñïõ åßíáé ãíùó�ü óáí ðñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïýÄÝí�ñïõ êáé áðï�åëåß Ýíá �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò.Ôï ðñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ åöáñìüæå�áé ó�ï ó÷åäéáóìü äéê�ýùí ü�áíåðéäéþêïõìå íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï êüó�ïò óýíäåóçò êÜðïéùí óçìåßùí (ð.÷. ó÷åäéáóìüò çëå-ê�ñéêïý, åðéêïéíùíéáêïý, Þ ïäéêïý äéê�ýïõ). Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá ðåñéãñÜøïõìå äýï Üðëç-ó�ïõò áëãüñéèìïõò ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ (ÅÓÄ).5.4.1 ¢ðëçó�ïò Õðïëïãéóìüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ�éá íá åîçãÞóïõìå �çí âáóéêÞ éäÝá �ùí áëãïñßèìùí, ÷ñåéÜæå�áé íá åéóÜãïõìå �çí Ýííïéá �çò �ïìÞòåíüò ãñáöÞìá�ïò. Ìéá �ïìÞ (
ut) (S; V n S) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé ìéá äéáìÝñéóç �ùíêïñõöþí �ïõ óå äýï õðïóýíïëá S � V êáé V nS (âë. Ó÷Þìá 5.9). Ôï óýíïëï �ùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí�ï Ýíá Üêñï �ïõò ó�ï S êáé �ï Üëëï ó�ï V nS ïíïìÜæå�áé óýíïëï �ïìÞò (
ut set) êáé óõìâïëßæå�áé2Ï áíáãíþó�çò ðïõ äåí åßíáé åîïéêåéùìÝíïò ìå �çí Ýííïéá êáé �éò âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ùí óõíäå�éêþí äÝí�ñùí ìðïñåßíá âñåé ìéá óýí�ïìç åéóáãùãÞ ó�ï �áñÜñ�çìá, ÊåöÜëáéï B.



5.4. ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï 87
1

4

7

65

2 3

98

4 10

1 5

10 3

5 6

5 12

7

5

2 4

8 6

Ó÷Þìá 5.8: �áñÜäåéãìá ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ (ÅÓÄ). Ïé áêìÝò �ïõ äÝí�ñïõ óçìåéþ-íïí�áé ðá÷ý�åñåò êáé óõìðáãåßò.
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Ó÷Þìá 5.9: �áñÜäåéãìá �ïìÞò. Ôï óýíïëï S áðï�åëåß�áé áðü �éò ãêñßæåò êïñõöÝò, S =f1; 2; 3; 5; 6g, êáé �ï óýíïëï V n S áðü �éò ìáýñåò êïñõöÝò, V n S = f4; 7; 8; 9g. Ïé ðá÷ý�å-ñåò óõìðáãåßò áêìÝò áðï�åëïýí �á ÅÓÄ ãéá �á äýï åðáãüìåíá õðïãñáöÞìá�á. Ïé áêìÝò �ïõóõíüëïõ Æ(S; V n S), äçëáäÞ ïé áêìÝò ðïõ äéáó÷ßæïõí �çí �ïìÞ, óçìåéþíïí�áé äéáêåêïììÝíåò. ÇáêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ åßíáé ç f5; 8g ìå âÜñïò 4.ìå Æ(S; V nS). ÔõðéêÜ, ãéá êÜèå S � V , Æ(S; V nS) = f(u; v) 2 E : u 2 S êáé v 62 Sg. Ìéá áêìÞe äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V n S) áí Ý÷åé �ï Ýíá Üêñï �çò ó�ï S êáé �ï Üëëï ó�ï V n S (äçëáäÞ áíe 2 Æ(S; V nS)). ¸íá óýíïëï áêìþíE0 � E äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V nS) áí E0\Æ(S; V nS) 6= ;(äçë. õðÜñ÷åé áêìÞ ó�ï E0 ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ).Ôï óýíïëï �ùí áêìþí êÜèå óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ ðñÝðåé íá äéáó÷ßæåé üëåò �éò �ïìÝò �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò. Äéáöïñå�éêÜ, èá õðÞñ÷å Ýíá óýíïëï êïñõöþí ðïõ äåí óõíäÝå�áé ìå �éò õðüëïéðåò. ÌåâÜóç áõ�Þ �çí ðáñá�Þñçóç, �ï ÅÓÄ áí�éó�ïé÷åß ó�ï óýíïëï áêìþí åëÜ÷éó�ïõ óõíïëéêïý âÜñïõòðïõ äéáó÷ßæåé üëåò �éò �ïìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò.Èá äåßîïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ ÅÓÄ Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí êáé�çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò, êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ç ìÝèïäï �çò áðëçó�ßáò.¸ó�ù T (V;ET ) Ýíá ÅÓÄ ãéá �ï ãñÜöçìá G(V;E;w), êáé Ýó�ù e ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ ó�ïET . Ç áöáßñåóç �çò e áðü �ï T äçìéïõñãåß äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ¸ó�ù S êáé V n S �áóýíïëá êïñõöþí �ùí äýï óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí, êáé Ýó�ù TS êáé TS �á áí�ßó�ïé÷á õðïäÝí�ñá�ïõ T n e. Ôï TS åßíáé Ýíá ÅÓÄ �ïõ åðáãüìåíïõ õðïãñáöÞìá�ïò ìå óýíïëï êïñõöþí S, êáé �ïTS åßíáé Ýíá ÅÓÄ �ïõ åðáãüìåíïõ õðïãñáöÞìá�ïò ìå óýíïëï êïñõöþí S = V nS. Äéáöïñå�éêÜ,



88 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíèá ìðïñïýóáìå íá ìåéþóïõìå �ï âÜñïò �ïõ T ðáßñíïí�áò Ýíá åëáöñý�åñï óõíäå�éêü äÝí�ñï ãéáêÜðïéï áðü �á äýï åðáãüìåíá õðïãñáöÞìá�á. Áõ�ü áðïäåéêíýåé ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ ÅÓÄ Ý÷åé�çí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí.¼óïí áöïñÜ ó�çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò, ðáñá�çñïýìå ü�é ç áêìÞ e åßíáé ìéáåëáöñý�åñç áêìÞ ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V nS). Äéáöïñå�éêÜ, èá ìðïñïýóáìå íá ìåéþóïõìå�ï âÜñïò �ïõ T áí�éêáèéó�þí�áò �çí e ìå ìßá åëáöñý�åñç áêìÞ áðü �ï óýíïëï �ïìÞò Æ(S; V n S)(âë. åðßóçò ¢óêçóç B.2 êáé Èåþñçìá 5.2).Áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò åðé�ñÝðïõí �ïí õðïëïãéóìü åíüò ÅÓÄ áðü Üðëçó�ïõò áëãüñéèìïõò ðïõëåé�ïõñãïýí áõîç�éêÜ. Ó�ç ãåíéêÞ �ïõ ìïñöÞ, ï áëãüñéèìïò äéá�çñåß Ýíá äÜóïò � �ï ïðïßïáðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ3. Áñ÷éêÜ, �ï äÜóïò åßíáé êåíü. Óå êÜèå âÞìá ðñïó�ßèå�áé ó�ïäÜóïò� ìßá áêìÞ ìå �çí ðñïóèÞêç �çò ïðïßáò �ï � ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ. Êáëïýìåáõ�Ýò �éò áêìÝò åðáõîÜíïõóåò Þ áêìÝò åðáýîçóçò ãéá �ï �. Ï áëãüñéèìïò ïëïêëçñþíå�áé ü�áí�ï � áðïê�Þóåé n� 1 áêìÝò, ïðü�å áðï�åëåß Ýíá ÅÓÄ. Áêïëïõèåß ìéá äéá�ýðùóç �çò ðáñáðÜíùãåíéêÞò ó�ñá�çãéêÞò óå øåõäïêþäéêá.MST(G(V;E;w))� ;;while j�j < n� 1 doÕðïëüãéóå ìéá áêìÞ åðáýîçóçò e ãéá �ï �;� � [ feg;return(�);Ìéá áêìÞ e åßíáé åðáõîÜíïõóá ãéá �ï � ü�áí:1. Áí �ï � åßíáé äÜóïò, �ï � [ feg ðáñáìÝíåé äÜóïò (äçëáäÞ ðáñáìÝíåé áêõêëéêü), êáé2. Áí �ï � åßíáé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ, �ï � [ feg ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ.Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü �ùí áêìþí åðáýîçóçò �ïõ �, åßíáé öáíåñü ü�é ï ðáñáðÜíù ãåíéêüòáëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ �ïõ G. Áñ÷éêÜ �ï ãñÜöçìá ÷ùñßò áêìÝò áðï�åëåß õðïãñÜöçìáêÜèå ÅÓÄ �ïõG. Áí óå êÜðïéï âÞìá �ï� áðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ (åðáãùãéêÞ õðüèåóç),�ï � [ feg ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ ãéá�ß ç e åßíáé áêìÞ åðáýîçóçò �ïõ �. ¼�áí �ï� áðïê�Þóåé jV j � 1 áêìÝò, åßíáé ìåãéó�éêÜ áêõêëéêü (âë. Èåþñçìá 5.1) êáé äåí ìðïñåß íáåðáõîçèåß ðåñáé�Ýñù. ÅðïìÝíùò, �ï � �áõ�ßæå�áé ìå êÜðïéï ÅÓÄ �ïõ �.ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå ðùò õðïëïãßæïõìå áðïäï�éêÜ ìéá áêìÞ åðáýîçóçò �ïõ � óå êÜèåâÞìá �ïõ áëãüñéèìïõ. Ç éäÝá åßíáé íá âñßóêïõìå ìéá �ïìÞ �çí ïðïßá äåí äéáó÷ßæåé �ï � êáé íáóõìðëçñþíïõìå �ï � ìå ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ äéáó÷ßæåé áõ�Þ �çí �ïìÞ. Ïé éäéü�ç�åò�ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí êáé �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò ïäçãïýí ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é áõ�Þåßíáé üí�ùò ìéá áêìÞ åðáýîçóçò �ïõ �.Èåþñçìá 5.2. ¸ó�ùG(V;E;w) óõíåê�éêü ãñÜöçìá ìå âÜñç ó�éò áêìÝò, Ýó�ù (S; V nS) ìéá �ïìÞ�ïõ G, êáé Ýó�ù � Ýíá õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ ðïõ äåí äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V n S). ÊÜèå áêìÞåëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò Æ(S; V n S) áðï�åëåß áêìÞ åðáýîçóçò �ïõ �.3Õðåíèõìßæïõìå ü�é üëá �á óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò ãñáöÞìá�ïò n êïñõöÝò Ý÷ïõí n� 1 áêìÝò. ÊÜèå õðïãñÜöçìáåíüò óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ åßíáé ìç-óõíåê�éêü (Üñá äÜóïò) åíüóù Ý÷åé ëéãü�åñåò áðü n�1 áêìÝò êáé ãßíå�áé óõíåê�éêü(Üñá äÝí�ñï) ü�áí áðïê�Þóåé n� 1 áêìÝò.
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Ó÷Þìá 5.10: �éá êÜèå �ïìÞ (S; V nS) êáé êÜèå áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò e = fu; vg �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõóõíüëïõ �ïìÞò Æ(S; V n S), õðÜñ÷åé Ýíá ÅÓÄ ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí e.Áðüäåéîç. ¸ó�ù T Ýíá ÅÓÄ �ïõ G �ïõ ïðïßï �ï � åßíáé õðïãñÜöçìá, êáé Ýó�ù e = fu; vg ìéááêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò Æ(S; V nS). Áí �ï�[feg ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá �ïõT , ç áêìÞ e åßíáé üí�ùò ìéá áêìÞ åðáýîçóçò �ïõ�. Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí ü�é ç e äåí áíÞêåé ó�ïT êáé �ï �[ feg äåí áðï�åëåß õðïãñÜöçìá �ïõ T . Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, èá êá�áóêåõÜóïõìåÝíá Üëëï ÅÓÄ T 0 �ïõ ïðïßïõ �ï � [ feg áðï�åëåß õðïãñÜöçìá.¸ó�ù p �ï ìïíïðÜ�é óýíäåóçò ó�ï T �ùí Üêñùí �çò áêìÞò e, äçëáäÞ �ùí êïñõöþí u êáé v.To p+ e áðï�åëåß êýêëï ãéá�ß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é ç e äåí áíÞêåé ó�ï T . Áöïý �ï Ýíá Üêñï �çòe áíÞêåé ó�ï S êáé �ï Üëëï áíÞêåé ó�ï V nS, �ï p ðñÝðåé íá ``äéáó÷ßæåé'' �çí �ïìÞ (S; V n S) (âë.åðßóçò Èåþñçìá B.2). Èá ðñÝðåé ëïéðüí íá õðÜñ÷åé ìéá áêìÞ �ïõ p ðïõ áíÞêåé ó�ï Æ(S; V n S).¸ó�ù e0 = fx; yg 2 Æ(S; V n S) áõ�Þ ç áêìÞ (âë. Ó÷Þìá 5.10).Ôï T 0 = (T + e) n e0 áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G åðåéäÞ ç áöáßñåóç �çò e0 áðü �ïT + e áöáéñåß �ïí êýêëï p + e ÷ùñßò íá åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Ôï � åßíáé õðïãñÜöçìá�ïõ T n e0 ãéá�ß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é �ï � åßíáé õðïãñÜöçìá �ïõ T êáé äåí äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ(S; V n S). ÅðïìÝíùò, �ï � [ feg áðï�åëåß õðïãñÜöçìá �ïõ T 0.Áöïý õðïèÝóáìå ü�é ç e åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò Æ(S; V n S)êáé ü�é e0 2 Æ(S; V n S), �ï âÜñïò �çò e åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ âÜñïõò �çò e0. Óõíåðþò, �ïóõíïëéêü âÜñïò �ïõ T 0 äåí îåðåñíÜ �ï óõíïëéêü âÜñïò �ïõ T :w(T 0) = w(T ) + w(e) � w(e0) � w(T )üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï ãåãïíüò ü�é w(e) � w(e0). ÅðïìÝíùò, �ï T 0 áðï�åëåß Ýíá ÅÓÄ �ïõ G.Äåßîáìå ëïéðüí ü�é �ï �[feg áðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ �ïõ G. ÅðïìÝíùò, êÜèå áêìÞåëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò Æ(S; V n S) áðï�åëåß ìéá áêìÞ åðáýîçóçò �ïõ �. ut¢óêçóç 5.17. Íá ó÷ïëéÜóå�å �çí ïñèü�ç�á �çò áêüëïõèçò ðñü�áóçò: Ôï ÅÓÄ åíüò ãñáöÞìá�ïòG(V;E;w) äåí ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé �çí áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò �ïõ G.Ëýóç. Ç ðñü�áóç äåí åßíáé áëçèÞò. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï ÅÓÄ åíüò äÝí�ñïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò�éò áêìÝò �ïõ. ut



90 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùí¢óêçóç 5.18. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E;w), êáé Ýó�ù e ìßá áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò ðïõ áíÞêåé óåêýêëï. Íá áðïäåßîå�å ü�é õðÜñ÷åé Ýíá ÅÓÄ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G �ï ïðïßï åßíáé ÅÓÄ êáé ãéá �ïõðïãñÜöçìá ãñÜöçìá G0(V;E n feg; w) ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áöáßñåóç �çò e.Ëýóç. �áñá�çñïýìå ü�é êÜèå ÅÓÄ �ïõ G ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �çí e åßíáé Ýíá ÅÓÄ êáé ãéá �ïãñÜöçìáG(V;E ne). ÅðïìÝíùò, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíá ÅÓÄ �ïõ G ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé�çí e.̧ ó�ù T Ýíá ÅÓÄ �ïõ G �ï ïðïßï ðåñéëáìâÜíåé �çí áêìÞ e. Ôï T n e ïñßæåé ìßá �ïìÞ. ¸ó�ù(S; V n S) �á áí�ßó�ïé÷á óýíïëá êïñõöþí. ÅðåéäÞ ç e áíÞêåé óå êýêëï, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìéááêüìç áêìÞ e0 ðïõ äéáó÷ßæåé �çí ßäéá �ïìÞ. Áöïý ç e åßíáé áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò, w(e0) � w(e).ÅðïìÝíùò, �ï T 0 = (T n e) + e0 åßíáé åðßóçò Ýíá ÅÓÄ �ïõ G êáé äåí ðåñéÝ÷åé �çí e. ut¢óêçóç 5.19. Íá ó÷ïëéÜóå�å �çí ïñèü�ç�á �çò áêüëïõèçò ðñü�áóçò: ¸ó�ù äéóõíåê�éêü ãñÜ-öçìá G(V;E), êáé Ýó�ù T (V;ET ) Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. Ôï õðïãñÜöçìá G0(V;E n ET )ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áöáßñåóç �ùí áêìþí �ïõ ET åßíáé óõíåê�éêü.Ëýóç. Ç ðñü�áóç äåí åßíáé áëçèÞò. �éá ðáñÜäåéãìá, Ýíá áðëüò êýêëïò åßíáé äéóõíåê�éêüãñÜöçìá, áëëÜ áí áöáéñÝóïõìå �éò áêìÝò åíüò óõíäå�éêü äÝí�ñïõ, �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åéäåí åßíáé óõíåê�éêü. ut¢óêçóç 5.20. �éá êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï T (V;ET ) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w) ìå âÜñç ó�éòáêìÝò, óõìâïëßæïõìå ìå Wmax(T ) �ï âÜñïò �çò âáñý�åñçò áêìÞò �ïõ T , äçë. Wmax(T ) =maxfw(e) : e 2 ET g. Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå ÅÓÄ T êáé êÜèå Üëëï óõíäå�éêü äÝí�ñïT 0 �ïõ G, éó÷ýåé ü�é Wmax(T ) � Wmax(T 0). Ìå Üëëá ëüãéá, �ï ÅÓÄ áðï�åëåß �ç âÝë�éó�ç ëýóçêáé ó�ï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý åíüò óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ �ïõG ìå �çí åëáöñý�åñç áêìÞ ìÝãéó�ïõâÜñïõò (bottlene
k Þ minimax ðñüâëçìá).Ëýóç. ¸ó�ù T Ýíá ÅÓÄ, êáé Ýó�ù e� = fu; vg ç âáñý�åñç áêìÞ �ïõ T . Éó÷ýåé ü�é w(e�) =Wmax(T ). Èåùñïýìå �çí �ïìÞ (S; V nS) ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áöáßñåóç �çò e� áðü �ï T . ÅðåéäÞ�ï T åßíáé Ýíá ÅÓÄ, ç e� åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V n S).Áöïý êÜèå Üëëï óõíäå�éêü äÝí�ñï T 0 åðßóçò äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V n S), ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åéáêìÞ ìå âÜñïò ìåãáëý�åñï Þ ßóï áðü w(e�) =Wmax(T ). ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñïT 0 �ïõ G, éó÷ýåé ü�é Wmax(T 0) �Wmax(T ). ut5.4.2 Ï Áëãüñéèìïò �ïõ KruskalÏ áëãüñéèìïò �ïõ Kruskal õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ áêïëïõèþí�áò �çí Üðëçó�ç ó�ñá�çãéêÞ ðïõ ðåñé-ãñÜöçêå ó�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á. Ï áëãüñéèìïò åîå�Üæåé �éò áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõòêáé ðñïóèÝ�åé ó�ï� êÜèå áêìÞ ðïõ äåí ó÷çìá�ßæåé êýêëï ìå �éò Þäç õðáñ÷ïõóåò (âë. Ó÷Þìá 5.12).�éá �çí õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal (âë. Ó÷Þìá 5.11) ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíáí áëãü-ñéèìï �áîéíüìçóçò �ùí áêìþí óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò êáé ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ãéá äéá÷åßñéóçîÝíùí óõíüëùí (ðñüâëçìá Ýíùóçò-åýñåóçò, union-find). Ïé âáóéêÝò ëåé�ïõñãßåò ìéáò äïìÞò ãéá�ï ðñüâëçìá Ýíùóçò-åýñåóçò åßíáé ç makeSet(v), ç ïðïßá äçìéïõñãåß Ýíá óýíïëï ìå ìïíáäéêüó�ïé÷åßï �çí êïñõöÞ v, ç findSet(v), ç ïðïßá åðéó�ñÝöåé �ï óýíïëï ó�ï ïðïßï áíÞêåé ç v, êáé ç



5.4. ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï 91MST-Kruskal(G(V;E;w))Ôáîéíüìçóå �éò áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò, w(e1) � � � � � w(em).for all v 2 V do makeSet(v);� ;; i 1;while j�j < n� 1 and i � m do¸ó�ù ei = fu; vg.if findSet(u) 6= findSet(v) then� � [ feig; union(u; v);i i+ 1;return(�);Ó÷Þìá 5.11: Ìéá õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal óå øåõäïêþäéêá. Ç õëïðïßçóç âáóßæå-�áé óå ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ãéá �ç äéá÷åßñéóç îÝíùí óõíüëùí. Ç åðüìåíç áêìÞ ðñïó�ßèå�áé ó�ïäÝí�ñï áí �á Üêñá �çò áíÞêïõí óå äéáöïñå�éêÜ óýíïëá / óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Ç ðñïóèÞêç �çòåðéöÝñåé �ç óõíÝíùóç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí óå ìßá. Ìå�Ü áðü �çí ðñïóèÞêçn� 1 áêìþí, õðÜñ÷åé ìüíï ìßá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá êáé ï áëãüñéèìïò ïëïêëçñþíå�áé.union(u; v), ç ïðïßá áí�éêáèéó�Ü �á óýíïëá ó�á ïðïßá áíÞêïõí ïé u êáé v ìå �çí ÝíùóÞ �ïõò.Ôá óýíïëá êïñõöþí áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áé áðü �éò áêìÝò�ïõ �. Áñ÷éêÜ �ï � åßíáé êåíü êáé êÜèå êïñõöÞ âñßóêå�áé áðïìïíùìÝíç óå ìéá äéáöïñå�éêÞóõíåê�éêÞ óõíéó�þóá / óýíïëï. Ìéá áêìÞ äåí äçìéïõñãåß êýêëï (Üñá ðñïó�ßèå�áé ó�ï �) ìüíïáí �á Üêñá �çò âñßóêïí�áé óå äéáöïñå�éêÝò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Ç ðñïóèÞêç ìéáò áêìÞòðñïêáëåß �çí Ýíùóç äýï óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí óå ìßá.Ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß þó�å íá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò�(m logm). Ç �áîéíüìçóç �ùí áêìþí óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï�(m logm). Ç áñ÷éêïðïßçóç �ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï �(n) ãéá �éò êëÞ-óåéò makeSet. Ó�ç öÜóç �çò äçìéïõñãßáò �ïõ äÝí�ñïõ, áðáé�ïýí�áé O(m) ëåé�ïõñãßåò åýñåóçò(êëÞóåéò findSet) êáé �(n) ëåé�ïõñãßåò Ýíùóçò (êëÞóåéò union). Áõ�Ýò ïé ëåé�ïõñãßåò ìðïñïýííá åê�åëåóèïýí óå óõíïëéêü ÷ñüíï �(m logm).¼óïí áöïñÜ ó�çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ, ðáñá�çñïýìå ü�é �ï � [ feig äåí Ý÷åé êýêëïáí êáé ìüíï áí ç áêìÞ ei äéáó÷ßæåé ìéá �ïìÞ �çí ïðïßá äåí äéáó÷ßæåé �ï �. Áöïý åîå�Üæïõìå�éò áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò, ç áêìÞ ei Ý÷åé �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò áðü üëåò �éò áêìÝò ðïõäéáó÷ßæïõí �ç óõãêåêñéìÝíç �ïìÞ. Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 5.2, êÜèå áêìÞ ðïõ ðñïó�ßèå�áé åßíáéáêìÞ åðáýîçóçò ãéá �ï � êáé ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ.¢óêçóç 5.21. Äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìáG(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò êáé Ýíá ÅÓÄ T �ïõG. Íá äéá-�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò ÅÓÄ ãéá �ï ãñÜöçìáG(V;E;w=2)ðïõ ðñïêýð�åé õðïäéðëáóéÜæïí�áò �á âÜñç �ùí áêìþí.Ëýóç. Ôï T áðï�åëåß Ýíá ÅÓÄ ãéá �ï ãñÜöçìá G0 ãéá�ß �ï ÅÓÄ �ïõ G0 Ý÷åé âÜñïò w(T )=2. �éáíá áðïäåßîïõìå �ïí éó÷õñéóìü ìáò, èåùñïýìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Kruskal ìå ìéá óõãêåêñéìÝíç�áîéíüìçóç �ùí áêìþí �ïõ G óå áýîïõóá óåéñÜ âáñþí. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé Ýíá ÅÓÄ ìåóõíïëéêü âÜñïò w(T ). Ï õðïäéðëáóéáóìüò �ùí âáñþí �ùí áêìþí äåí åðçñåÜæåé �ç óåéñÜ �ïõò
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Ó÷Þìá 5.12: �áñÜäåéãìá åöáñìïãÞò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal. Ïé áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí óõ-ìðåñéëçöèåß ó�ï äÝí�ñï óçìåéþíïí�áé ðá÷ý�åñåò êáé ïé áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí åîå�áó�åß ÷ùñßò íáóõìðåñéëçöèïýí ó�ï äÝí�ñï óçìåéþíïí�áé äéáêåêïììÝíåò. Ïé êïñõöÝò ðïõ åöÜð�ïí�áé ìå áêìÞ�ïõ äÝí�ñïõ åßíáé ìáýñåò, åíþ ïé õðüëïéðåò åßíáé ãêñßæåò.ó�çí �áîéíüìçóç óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò. Ï áëãüñéèìïò �ïõ Kruskal ìå �çí ßäéá �áîéíüìçóçèá äéáëÝîåé �éò ßäéåò áêìÝò ðïõ �þñá èá Ý÷ïõí �ï ìéóü óõíïëéêü âÜñïò. Ï áëãüñéèìïò áðëÜåðéó�ñÝöåé �ï T . ut5.4.3 Ï Áëãüñéèìïò �ïõ PrimÏ áëãüñéèìïò �ïõ Prim äéá�çñåß Ýíá äÝí�ñï ðïõ êáëýð�åé Ýíá õðïóýíïëï �ùí êïñõöþí. Ïáëãüñéèìïò îåêéíÜåé ìå ìéá ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ êáé êåíü óýíïëï áêìþí. Óå êÜèå åðáíÜëçøç, ïáëãüñéèìïò ðñïóèÝ�åé ó�ï äÝí�ñï �çí åëáöñý�åñç áêìÞ ðïõ óõíäÝåé ìéá êïñõöÞ ðïõ êáëýð�å�áéìå ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí êáëýð�å�áé áðü �ï äÝí�ñï. Ï áëãüñéèìïò �åñìá�ßæåé Ýðåé�á áðü n � 1åðáíáëÞøåéò (âë. Ó÷Þìá 5.14).Ç õëïðïßçóç �ïõ áëãïñßèìïõ (âë. Ó÷Þìá 5.13) äéá�çñåß �ï óýíïëï S ìå �éò êïñõöÝò �ïõäÝí�ñïõ êáé �ï êüó�ïò Ýí�áîçò 
[v℄ ãéá êÜèå êïñõöÞ v 62 S. Ç õëïðïßçóç äéá�çñåß åðßóçò �çíêïñõöÞ p[v℄ ç ïðïßá Ý÷åé åí�á÷èåß ó�ï äÝí�ñï êáé óõíäÝå�áé ìå �ç v ìå áêìÞ âÜñïõò 
[v℄ (äçë.éó÷ýåé ü�é fp[v℄; vg 2 E êáé w(p[v℄; v) = 
[v℄). Óå êÜèå åðáíÜëçøç, ç êïñõöÞ v 62 S ìå �ï



5.4. ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï 93MST-Prim(G(V;E;w))for all v 2 V do
[v℄ 1; p[v℄ NIL;¸ó�ù r ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ �ïõ V .
[r℄ 0; S  ;; � ;;while jSj < n do¸ó�ù v êïñõöÞ ìå 
[v℄ = minu62Sf
[u℄g;if p[v℄ 6= NIL then� � [ fv; p[v℄g;S  S [ fvg;for all u 2 L[v℄ doif u 62 S and w(v; u) < 
[u℄ then
[u℄ w(v; u); p[u℄ v;return(�);Ó÷Þìá 5.13: Ìéá õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Prim óå øåõäïêþäéêá. Ïé êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõíåí�á÷èåß ó�ï äÝí�ñï áðï�åëïýí �ï óýíïëï S. Óå êÜèå åðáíÜëçøç ç êïñõöÞ v 62 S ìå �ï ìéêñü�åñï
[v℄ åí�Üóóå�áé ó�ï äÝí�ñï. Óáí áðï�Ýëåóìá, �ï êüó�ïò Ýí�áîçò �ùí åê�üò äÝí�ñïõ ãåé�üíùí �çòv áíáðñïóáñìüæå�áé.åëÜ÷éó�ï êüó�ïò Ýí�áîçò 
[v℄ êáé ç áêìÞ fp[v℄; vg ðñïó�ßèåí�áé ó�ï äÝí�ñï,.�éá �çí áðïäï�éêü�åñç õëïðïßçóç, ïé êïñõöÝò ìðïñïýí íá ïñãáíùèïýí óå óå ìéá ïõñÜ ðñï-�åñáéü�ç�áò ìå âÜóç �ï êüó�ïò Ýí�áîçò �ïõò ó�ï äÝí�ñï. Áí ç ïõñÜ ðñï�åñáéü�ç�áò õëïðïéçèåßìå äõáäéêü óùñü (binary heap), ï áëãüñéèìïò �ïõ Prim Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(m logn), äçë.áóõìð�ù�éêÜ ßäéï ìå �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áñ÷éêï-ðïßçóç �ùí ðéíÜêùí 
 êáé p êáé ç áñ÷éêïðïßçóç �çò ïõñÜò ÷ñåéÜæïí�áé ÷ñüíï �(n). Åê�åëïýí�áén� 1 åîáãùãÝò åëÜ÷éó�ïõ ó�ïé÷åßïõ, ìéá ãéá êÜèå êïñõöÞ åê�üò �çò áñ÷éêÞò, óå óõíïëéêü ÷ñüíïO(n logn). Ìå�Ü �çí Ýí�áîç ìéáò íÝáò êïñõöÞò ó�ï äÝí�ñï, ãßíå�áé åíçìÝñùóç �ïõ êüó�ïõòÝí�áîçò �ùí ãåé�ïíéêþí �çò êïñõöþí ìå óõíáêüëïõèç áíáäéïñãÜíùóç �çò ïõñÜò ðñï�åñáéü�ç�áò.¸÷ïõìå �ï ðïëý ìßá åíçìÝñùóç êáé áíáäéïñãÜíùóç �çò ïõñÜò ãéá êÜèå áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò.ÅðïìÝíùò ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åßíáé O(m logn). Ìéá ðéï áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ�ïõ Prim ÷ñçóéìïðïéåß óùñü Fibona

i ãéá �çí ïõñÜ ðñï�åñáéü�ç�áò êáé Ý÷åé ÷ñüíï åê�ÝëåóçòO(m + n log n). Áõ�üò ï ÷ñüíïò åßíáé áóõìð�ù�éêÜ ìéêñü�åñïò áðü �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �ïõáëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal ãéá ðõêíÜ ãñáöÞìá�á.�éá �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Prim, ðáñá�çñïýìå ü�é ç áêìÞ ðïõ ðñïó�ßèå�áé óåêÜèå åðáíÜëçøç åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V n S), äçëáäÞ�çí �ïìÞ ðïõ äçìéïõñãåß�áé áðü �éò êïñõöÝò åí�üò êáé åê�üò äÝí�ñïõ. Áöïý �ï � äåí äéáó÷ßæåéáõ�Þ �çí �ïìÞ, ç áêìÞ ðïõ ðñïó�ßèå�áé åßíáé áêìÞ åðáýîçóçò ãéá �ï � (âë. Èåþñçìá 5.2) êáé ïáëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ.¢óêçóç 5.22. ¸ó�ù G(V;E;w) Ýíá áðëü ãñÜöçìá ìå äéáöïñå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò, êáé Ýó�ùe� ç (ìïíáäéêÞ) áêìÞ ìå �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò (áöïý üëá �á âÜñç åßíáé äéáöïñå�éêÜ, éó÷ýåé ü�é8e 2 E n fe�g; w(e�) < w(e). Íá áðïäåßîå�å ü�é êÜèå ÅÓÄ �ïõ G ðåñéÝ÷åé �çí e�. Ôé éó÷ýåé
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Ó÷Þìá 5.14: �áñÜäåéãìá åöáñìïãÞò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Prim ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ �çí 1. Óå êÜèåâÞìá, ïé êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí åí�á÷èåß ó�ï äÝí�ñï åßíáé ìáýñåò êáé ïé êïñõöÝò ðïõ äåí Ý÷ïõí ïõíåí�á÷èåß ó�ï äÝí�ñï ãêñßæåò. Ïé äéáêåêïììÝíåò áêìÝò äéáó÷ßæïõí �çí �ïìÞ ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðü�éò êïñõöÝò åí�üò êáé åê�üò äÝí�ñïõ. Ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé �çí åëáöñý�åñç äéáêåêïììÝíç áêìÞêáé �çí ðñïóèÝ�åé ó�ï äÝí�ñï ìÜæß ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç êïñõöÞ åê�üò äÝí�ñïõ. Ïé áêìÝò ðïõ Ý÷ïõíóõìðåñéëçöèåß ó�ï äÝí�ñï óçìåéþíïí�áé ðá÷ý�åñåò.ãéá �ç äåý�åñç åëáöñý�åñç êáé �çí �ñß�ç åëáöñý�åñç áêìÞ; Ìðïñåß�å íá êá�áëÞîå�å óå Ýíáãåíéêü�åñï óõìðÝñáóìá;Ëýóç. Ç áðüäåéîç åßíáé ìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï. ¸ó�ù T Ýíá ÅÓÄ �ïõ G ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �çí e�.Ç ðñïóèÞêç �çò e� ó�ï T äçìéïõñãåß áêñéâþò Ýíá êýêëï. ¸ó�ù e ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ áõ�ïý�ïõ êýêëïõ. Ç áöáßñåóÞ �çò ``óðÜåé'' �ïí êýêëï äåí åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Óõíåðþò, �ï(T + e�)� e áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. ¼ìùò åßíáé w(e) > w(e�), åðåéäÞ ç e� åßíáéç ìïíáäéêÞ áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò, êáé �ï (T + e�) � e Ý÷åé ìéêñü�åñï óõíïëéêü âÜñïò áðü �ïT . Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�ï ãåãïíüò ü�é �ï T åßíáé Ýíá ÅÓÄ.ÅðåéäÞ ç ðñïóèÞêç ìéáò áêìÞò óå Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï åíüò áðëïý ãñáöÞìá�ïò äçìéïõñãåßêýêëï ìÞêïõò �ïõëÜ÷éó�ïí 3, ìå �ï ßäéï åðé÷åßñçìá áðïäåéêíýïõìå ü�é êáé ç äåý�åñç åëáöñý�åñçáêìÞ áíÞêåé óå êÜèå ÅÓÄ �ïõ G. Ç �ñß�ç åëáöñý�åñç áêìÞ äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé óå êáíÝíáÅÓÄ �ïõ G áí ó÷çìá�ßæåé êýêëï ìÞêïõò 3 ìå �çí åëáöñý�åñç áêìÞ êáé �ç äåý�åñç åëáöñý�åñç



5.5. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá 95áêìÞ (ð.÷. èåùñïýìå Ýíá �ñßãùíï ìå âÜñç áêìþí 1, 2, êáé 3).�åíéêü�åñá, áí �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ êýêëïõ ó�ï ãñÜöçìáG åßíáé g, �ü�å áðïäåéêíýå�áéü�é ïé g�1 åëáöñý�åñåò áêìÝò óõìðåñéëáìâÜíïí�áé óå êÜèå ÅÓÄ �ïõG. ¸íáò �ñüðïò áðüäåéîçòåßíáé áõ�üò ðïõ åöáñìüóáìå ãéá �çí åëáöñý�åñç áêìÞ e�. ¸íáò åíáëëáê�éêüò �ñüðïò áðüäåéîçòåßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ãåãïíüò ü�é �ï ÅÓÄ åíüò ãñáöÞìá�ïò ìå äéáöïñå�éêÜ âÜñç ó�éòáêìÝò åßíáé ìïíáäéêü (âë. ¢óêçóç 5.23). Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñá�çñïýìå ü�é ï áëãüñéèìïò �ïõKruskal èá åðéëÝîåé üëåò �éò g � 1 åëáöñý�åñåò áêìÝò áöïý äåí ó÷çìá�ßæïõí êýêëï. ut¢óêçóç 5.23. ¸ó�ù G(V;E;w) Ýíá áðëü ãñÜöçìá ìå äéáöïñå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò. Íá áðï-äåßîå�å ü�é �ï ÅÓÄ �ïõ G åßíáé ìïíáäéêü (äçë. áí T Ýíá ÅÓÄ, ãéá êÜèå Üëëï óõíäå�éêü äÝí�ñïT 0, åßíáé w(T 0) > w(T )).Ëýóç. ¸ó�ù ü�é õðÞñ÷áí äýï ÅÓÄ T êáé T 0 ãéá �ï ãñÜöçìá G. �ñïöáíþò, áõ�Ü èá åß÷áí �ïßäéï âÜñïò w(T ) = w(T 0). Áöïý �ï T êáé �ï T 0 åßíáé äéáöïñå�éêÜ, õðÜñ÷åé áêìÞ e0 2 T 0 n T .¸ó�ù (S; V n S) ç �ïìÞ ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áöáßñåóç �çò e0 áðü �ï T 0. Áöïý ç e0 62 T ,õðÜñ÷åé ìéá äéáöïñå�éêÜ áêìÞ e 2 T ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ (S; V nS). Áöïý üëá �á âÜñç åßíáéäéáöïñå�éêÜ, Ýó�ù ü�é w(e) < w(e0) (áí w(e) > w(e0) áðëþò áëëÜæïõìå �éò ïíïìáóßåò). Ôü�å,�ï ãñÜöçìá (T 0 n e0) + e åßíáé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G ìå óõíïëéêü âÜñïò ìéêñü�åñï áðü �ïw(T 0). Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�çí õðüèåóç ü�é �ï T 0 åßíáé Ýíá ÅÓÄ. ut¢óêçóç 5.24. Äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò êáé Ýíá ÅÓÄ T �ïõ G. ¸ó�ùG0 �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï G ìå �çí ðñïóèÞêç ìéáò íÝáò áêìÞò e0 ìå âÜñïò w(e0).Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n) ðïõ õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ ãéá �ï G0(äåäïìÝíïõ �ïõ T ).Ëýóç. Ï áëãüñéèìïò åéóÜãåé �ç íÝá áêìÞ ó�ï T . Áõ�ü äçìéïõñãåß Ýíá êýêëï C ãéá�ß ç e0 äåíáíÞêåé ó�ï áñ÷éêü ãñÜöçìá êáé Üñá äåí áíÞêåé ó�ï T . Ï áëãüñéèìïò åîå�Üæåé üëåò �éò áêìÝò�ïõ C êáé áöáéñåß �ç âáñý�åñç. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé Ýíá ÅÓÄ ãéá �ï G0 êáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçòåßíáé O(n), áöïý n åßíáé �ï ìåãáëý�åñï ìÞêïò ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ï êýêëïò. ut5.5 Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éáÓ�ï ðñüâëçìá �ïõ õðïëïãéóìïý �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí, èåùñïýìå Ýíá êá�åõèõíüìåíïãñÜöçìá G(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò. Ôï âÜñïò êÜèå áêìÞò äßíå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóçw : E 7! IR êáé ìðïñåß íá åßíáé áñíç�éêü Þ ìçäåíéêü. ÁíÜëïãá ìå �çí óõãêåêñéìÝíç åöáñìïãÞ,�á âÜñç �ùí áêìþí ìðïñåß íá áí�éðñïóùðåýïõí áðüó�áóç, êáèõó�Ýñçóç, êüó�ïò, êëð. Ó�ï åîÞò,èá èåùñïýìå ü�é ç ðïóü�ç�á w(e) áí�éðñïóùðåýåé �ï ìÞêïò �çò áêìÞò e 2 E êáé ü�é �ï óõíïëéêüìÞêïò åíüò óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý áí�éðñïóùðåýåé �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí Üêñùí �ïõ.Óå Ýíá ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå âÜñç / ìÞêç ó�éò áêìÝò, �ï ìÞêïò ìéáò (ðåðåñáóìÝíçò) äéá-äñïìÞò p = (v0; v1; : : : ; vk) åßíáé ßóï ìå �ï Üèñïéóìá �ùí ìçêþí �ùí áêìþí ðïõ ðåñéëáìâÜíïí�áéó�ç äéáäñïìÞ. ÔõðéêÜ, w(p) = Pki=1w(vi�1; vi). Ç áðüó�áóç d(u; v) �çò êïñõöÞò v áðü �çíêïñõöÞ u åßíáé �ï ìÞêïò �çò óõí�ïìü�åñçò äéáäñïìÞò áðü �ç u ó�ç v. Èåùñïýìå ü�é ç áðüó�áóç



96 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíd(u; v) = 1 áí ç êïñõöÞ v äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �ç u. ¸íá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é(shortest path) áðü �ç u ó�ç v åßíáé Ýíá ìïíïðÜ�é ìå ìÞêïò ßóï ìå �çí áðüó�áóç d(u; v).ÕðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíç óõí�ïìü�åñç äéáäñïìÞ4 ìå�áîý äýï êïñõöþí áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åéìïíïðÜ�é ìå�áîý �ïõò ðïõ Ý÷åé �ï ßäéï (åëÜ÷éó�ï) ìÞêïò (âë. åðßóçò ¢óêçóç 5.2). Áõ�üò åßíáé ïëüãïò ðïõ áíáöåñüìáó�å ðÜí�á óå óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá êáé åîáéñå�éêÜ óðÜíéá óå óõí�ïìü-�åñåò äéáäñïìÝò. ×Üñéí óõí�ïìßáò, ìåñéêÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí üñï s� t ìïíïðÜ�é ãéá íááíáöåñèïýìå óå Ýíá ìïíïðÜ�é áðü ìéá êïñõöÞ s óå ìéá êïñõöÞ t.Ó�ï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí (Shortest Paths Problem - SPP), äßíå�áé ÝíáãñÜöçìá G(V;E;w) ìå ìÞêç ó�éò áêìÝò êáé æç�ïýí�áé �á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá ìå�áîý êÜ-ðïéùí êïñõöþí. Óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò, �ï æç�ïýìåíï åßíáé ï õðïëïãéóìüò �ùí áí�ßó�ïé÷ùíáðïó�Üóåùí êáé ü÷é �á ßäéá �á ìïíïðÜ�éá. ÁíÜëïãá ìå �éò êïñõöÝò ãéá �éò ïðïßåò ðñÝðåé íáõðïëïãßóïõìå �á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá, ïñßæïõìå äéáöïñå�éêÝò ðáñáëëáãÝò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Ôï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí Ý÷åé ðïëëÝò êáé óçìáí�éêÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò.Ó�ç âáóéêÞ ðáñáëëáãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, äßíïí�áé Ýíá ãñÜöçìá G(V;E;w), ìéá áñ÷éêÞ êï-ñõöÞ s 2 V , êáé ìéá �åëéêÞ êïñõöÞ t 2 V , êáé æç�åß�áé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �çí s ó�çít. Áõ�Þ ç ðáñáëëáãÞ åßíáé ãíùó�Þ óáí �ñüâëçìá Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý Æåýãïõò Êïñõöþí(Single-Pair Shortest Path Problem).Ó�çí ðéï ãíùó�Þ ðáñáëëáãÞ, äßíïí�áé Ýíá ãñÜöçìáG(V;E;w) êáé ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ s 2 V ,êáé æç�ïýí�áé �á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá áðü �çí s ðñïò üëåò �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá-�ïò. Áõ�Þ ç ðáñáëëáãÞ åßíáé ãíùó�Þ óáí �ñüâëçìá Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí áðü ìßá Áñ÷éêÞÊïñõöÞ (Single-Sour
e Shortest Paths Problem). Èá ðáñïõóéÜóïõìå äýï äéáöïñå�éêïýò áëãü-ñéèìïõò ãéá áõ�Þ �çí ðáñáëëáãÞ: �ïí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý �ùí Bellman-Fordêáé �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ïé áëãüñéèìïé ðïõ õðïëïãßæïõí�á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá áðü ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êáé ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý Æåýãïõò Êïñõöþí. Áí êáé ç ðáñáëëáãÞ ìå Ýíá æåýãïò êïñõ-öþí áðï�åëåß åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò ðáñáëëáãÞò ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ, äåí åßíáé ãíùó�üò êáíÝíáòãñçãïñü�åñïò áëãüñéèìïò ãéá �çí ðñþ�ç.Óå ìéá ðéï ãåíéêÞ ðáñáëëáãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìáG(V;E;w) êáé æç�ïýí�áé�á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá ìå�áîý üëùí �ùí æåõãáñéþí êïñõöþí. Áõ�Þ ç ðáñáëëáãÞ åßíáé ãíùó�Þóáí �ñüâëçìá Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ãéá üëá �á Æåýãç Êïñõöþí (All-Pairs Shortest PathsProblem) êáé ìðïñåß íá ëõèåß åöáñìüæïí�áò �ïõò ðñïçãïýìåíïõò áëãüñéèìïõò jV j öïñÝò, ìéáãéá êÜèå äéáöïñå�éêÞ áñ÷éêÞ êïñõöÞ. ¼ìùò õðÜñ÷ïõí êáé ãñçãïñü�åñïé áëãüñéèìïé ãéá áõ�Þ�çí ðáñáëëáãÞ. Áðü áõ�ïýò, èá ðáñïõóéÜóïõìå �ïí áëãüñéèìï �ùí Floyd-Warshall ðïõ âáóßæå�áéó�ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.4Óå ìéá äéáäñïìÞ ðïõ äåí åßíáé ìïíïðÜ�é, �ï �ìÞìá ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí åðáíáëÞøåùí ìéáò êïñõöÞò áðï�åëåßÝíá êýêëùìá. Áí �ï óõíïëéêü ìÞêïò �ïõ êõêëþìá�ïò åßíáé ìç-áñíç�éêü, ç áöáßñåóÞ �ïõ äåí áõîÜíåé �ï ìÞêïò�çò äéáäñïìÞò. Áðü �çí áöáßñåóç üëùí �ùí äéáäï÷éêþí åðáíáëÞøåùí êÜèå êïñõöÞò ðñïêýð�åé Ýíá ìïíïðÜ�é ìåìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï áðü �ï ìÞêïò �çò áñ÷éêÞò äéáäñïìÞò. Áí �ï óõíïëéêü ìÞêïò �ïõ êõêëþìá�ïò åßíáé áñíç�éêü,êÜèå åðáíÜëçøÞ �ïõ ìåéþíåé áêüìç ðåñéóóü�åñï �ï ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò. Ôü�å äåí ìðïñåß íá ïñéó�åß ç Ýííïéá �çòóõí�ïìü�åñçò äéáäñïìÞò êáé �çò áðüó�áóçò ìå�áîý �ùí Üêñùí �çò.



5.5. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá 97
1

–12

–1

 2 33 5

10

8

1 2 3

456Ó÷Þìá 5.15: �áñÜäåéãìá ãñáöÞìá�ïò ìå êýêëïõò áñíç�éêïý ìÞêïõò. Ï êýêëïò (1; 2; 5; 6; 1)Ý÷åé ìÞêïò �5, êáé ï êýêëïò (1; 5; 6; 1) Ý÷åé ìÞêïò �7. ¸�óé äåí ïñßæïí�áé ïé áðïó�Üóåéò �ùíêïñõöþí áðü �çí 1 áëëÜ êáé áðü �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò ãéá�ß ç 1 åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü üëåò�éò êïñõöÝò.5.5.1 ÁêìÝò êáé Êýêëïé Áñíç�éêïý ÌÞêïõòÁí üëá �á ìÞêç �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w) åßíáé ìç-áñíç�éêÜ, õðÜñ÷åé ðÜí�á Ýíáóõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ãéá êÜèå æåýãïò êïñõöþí. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå u; v 2 V , ç áðüó�áóçd(u; v) åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé ðåðåñáóìÝíç. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ü�áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åéáêìÝò ìå áñíç�éêü ìÞêïò, áëëÜ äåí Ý÷åé êýêëïõò �ùí ïðïßùí �ï óõíïëéêü ìÞêïò åßíáé áñíç�éêü(âë. åðßóçò õðïóçìåßùóç 4). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç áðüó�áóç ìå�áîý êÜðïéùí êïñõöþíåíäÝ÷å�áé íá åßíáé áñíç�éêÞ, áëëÜ åîáêïëïõèåß íá åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé ðåðåñáóìÝíç.Áí�ßèå�á, áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò (ð.÷. �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.15)ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìïò áðü ìéá áñ÷éêÞ êïñõöÞ s, ïé áðïó�Üóåéò áðü �çí s ðñïò �éò êïñõöÝò�ïõ êýêëïõ äåí ïñßæïí�áé. Ï ëüãïò åßíáé ü�é ãéá êÜèå äéáäñïìÞ p áðü �çí s ðñïò ìéá êïñõöÞ �ïõêýêëïõ áñíç�éêïý ìÞêïõò, ìðïñïýìå íá ö�éÜîïõìå ìéá íÝá äéáäñïìÞ p0 ðïõ äéáöÝñåé áðü �çí pìüíï ãéá�ß äéÝñ÷å�áé ðåñéóóü�åñåò öïñÝò áðü �ïí êýêëï. ÄçëáäÞ, ðÜí�á õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ ìåáêüìç ìéêñü�åñï ìÞêïò êáé åðïìÝíùò ïé Ýííïéåò �çò óõí�ïìü�åñçò äéáäñïìÞò êáé �çò áðüó�áóçòäåí ìðïñïýí íá ïñéó�ïýí. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå êÜèå êïñõöÞ ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü�çí s ìÝóù êïñõöÞò ðïõ áíÞêåé óå êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò. Áí ãéá êÜðïéá êïñõöÞ u, õðÜñ÷åéìïíïðÜ�é áðü �çí s ó�ç u ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü êïñõöÞ êýêëïõ áñíç�éêïý ìÞêïõò, ç áðüó�áóçd(s; u) äåí ïñßæå�áé êáé ãñÜöïõìå d(s; u) = �1.5.5.2 Éäéü�ç�åò Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþíÏé áëãüñéèìïé ãéá �ï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí åêìå�áëëåýïí�áé �çí éäéü�ç�áü�é êÜèå �ìÞìá åíüò óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý áðï�åëåß åðßóçò óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðÜ�é ìå�áîý�ùí Üêñùí �ïõ. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí Ý÷åé �çí éäéü�ç�á�ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. ¼ðùò ãíùñßæïõìå, áõ�Þ ç éäéü�ç�á åðé�ñÝðåé �çí åöáñìïãÞ�ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý êáé �çò ìåèüäïõ �çò áðëçó�ßáò.�ñü�áóç 5.5. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E;w), êáé Ýó�ù Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é p =(u0; u1; : : : ; uk) áðü �çí êïñõöÞ u0 ó�çí êïñõöÞ uk. �éá êÜèå i, j, 0 � i < j � k, �ï �ìÞìá �ïõp áðü �çí êïñõöÞ ui ìÝ÷ñé �çí êïñõöÞ uj áðï�åëåß Ýíá óõí�ïìü�åñï ui � uj ìïíïðÜ�é.Áðüäåéîç. ¸ó�ù pij �ï �ìÞìá �ïõ p áðü ìå�áîý �ùí êïñõöþí ui êáé uj , êáé Ýó�ù ü�é áõ�ü äåíåßíáé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é. Ôü�å õðÜñ÷åé ui � uj ìïíïðÜ�é p0ij ìå ìÞêïò w(p0ij) < w(pij).



98 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÁí�éêáèéó�þí�áò �ï pij ìå �ï p0ij ó�ï p, ðáßñíïõìå Ýíá u0�uk ìïíïðÜ�é ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï áðü�ï ìÞêïò �ïõ p. Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�ï ãåãïíüò ü�é �ï p åßíáé Ýíá óõí�ïìü�åñï u0 � ukìïíïðÜ�é. utÌéá Üìåóç óõíÝðåéá �çò ðáñáðÜíù ðñü�áóçò áðï�åëåß �ï ãåãïíüò ü�é ïé áðïó�Üóåéò �ùíóå Ýíá ãñÜöçìá G(V;E;w) éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á5. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèåu; v; w 2 V , éó÷ýåé ü�é d(u; v) � d(u;w) + d(w; v). ÄçëáäÞ, �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá-�éïý áðü �ç u ó�ç v äåí õðåñâáßíåé �ï ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí Ýíùóç �ùíóõí�ïìü�åñùí u� w êáé w � v ìïíïðá�éþí. Ôï áêüëïõèï ðüñéóìá áðï�åëåß åîåéäßêåõóç áõ�Þò�çò ãåíéêÞò ðáñá�Þñçóçò.�üñéóìá 5.1. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E;w), êáé Ýó�ù s 2 V ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ. �éá êÜèå áêìÞ(v; u) 2 E, éó÷ýåé ü�é d(s; u) � d(s; v) + w(v; u).¢óêçóç 5.25. ¸ó�ù ãñÜöçìáG(V;E;w), êáé Ýó�ù p Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �çí êïñõöÞs ó�çí êïñõöÞ t. Íá äåßîå�å ü�é �ï p èá ðáñáìåßíåé óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áí �á ìÞêç üëùí �ùíáêìþí ðïëëáðëáóéáó�ïýí ìå �ïí ßäéï èå�éêü áñéèìü. Ôé èá óõìâåß áí ó�á ìÞêç üëùí �ùí áêìþíðñïó�åèåß ï ßäéïò èå�éêüò áñéèìüò;5.5.3 ÄÝí�ñï Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþíÔá óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w) áðü ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ s áíáðáñßó�á-í�áé áðü �ï ÄÝí�ñï Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí (Shortest Paths Tree). �ñüêåé�áé ãéá �ï åëÜ÷éó�ï(ùò ðñïò �ïí áñéèìü �ùí áêìþí) õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõ ðåñéÝ÷åé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�éðñïò êÜèå êïñõöÞ u ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s. Ôá áñ÷éêÜ �ìÞìá�á �ïõ óõí�ïìü�åñïõs� u ìïíïðá�éïý áðï�åëïýí åðßóçò óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá ðñïò �éò áí�ßó�ïé÷åò êïñõöÝò (�ñü-�áóç 5.5). Ìðïñïýìå ëïéðüí íá Ý÷ïõìå ëïéðüí Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ðñïò êÜèå êïñõöÞ ðïõåßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s êáé �ï õðïãñÜöçìá åßíáé äÝí�ñï ìå ñßæá �çí s.Ôï ÄÝí�ñï Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí (ÄÓÌ) áíáðáñßó�á�áé ìå �ïí ðßíáêá p ìå n ó�ïé÷åßá.Ôï ó�ïé÷åßï p[u℄ äçëþíåé �ïí ðá�Ýñá êÜèå êïñõöÞò u ó�ï ÄÓÌ. ÄçëáäÞ, �ï p[u℄ äçëþíåé �çí�åëåõ�áßá êïñõöÞ ðñéí �ç u ó�ï óõí�ïìü�åñï s� u ìïíïðÜ�é (âë. åðßóçò �çí áíáðáñÜó�áóç �ïõäÝí�ñïõ �çò Á��, Åíü�ç�á 5.2, êáé �ïõ äÝí�ñïõ �çò Á�Â, Åíü�ç�á 5.3). ÄåäïìÝíïõ �ïõ ðßíáêáp, �ï ÄÝí�ñï Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí åßíáé �ï õðïãñÜöçìá Gp(Vp; Ep) ðïõ ïñßæå�áé ùò:Vp = fv 2 V : p[v℄ 6= NILg [ fsg êáé Ep = f(p[v℄; v) 2 E : v 2 Vp n fsgg¢óêçóç 5.26. Íá äþóå�å ðáñÜäåéãìá ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w) ãéá �ï ïðïßï �ï ÄÝí�ñï Óõí�ïìü-�åñùí Ìïíïðá�éþí ìå ñßæá ìéá êïñõöÞ s åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï�ïõ G.5�åíéêü�åñá, ïé áðïó�Üóåéò ìå�áîý �ùí êïñõöþí åíüò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò ìå âÜñç ó�éò áêìÝò ïñßæïõíÝíá ìå�ñéêü ÷þñï.



5.6. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá áðü ìßá Áñ÷éêÞ ÊïñõöÞ 995.6 Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá áðü ìßá Áñ÷éêÞ ÊïñõöÞÏ õðïëïãéóìüò �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí áðü ìéá áñ÷éêÞ êïñõöÞ âáóßæå�áé ó�ï �üñéóìá 5.1.¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E;w) êáé áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. �éá êÜèå êïñõöÞ u, ï áëãüñéèìïò äéá�çñåßìéá ``áðáéóéüäïîç'' åê�ßìçóç `[u℄ �çò áðüó�áóçò d(s; u). Áñ÷éêÜ åßíáé `[s℄ = 0 êáé `[u℄ = 1ãéá êÜèå êïñõöÞ u äéáöïñå�éêÞ áðü �çí s. ¸�óé ëáìâÜíïõìå õðüøç �ï åíäå÷üìåíï ç u íá ìçíåßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s. Ç �éìÞ �çò åê�ßìçóçò `[u℄ áí�éó�ïé÷åß ó�ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõìïíïðá�éïý áðü �çí s ó�ç u ðïõ Ý÷åé áíáêáëýøåé ï áëãüñéèìïò ìÝ÷ñé �ç óõãêåêñéìÝíç ó�éãìÞ.Ï áëãüñéèìïò åîå�Üæåé �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé áíáðñïóáñìüæåé �éò åê�éìÞóåéò �ïõìå âÜóç �ï �üñéóìá 5.1. ÓõãêåêñéìÝíá, áí ç åê�ßìçóç `[u℄ > `[v℄ + w(v; u), ç åîÝ�áóç �çòáêìÞò (v; u) ðñïêáëåß �çí áíáðñïóáñìïãÞ �çò óå `[u℄ = `[v℄+w(v; u). ÕðïèÝ�ïí�áò åðáãùãéêÜü�é ç åê�ßìçóç ãéá �ç v �åêìçñéþíå�áé áðü Ýíá s � v ìïíïðÜ�é ìÞêïõò `[v℄, êá�áëÞãïõìå ó�ïóõìðÝñáóìá ü�é ç áíáðñïóáñìïóìÝíç åê�ßìçóç ãéá �ç u �åêìçñéþíå�áé áðü Ýíá s� u ìïíïðÜ�éìÞêïõò `[u℄. Ôï ìïíïðÜ�é áõ�ü áðï�åëåß�áé áðü �ï áí�ßó�ïé÷ï ìïíïðÜ�é áðü �çí s ó�ç v êáé �çíáêìÞ (v; u).Ç åê�ßìçóç `[u℄ åßíáé ``áðáéóéüäïîç'' ìå �çí Ýííïéá ü�é åßíáé ðÜí�ï�å ìåãáëý�åñç Þ ßóç �çòáðüó�áóçò d(s; u). Ï ëüãïò åßíáé ü�é ç �ñÝ÷ïõóá �éìÞ �çò åê�ßìçóçò �åêìçñéþíå�áé áðü �ïóõí�ïìü�åñï s� u ìïíïðÜ�é ðïõ Ý÷åé áíáêáëõöèåß áðü �ïí áëãüñéèìï. ÊáíÝíá s� u ìïíïðÜ�éüìùò äåí Ý÷åé ìÞêïò ìéêñü�åñï áðü d(s; u). Áí ï áëãüñéèìïò áíáêáëýøåé Ýíá óõí�ïìü�åñï s�uìïíïðÜ�é, ç åê�ßìçóç ãßíå�áé `[u℄ = d(s; u). Ç åê�ßìçóç ðáñáìÝíåé óå áõ�Þ �çí �éìÞ ìÝ÷ñé �ï�Ýëïò �ïõ áëãïñßèìïõ, áöïý äåí õðÜñ÷åé s� u ìïíïðÜ�é ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï ìÞêïò.ËÞììá 5.1. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. �éá êÜèå êïñõöÞ u, ç åê�ßìçóç`[u℄ ðáñáìÝíåé ìåãáëý�åñç Þ ßóç �çò áðüó�áóçò d(s; u) ãéá êÜèå áêïëïõèßá åîÝ�áóçò áêìþí êáéáíáðñïóáñìïãþí.Áðüäåéîç. Áñ÷éêÜ åßíáé `[u℄ = 1 � d(s; u) ãéá êÜèå êïñõöÞ u 2 V n fsg. Åðßóçò, ãéá �çíáñ÷éêÞ êïñõöÞ åßíáé `[s℄ = 0 � d(s; s) åðåéäÞ åß�å d(s; s) = 0 áí ç s äåí åìðëÝêå�áé óå êýêëïáñíç�éêïý ìÞêïõò, åß�å d(s; s) = �1 äéáöïñå�éêÜ.ÕðïèÝ�ïõìå åðáãùãéêÜ ü�é ç éäéü�ç�á éó÷ýåé ìå�Ü �çí åîÝ�áóç êÜðïéùí áêìþí êáé �éò áí�ß-ó�ïé÷åò áíáðñïóáñìïãÝò. ¸ó�ù (v; u) ç åðüìåíç áêìÞ ðïõ åîå�Üæå�áé. Áí ç åê�ßìçóç `[u℄ äåíáíáðñïóáñìüó�çêå, óõíå÷ßæåé íá åßíáé `[u℄ � d(s; u) ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò. Áí çåê�ßìçóç `[u℄ áíáðñïóáñìüó�çêå, Ý÷ïõìå:`[u℄ = `[v℄ + w(v; u) � d(s; v) + w(v; u) � d(s; u)Ç ðñþ�ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß `[v℄ � d(s; v) ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò. Ç äåý�åñç áíéóü-�ç�á ðñïêýð�åé áðü �ï �üñéóìá 5.1. utÅðéóÞìáíóç. �áñá�çñïýìå ü�é áí ç êïñõöÞ u äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞs, ðáñáìÝíåé `[u℄ =1 ãéá êÜèå áêïëïõèßá åîÝ�áóçò áêìþí êáé áíáðñïóáñìïãþí. utÇ äéáöïñÜ ìå�áîý äéáöïñå�éêþí áëãïñßèìùí Ýãêåé�áé ó�ç ó�ñá�çãéêÞ ìå �çí ïðïßá åîå�Üæïõí�éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò. ÊÜèå �Ý�ïéá ó�ñá�çãéêÞ ðñÝðåé íá åîáóöáëßæåé ü�é �åëéêÜ ïé åê�éìÞóåéòãéá üëåò �éò êïñõöÝò åßíáé ßóåò ìå �éò áðïó�Üóåéò �ïõò áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ.
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2Ó÷Þìá 5.16: �áñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò �ïõ áëãüñéèìïõ Bellman-Ford. Ó�çí åðáíÜëçøç i õðïëïãß-æïí�áé �á ìÞêç �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ ðïõ Ý÷ïõí i Þ ëéãü�åñåòáêìÝò. Ïé å�éêÝ�åò �ùí êïñõöþí äçëþíïõí áõ�Ü �á ìÞêç. Ç Ýëëåéøç å�éêÝ�áò äçëþíåé ü�é �ï áí�ß-ó�ïé÷ï ìÞêïò äåí Ý÷åé áñ÷éêïðïéçèåß áêüìç (åßíáé L(i; u) =1). Ïé áêìÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áéó�á áí�ßó�ïé÷á ìïíïðÜ�éá óçìåéþíïí�áé óõìðáãåßò êáé ïé õðüëïéðåò äéáêåêïììÝíåò.5.6.1 Ï Áëãüñéèìïò �ùí Bellman-FordÏ áëãüñéèìïò �ùí Bellman-Ford åöáñìüæåé �çí �å÷íéêÞ �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �çíåðßëõóç �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ùí Óõí�ïìü�åñùíÌïíïðá�éþí áðü ìéá áñ÷éêÞ êïñõöÞ. Ï áëãüñéèìïòáíáðñïóáñìüæåé �éò åê�éìÞóåéò ãéá �éò áðïó�Üóåéò �ùí êïñõöþí áðü �çí �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞèåùñþí�áò ìïíïðÜ�éá ìå üëï êáé ðåñéóóü�åñåò áêìÝò. Ï áëãüñéèìïò Bellman-Ford åðéëýåé �çãåíéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, üðïõ êÜðïéåò áêìÝò ìðïñïýí íá Ý÷ïõí áñíç�éêÜ ìÞêç.Èåùñïýìå ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. �éá êÜèåi = 0; : : : ; n�1 êáé êÜèå êïñõöÞ u 2 V , Ýó�ù L(i; u) �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ s�u ìïíïðá�éïýìå i Þ ëéãü�åñåò áêìÝò. ÊÜèå ìïíïðÜ�é Ý÷åé �ï ðïëý n� 1 áêìÝò (åî' ïñéóìïý �á ìïíïðÜ�éá äåíÝ÷ïõí åðáíáëáìâáíüìåíåò êïñõöÝò). Õðü �çí ðñïûðüèåóç ü�é äåí õðÜñ÷åé êýêëïò áñíç�éêïýìÞêïõò ðñïóðåëÜóéìïò áðü �çí s, éó÷ýåé ü�é L(n� 1; u) = d(s; u) ãéá êÜèå u 2 V .Áñ÷éêÜ, åßíáé L(0; s) = 0 êáé L(0; u) =1 ãéá êÜèå êïñõöÞ u äéáöïñå�éêÞ áðü �çí áñ÷éêÞ.�ñÜãìá�é, áí ðåñéïñéó�ïýìå óå �å�ñéììÝíá ìïíïðÜ�éá ÷ùñßò áêìÝò, ç áñ÷éêÞ êïñõöÞ åßíáé ç ìüíç



5.6. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá áðü ìßá Áñ÷éêÞ ÊïñõöÞ 101êïñõöÞ ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �ïí åáõ�ü �çò.¸íá s � u ìïíïðÜ�é ìå i + 1 áêìÝò ðñïêýð�åé áðü Ýíá s � v ìïíïðÜ�é ìå i áêìÝò êáé �çíáêìÞ (v; u), ãéá êÜðïéá êïñõöÞ v ìå (v; u) 2 E. Ôï óõí�ïìü�åñï s � u ìïíïðÜ�é ìå i + 1 Þëéãü�åñåò áêìÝò åß�å �áõ�ßæå�áé ìå �ï óõí�ïìü�åñï s � u ìïíïðÜ�é ìå i Þ ëéãü�åñåò áêìÝò åß�åáðï�åëåß�áé áðü �ï óõí�ïìü�åñï s�v ìïíïðÜ�é ìå i áêìÝò êáé �çí áêìÞ (v; u), ãéá êÜðïéá êïñõöÞv ìå (v; u) 2 E. Ôï óõí�ïìü�åñï s � u ìïíïðÜ�é ìå i + 1 Þ ëéãü�åñåò áêìÝò ðñïêýð�åé áðü �ïêáëý�åñï áðü �á ðáñáðÜíù åíäå÷üìåíá. ÔõðéêÜ, �ï L(i + 1; u) äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞåîßóùóç: L(i+ 1; u) = minfL(i; u); minv:(v;u)2EfL(i; v) + w(v; u)gg (5.1)Åöüóïí �ï ãñÜöçìáG äåí ðåñéÝ÷åé êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìïò áðü �çís, �ï ìÞêïò �çò óõí�ïìü�åñçò äéáäñïìÞò áðü �çí s ðñïò ìéá êïñõöÞ u (êáé ç áí�ßó�ïé÷ç áðüó�áóç)åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ S � u ìïíïðá�éïý ìå n � 1 Þ ëéãü�åñåò áêìÝò. ¢ñá áí äåíõðÜñ÷åé êýêëïò áñíç�éêïý ìÞêïõò ðñïóðåëÜóéìïò áðü �çí s, åßíáé L(i; u) = L(n�1; u) = d(s; u)ãéá êÜèå i � n êáé êÜèå u 2 V . Áí ðñïêýøåé ü�é L(n; u) < L(n � 1; u) ãéá êÜðïéá êïñõöÞ u,óõìðåñáßíïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò.Ïé áðïó�Üóåéò üëùí �ùí êïñõöþí áðü �çí s ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí áðü �çí áíáäñïìéêÞåîßóùóç (5.1) ìå �ç ìÝèïäï �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. �éá êÜèå i = 0; : : : ; n�1 êáé êÜèåêïñõöÞ u, ï õðïëïãéóìüò �ùí ìçêþí L(i+1; u) áðáé�åß ìüíï �á ìÞêç L(i; v) ãéá üëåò �éò êïñõöÝòv 2 V . �éá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí, �ï p[u℄ ðåñéÝ÷åé �çí �åëåõ�áßá (ðñéí�çí u) êïñõöÞ ó�ï óõí�ïìü�åñï s� u ìïíïðÜ�é ìå i Þ ëéãü�åñåò áêìÝò.Áõ�Þ åßíáé ç âáóéêÞ éäÝá �ïõ áëãüñéèìïõ Bellman-Ford. ¸íá ðáñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò �ïõáëãüñéèìïõ Bellman-Ford äßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.16. Ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß åýêïëááêïëïõèþí�áò �á âÞìá�á ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå. ¼ìùò ìðïñïýìå íá ðå�ý÷ïõìå ðéï áðïäï�éêÞõëïðïßçóç óõíäõÜæïí�áò �çí ðáñáðÜíù éäÝá ìå �çí �å÷íéêÞ �çò áíáðñïóáñìïãÞò �ùí åê�éìÞóåùíðïõ ðåñéãñÜöçêå ó�çí Åíü�ç�á 5.6. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå �ç äåý�åñç, ðéï áðïäï�éêÞõëïðïßçóç.Bellman-Ford(G(V;E;w); s)for all u 2 V do`[u℄ 1; p[u℄ NIL;`[s℄ 0;for i 1 to n� 1 dofor all (v; u) 2 E doif `[u℄ > `[v℄ + w(v; u) then`[u℄ `[v℄ + w(v; u); p[u℄ v;for all (v; u) 2 E doif `[u℄ > `[v℄ + w(v; u) thenreturn(ÊÕÊËÏÓ ÁÑÍÇÔÉÊÏÕ ÌÇÊÏÕÓ);Ï áëãüñéèìïò åîåëßóóå�áé óå n � 1 öÜóåéò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò åðáíáëÞøåéò �çò for-áíáêýêëùóçò. �éá êÜèå êïñõöÞ u, ç åê�ßìçóç `[u℄ åßíáé ìéêñü�åñç Þ ßóç áðü �ï L(i; u) (äçë. áðü�ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ s� u ìïíïðá�éïý ìå i Þ ëéãü�åñåò áêìÝò) ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çò



102 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíi-ïó�Þò öÜóçò. Áñ÷éêÜ åßíáé `[s℄ = 0 êáé `[u℄ =1 ãéá êÜèå u 2 V nfsg. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìåü�é ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çò öÜóçò i, i = 0; 1; : : : ; n� 1, åßíáé `[u℄ � L(i; u). Ó�ç öÜóç i+ 1, ïáëãüñéèìïò åîå�Üæåé üëåò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé áíáðñïóáñìüæåé �éò åê�éìÞóåéò ìå âÜóç�ï �üñéóìá 5.1. Áðü �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç (5.1), ðñïêýð�åé ü�é ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çòöÜóçò i + 1, åßíáé `[u℄ � L(i + 1; u) ãéá êÜèå êïñõöÞ u. ÅðïìÝíùò, ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çòöÜóçò n� 1 åßíáé `[u℄ � L(n� 1; u). Áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò áñíç�éêïý ìÞêïõò ðñïóðåëÜóéìïòáðü �çí s, Ý÷ïõìå `[u℄ = d(s; u) ó�ï �Ýëïò �çò (n�1)-ïó�Þò öÜóçò. Áí õðÜñ÷åé êýêëïò áñíç�éêïýìÞêïõò, ç åê�ßìçóç êÜðïéáò êïñõöÞò èá ìåéùèåß áí åîå�Üóïõìå �éò áêìÝò ãéá ìßá áêüìç öïñÜ.Áõ�üò ï Ýëåã÷ïò åöáñìüæå�áé ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ.ÊÜèå áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò åîå�Üæå�áé áêñéâþò n öïñÝò. ÅðïìÝíùò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò�ïõ áëãüñéèìïõ Bellman-Ford åßíáé �(nm). Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå �çí ïñèü�ç�á �ïõáëãüñéèìïõ.ËÞììá 5.2. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E;w) êáé áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. Áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò áñíç�éêïýìÞêïõò ðñïóðåëÜóéìïò áðü �çí s, ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ éó÷ýåé ü�é `[u℄ = d(s; u) ãéá êÜèåêïñõöÞ u. Åðßóçò, ï áëãüñéèìïò äåí åðéó�ñÝöåé Ýíäåéîç ýðáñîçò êýêëïõ áñíç�éêïý ìÞêïõò.Áðüäåéîç. ¸ó�ù u ìéá ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ. Áí ç u äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s, �ü�åðáñáìÝíåé `[u℄ =1 = d(s; u) êáèüëç �ç äéÜñêåéá �ïõ áëãüñéèìïõ (âë. ËÞììá 5.1 êáé áêüëïõèçåðéóÞìáíóç). Áí ç u åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s, Ýó�ù p = (v0; v1; : : : ; vk�1; vk), v0 = s,vk = u, Ýíá óõí�ïìü�åñï s� u ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéëáìâÜíåé k áêìÝò. Èá äåßîïõìå ü�é ó�ï �Ýëïò�çò öÜóçò i, i = 0; 1; : : : ; k, åßíáé `[vi℄ = d(s; vi). Áõ�ü áñêåß ãéá�ß (á) õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìån� 1 Þ ëéãü�åñåò áêìÝò ãéá êÜèå êïñõöÞ u ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s, êáé (â) ç åê�ßìçóç `[u℄ äåíìðïñåß íá ãßíåé ìéêñü�åñç áðü d(s; u) (ËÞììá 5.1).Áñ÷éêÜ (öÜóç 0) åßíáé `[s℄ = 0 = d(s; s). ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï æç�ïýìåíï éó÷ýåéìÝ÷ñé êáé �çí ïëïêëÞñùóç �çò öÜóçò i � 1. Ìå�Ü �çí åîÝ�áóç �çò áêìÞò (vi�1; vi) ó�ç öÜóç i,åßíáé d(s; vi) � `[vi℄ � `[vi�1℄ + w(vi�1; vi) = d(s; vi�1) + w(vi�1; vi) = d(s; vi)ÅðïìÝíùò, `[vi℄ = d(s; vi) üðùò áðáé�åß�áé. Ó�çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, ç ðñþ�ç áíéóü�ç�á Ýðå�áéáðü �ï ËÞììá 5.1. Ç äåý�åñç áíéóü�ç�á éó÷ýåé ìå�Ü �çí åîÝ�áóç �çò áêìÞò (vi�1; vi) êáé �çí åíäå-÷üìåíç áíáðñïóáñìïãÞ �çò åê�ßìçóçò `[vi℄. Ç åðüìåíç éóü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß `[vi�1℄ = d(s; vi�1)áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç. Ç �åëåõ�áßá éóü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß �ï p åßíáé Ýíá óõí�ïìü�åñï s� uìïíïðÜ�é êáé Üñá �ï �ìÞìá �ïõ ìÝ÷ñé �ç vi åßíáé Ýíá óõí�ïìü�åñï s� vi ìïíïðÜ�é (�ñü�áóç 5.5).ÅðïìÝíùò ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çò öÜóçò n�1, åßíáé `[u℄ = d(s; u) ãéá êÜèå êïñõöÞ u. Áðü�ï ËÞììá 5.1, êáìßá áêïëïõèßá åîÝ�áóçò áêìþí äåí ðñïêáëåß áíáðñïóáñìïãÞ �çò åê�ßìçóçò`[u℄ óå �éìÞ ìéêñü�åñç áðü d(s; u). ¢ñá ïé Ýëåã÷ïé ó�çí �åëåõ�áßá öÜóç áðï�õã÷Üíïõí êáé ïáëãüñéèìïò äåí åðéó�ñÝöåé Ýíäåéîç ýðáñîçò êýêëïõ áñíç�éêïý ìÞêïõò. utËÞììá 5.3. ¸ó�ù ãñÜöçìáG(V;E;w) êáé áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. Áí õðÜñ÷åé ó�ïG êýêëïò áñíç�éêïýìÞêïõò ðñïóðåëÜóéìïò áðü �çí s, ï áëãüñéèìïò åðéó�ñÝöåé Ýíäåéîç ýðáñîçò êýêëïõ áñíç�éêïýìÞêïõò.



5.6. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá áðü ìßá Áñ÷éêÞ ÊïñõöÞ 103Áðüäåéîç. ¸ó�ù 
 = (v0; v1; : : : ; vk), v0 = vk, Ýíáò êýêëïò áñíç�éêïý ìÞêïõò ðñïóðåëÜóéìïòáðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. Áöïý üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ êýêëïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí s, ïéåê�éìÞóåéò `[vi℄, i = 0; 1; : : : ; k, èá Ý÷ïõí ðåðåñáóìÝíåò �éìÝò ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �çò öÜóçò n�1. �éá íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é ïé Ýëåã÷ïé ó�çí �åëåõ�áßá öÜóç áðï�õã÷Üíïõíêáé ï áëãüñéèìïò äåí åðéó�ñÝöåé Ýíäåéîç ýðáñîçò êýêëïõ áñíç�éêïý ìÞêïõò. �ñÝðåé ëïéðüí íáåßíáé `[vi℄ � `[vi�1℄ + w(vi�1; vi) ãéá êÜèå i = 1; : : : ; k (äçëáäÞ ãéá üëåò �éò áêìÝò êá�Ü ìÞêïò�ïõ êýêëïõ). Áèñïßæïí�áò êá�Ü ìÝëç, Ý÷ïõìåkXi=1 `[vi℄ � kXi=1 `[vi�1℄ + kXi=1 w(vi�1; vi)) kXi=1 w(vi�1; vi) � 0Ôï óõìðÝñáóìá ðñïêýð�åé åðåéäÞ v0 = vk êáé �á äýï áèñïßóìá�á �ùí åê�éìÞóåùí óõìðßð�ïõí.Ôï óõìðÝñáóìá áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�çí õðüèåóç ü�é ï 
 åßíáé êýêëïò áñíç�éêïý ìÞêïõò. ut¢óêçóç 5.27. Íá åöáñìüóå�å �ïí áëãüñéèìï Bellman-Ford ó�ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.15 ìåáñ÷éêÞ êïñõöÞ �çí a.¢óêçóç 5.28. Íá äéá�õðþóå�å øåõäïêþäéêá ðïõ �õðþíåé Ýíáí êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò ü�áí ïáëãüñéèìïò Bellman-Ford åðéó�ñÝöåé Ýíäåéîç ãéá ýðáñîç �Ý�ïéïõ êýêëïõ.Ëýóç. ¸ó�ù (u; v) ç ðñþ�ç áêìÞ ìå `[u℄ > `[v℄ + w(v; u) ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãïñßèìïõ. Ç áêìÞ(u; v) áíÞêåé óå êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìïò áðü �çí s. Ìå ìüíç ðé-èáíÞ åîáßñåóç �çí áêìÞ (u; v), ïé áêìÝò �ïõ êýêëïõ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá áíáðñïóáñìïãÞ�ùí åê�éìÞóåùí ó�éò ðñïçãïýìåíåò öÜóåéò êáé ïé êïñõöÝò �ïõ Ý÷ïõí áðïèçêåõèåß ó�ïí ðßíáêáp. Áêïëïõèþí�áò �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá p, âñßóêïõìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ 
. Ï ðáñáêÜ�ùøåõäïêþäéêáò áí�éêáèéó�Ü �çí �åëåõ�áßá öÜóç ó�ïí áëãüñéèìï Bellman-Ford.for all (u; v) 2 E doif `[u℄ > `[v℄ + w(v; u) thenprint(u; v);y  v; x p[y℄; p[y℄ NIL;while x 6= NIL doprint(x);y  x; x p[y℄; p[y℄ NIL;return(ÊÕÊËÏÓ ÁÑÍÇÔÉÊÏÕ ÌÇÊÏÕÓ);5.6.2 Ï Áëãüñéèìïò �ïõ DijkstraÏ áëãüñéèìïò �ïõ Dijkstra åßíáé Ýíáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé �ï �ñüâëçìá �ùí Óõ-í�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí áðü ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ. Ï áëãüñéèìïò �ïõ Dijkstra åöáñìüæå�áé ìüíïü�áí �á ìÞêç �ùí áêìþí åßíáé ìç-áñíç�éêÜ êáé åßíáé áóõìð�ù�éêÜ �á÷ý�åñïò áðü �ïí áëãüñéèìïBellman-Ford. ¼ðùò êáé ó�éò ðñïçãïýìåíåò åíü�ç�åò, èåùñïýìå ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå n êï-ñõöÝò êáé m áêìÝò êáé áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. Ôï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò, Üñáïý�å êýêëïõò áñíç�éêïý ìÞêïõò.



104 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÏ áëãüñéèìïò �ïõ Dijkstra åí�Üóóåé �éò êïñõöÝò ó�ï ÄÓÌ óå áýîïõóá óåéñÜ áðüó�áóçò áðü�çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ. Áðü áõ�Þ �çí Üðïøç ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí ãåíßêåõóç �çò ÁíáæÞ�çóçò�ñþ�á óå �ëÜ�ïò óå ãñáöÞìá�á ìå âÜñç ó�éò áêìÝò. Ôç ó�éãìÞ ðïõ ìéá êïñõöÞ åí�Üóóå�áé ó�ïÄÓÌ, Ý÷åé êáèïñéó�åß Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é êáé ç áðüó�áóÞ �çò áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ.Ï áëãüñéèìïò óõíå÷ßæåé åí�Üóóïí�áò ó�ï ÄÓÌ êïñõöÝò óå ìåãáëý�åñç áðüó�áóç. Áöïý äåíõðÜñ÷ïõí áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò, ïé êïñõöÝò óå ìåãáëý�åñç áðüó�áóç äåí åðçñåÜæïõí �éòáðïó�Üóåéò �ùí ðñïçãïýìåíùí êïñõöþí.Ç âáóéêÞ �å÷íéêÞ ó�ïí áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra åßíáé áõ�Þ �çò äéá�Þñçóçò êáé áíáðñïóáñìïãÞòåê�éìÞóåùí. Ï áëãüñéèìïò äéá�çñåß ìéá åê�ßìçóç `[u℄ ãéá �çí áðüó�áóç êÜèå êïñõöÞò u áðü �çíáñ÷éêÞ êïñõöÞ s. Áñ÷éêÜ åßíáé `[s℄ = 0 êáé `[u℄ = 1 ãéá êÜèå êïñõöÞ u äéáöïñå�éêÞ áðü �çíáñ÷éêÞ. Ï áëãüñéèìïò äéá�çñåß áêüìç �ï óýíïëï S �ùí êïñõöþí ðïõ Ý÷ïõí åí�á÷èåß ó�ï ÄÓÌ.�éá êÜèå êïñõöÞ u 2 S, ó�ï p[u℄ áðïèçêåýå�áé ç �åëåõ�áßá (ðñéí �ç u) êïñõöÞ ó�ï óõí�ïìü�åñïs� u ìïíïðÜ�é ó�ï ÄÓÌ.Ï áëãüñéèìïò ëåé�ïõñãåß óå åðáíáëÞøåéò, åí�Üóóïí�áò ìßá íÝá êïñõöÞ ó�ï ÄÓÌ óå êÜèååðáíÜëçøç. Ó�çí �ñÝ÷ïõóá åðáíÜëçøç, ï áëãüñéèìïò åí�Üóóåé ó�ï ÄÓÌ �çí êïñõöÞ u 62 S(åê�üò äÝí�ñïõ) ìå �çí ìéêñü�åñç åê�ßìçóç (Üðëçó�ç åðéëïãÞ ). Óå áõ�ü �ï óçìåßï, ç åê�ßìçóç`[u℄ åßíáé ßóç ìå �çí áðüó�áóÞ �çò u áðü �çí s (âë. ËÞììá 5.4). ¸�óé �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�éêáé ç áðüó�áóç �çò u ðáãéþíïí�áé. �ñéí ðñï÷ùñÞóåé ó�çí åðüìåíç åðáíÜëçøç, ï áëãüñéèìïòåîå�Üæåé üëåò �éò åîåñ÷üìåíåò áêìÝò áðü �ç u êáé áíáðñïóáñìüæåé �éò åê�éìÞóåéò �ùí ãåé�ïíéêþíêïñõöþí �çò.Ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ, üëåò ïé êïñõöÝò ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí s Ý÷ïõí åí�á÷èåßó�ï ÄÓÌ êáé ïé åê�éìÞóåéò �ïõò Ý÷ïõí �éìÞ ßóç ìå �çí áðüó�áóÞ �ïõò áðü �çí s. Ïé êïñõöÝò ðïõäåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí s óõíå÷ßæïõí íá äéá�çñïýí Üðåéñåò åê�éìÞóåéò. ¸íá ðáñÜäåéãìáëåé�ïõñãßáò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Dijkstra äßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.17.Dijkstra(G(V;E;w); s)for all u 2 V do`[u℄ 1; p[u℄ NIL;`[s℄ 0; S  ;;while jSj < n do¸ó�ù u êïñõöÞ ìå `[u℄ = minv 62Sf`[v℄g;S  S [ fug;for all v 2 L[u℄ doif `[v℄ > `[u℄ + w(u; v) then`[v℄ `[u℄ + w(u; v); p[v℄ u;Ï áëãüñéèìïò åê�åëåß n åðáíáëÞøåéò. Óå êÜèå åðáíÜëçøç, õðïëïãßæå�áé ç êïñõöÞ åê�üòÄÓÌ ìå �çí åëÜ÷éó�ç åê�ßìçóç êáé åí�Üóóå�áé ó�ï ÄÓÌ. ÊÜèå åîåñ÷üìåíç áêìÞ �çò åîå�Üæå�áéêáé ç åê�ßìçóç �çò áí�ßó�ïé÷çò ãåé�ïíéêÞò êïñõöÞò áíáðñïóáñìüæå�áé. ÓõíïëéêÜ êÜèå áêìÞåîå�Üæå�áé ìßá öïñÜ êáé óõìâáßíïõí O(m) áíáðñïóáñìïãÝò åê�éìÞóåùí.Áí ïé êïñõöÝò åê�üò ÄÓÌ ïñãáíùèïýí óå äõáäéêü óùñü (binary heap) ìå âÜóç �éò åê�éìÞóåéò�ïõò, ç åîáãùãÞ �çò êïñõöÞò ìå �çí åëÜ÷éó�ç åê�ßìçóç ãßíå�áé óå ÷ñüíï O(log n). Åðßóçò, çáíáäéïñãÜíùóç �ïõ óùñïý ìå�Ü áðü êÜèå áíáðñïóáñìïãÞ åê�ßìçóçò ãßíå�áé óå ÷ñüíï O(logn).
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2Ó÷Þìá 5.17: �áñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Dijkstra. Ïé å�éêÝ�åò �ùí êïñõöþíäçëþíïõí �éò åê�éìÞóåéò �ïõ áëãüñéèìïõ. Ïé êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí åí�á÷èåß ó�ï ÄÓÌ (óýíïëïS) óçìåéþíïí�áé ìáýñåò. Ïé êïñõöÝò ðïõ äåí Ý÷ïõí åí�á÷èåß áêüìç ó�ï ÄÓÌ (óýíïëï V n S)óçìåéþïí�áé Üóðñåò êáé ç êïñõöÞ åê�üò ÄÓÌ ìå �çí åëÜ÷éó�ç å�éêÝ�á óçìåéþíå�áé ãêñßæá. Ïéå�éêÝ�åò �ùí ìáýñùí êïñõöþí åßíáé ßóåò ìå �éò áðïó�Üóåéò �ïõò áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ. Ïé áêìÝòðïõ Ý÷ïõí åí�á÷èåß ó�ï ÄÓÌ åßíáé óõìðáãåßò êáé ïé õðüëïéðåò áêìÝò äéáêåêïììÝíåò.



106 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíÏ óõíïëéêüò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé O((n+m) log n) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.O ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò âåë�éþíå�áé óå O(n logn+m) áí ïé êïñõöÝò åê�üòÄÓÌ ïñãáíùèïýí óå óùñü Fibona

i.ÅðéóÞìáíóç. Åßíáé áîéïóçìåßùóç ç ïìïéü�ç�á ìå�áîý �ùí áëãüñéèìùí �ïõ Prim êáé �ïõ Dijkstra.Êáé ïé äýï áëãüñéèìïé îåêéíïýí áðü ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ êáé äéá�çñïýí Ýíá äÝí�ñï ðïõ óõíäÝåéüëåò �éò êïñõöÝò �ïõ S. Óå êÜèå åðáíÜëçøç, ç êïñõöÞ ìå �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò åðéëÝãå�áé ãéáÝí�áîç ó�ï äÝí�ñï. Ó�ïí áëãüñéèìï �ïõ Prim, �ï êüó�ïò Ýí�áîçò åßíáé �ï âÜñïò �çò åëáöñý�åñçòáêìÞò ðñïò êïñõöÞ �ïõ äÝí�ñïõ, 
[u℄ = minv2Sfw(v; u)g. Ó�ïí áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra, �ï êüó�ïòÝí�áîçò åßíáé ç åê�ßìçóç �çò áðüó�áóçò áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ ìå âÜóç �éò áðïó�Üóåéò �ùíêïñõöþí �ïõ äÝí�ïõ, `[u℄ = minv2Sf`[v℄ + w(v; u)g (èåùñïýìå ü�é w(v; u) =1 áí (v; u)not 2E). Ç ìüíç ïõóéáó�éêÞ äéáöïñÜ ó�çí õëïðïßçóç �ùí äýï áëãüñéèìùí åßíáé ï �ñüðïò õðïëïãéóìïý�ïõ êüó�ïõò Ýí�áîçò ó�ï äÝí�ñï (ðáñá�çñåßó�å åðßóçò �çí ïìïéü�ç�á ó�ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á�ùí äýï áëãüñéèìùí). utÔï ðáñáêÜ�ù ëÞììá �åêìçñéþíåé �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Dijkstra ü�áí �ï ãñÜöçìáäåí Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò. Áõ�ü �ï ëÞììá áñêåß ãéá�ß ç åê�ßìçóç ìéáò êïñõöÞò äåí ìðïñåßíá áíáðñïóáñìïó�åß óå �éìÞ ìéêñü�åñç �çò áðüó�áóÞò �çò.ËÞììá 5.4. ¸ó�ù ãñÜöçìáG(V;E;w) ÷ùñßò áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò, êáé Ýó�ù s áñ÷éêÞ êïñõöÞ.Ôç ó�éãìÞ �çò Ýí�áîçò êÜèå êïñõöÞò u ó�ï ÄÓÌ, éó÷ýåé ü�é `[u℄ = d(s; u).Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå �ï ëÞììá ìå åðáãùãÞ ó�ï jSj, äçë. ó�ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí ðïõÝ÷ïõí åí�á÷èåß ó�ï ÄÓÌ. Áñ÷éêÜ �ï S Ý÷åé ìüíï �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ, ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé `[s℄ =d(s; s) = 0. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï ëÞììá éó÷ýåé ãéá üëåò �éò êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí åí�á÷èåßó�ï ÄÓÌ ðñéí áðü �çí êïñõöÞ u. Èá áðïäåßîïõìå ü�é �ç ó�éãìÞ ðïõ ç êïñõöÞ u åí�Üóóå�áé ó�ïÄÓÌ, éó÷ýåé ü�é `[u℄ = d(s; u). Áðü �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ áëãüñéèìïõ, �ç äåäïìÝíç ó�éãìÞ ç u Ý÷åé�ç ìéêñü�åñç åê�ßìçóç `[u℄ áðü üëåò �éò êïñõöÝò åê�üò ÄÓÌ.�éá íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ç äåäïìÝíç ó�éãìÞ åßíáé `[u℄ > d(s; u) (áõ�üåßíáé �ï ìïíáäéêü åíäå÷üìåíï ëüãù �ïõ ËÞììá�ïò 5.1). ÕðÜñ÷åé ëïéðüí óõí�ïìü�åñï s � uìïíïðÜ�é p ìå óõíïëéêü ìÞêïò ìéêñü�åñï �çí �ñÝ÷ïõóá åê�ßìçóç `[u℄. ¸ó�ù z ç �åëåõ�áßáêïñõöÞ �ïõ p ðñéí áðü �ç u. ÅðïìÝíùò, �ï ìÞêïò �ïõ p åßíáé d(s; u) = d(s; z) + w(z; u) < `[u℄.Áöïý �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò (Üñá w(z; u) � 0), óõìðåñáßíïõìå ü�éd(s; z) < `[u℄ (5.2)Ç z äåí Ý÷åé åí�á÷èåß ó�ï ÄÓÌ (äçë. z 62 S). Äéáöïñå�éêÜ, èá Þ�áí`[u℄ � `[z℄ +w(z; u) = d(s; z) + w(z; u)åðåéäÞ ï áëãüñéèìïò èá åß÷å åîå�Üóåé �çí áêìÞ (z; u) êáé áíáðñïóáñìüóåé �çí åê�ßìçóç `[u℄êá�Ü �çí ðñïóèÞêç �çò z ó�ï S. Åðßóçò åßíáé `[z℄ = d(s; z) áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç.Êá�áëÞãïõìå ëïéðüí ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é �ï ìïíïðÜ�é p äéÝñ÷å�áé áðü êïñõöÝò ðïõ äåíáíÞêïõí ó�ï S. ¸ó�ù x ç �åëåõ�áßá êïñõöÞ �ïõ S ó�ï ìïíïðÜ�é p (ç x ìðïñåß íá �áõ�ßæå�áé ìå�çí s), êáé Ýó�ù y ç áìÝóùò åðüìåíç êïñõöÞ �çò x ó�ï p (ç y ìðïñåß íá �áõ�ßæå�áé ìå �ç z). Ïïñéóìüò �ùí êïñõöþí x, y, êáé z áðåéêïíßæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.18. Áöïý �ï p åßíáé óõí�ïìü�åñï s�u
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Ó÷Þìá 5.18: H áðüäåéîç ïñèü�ç�áò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Dijkstra óå ó÷Þìá. Ïé êïñõöÝò ðñïó�ß-èåí�áé ó�ï ÄÓÌ óå áýîïõóá óåéñÜ áðüó�áóçò áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. Áöïý äåí õðÜñ÷ïõíáêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò, ç áðüó�áóç �çò êïñõöÞò u áðü �çí s äåí åîáñ�Ü�áé áðü �éò êïñõöÝò yêáé z ðïõ âñßóêïí�áé óå ìåãáëý�åñç áðüó�áóç.ìïíïðÜ�é, �á �ìÞìá�á �ïõ p áðü �çí s ìÝ÷ñé �çí x, �çí y, êáé �çí z åßíáé áí�ßó�ïé÷á óõí�ïìü�åñás � x, s � y, êáé s � z ìïíïðÜ�éá (�ñü�áóç 5.5). Áöïý �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïýìÞêïõò, óõìðåñáßíïõìå ü�é d(s; y) = d(s; x) + w(x; y) � d(s; z) (5.3)Áðü �çí ðáñáðÜíù áíÜëõóç, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é`[y℄ � `[x℄ + w(x; y) = d(s; x) + w(x; y) � d(s; z) < `[u℄Ç ðñþ�ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß ï áëãüñéèìïò Ý÷åé åîå�Üóåé �çí áêìÞ (x; y) êáé áíáðñïóáñìü-óåé �çí åê�ßìçóç `[y℄ êá�Ü �çí ðñïóèÞêç �çò x ó�ï S. Ç åðüìåíç éóü�ç�á ðñïêýð�åé áðü �çíåðáãùãéêÞ õðüèåóç. Ïé �åëåõ�áßåò äýï áíéóü�ç�åò åßíáé ïé (5.3) êáé (5.2) áí�ßó�ïé÷á.ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé êïñõöÞ y 62 S ìå åê�ßìçóç `[y℄ < `[u℄. Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�çíõðüèåóç ü�é ç u åðéëÝãå�áé ãéá Ýí�áîç ó�ï ÄÓÌ. ut¢óêçóç 5.29. Íá ó÷ïëéÜóå�å �çí ïñèü�ç�á �ïõ áêüëïõèïõ áëãüñéèìïõ ãéá �ï �ñüâëçìá �ùíÓõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí áðü ìßá áñ÷éêÞ êïñõöÞ ü�áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý ìÞ-êïõò: ¸ó�ù �x, ãéá êÜðïéï x > 0, �ï ìéêñü�åñï (áñíç�éêü) ìÞêïò áêìÞò. ÁõîÜíïõìå �á ìÞêçüëùí �ùí áêìþí êá�Ü x êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùíóõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí.¢óêçóç 5.30. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ÁíáæÞ�çóç �ñþ�á óå �ëÜ�ïò õðïëïãßæåé Ýíá ÄÝí�ñï Óõ-í�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ìå ñßæá �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ s ü�áí ïé áêìÝò Ý÷ïõí ìïíáäéáßï ìÞêïò.ÔñïðïðïéÞó�å �ïí øåõäïêþäéêá �çò Á�� þó�å íá õðïëïãßæåé êáé íá åðéó�ñÝöåé �éò áðïó�Üóåéòüëùí �ùí êïñõöþí áðü �çí áñ÷éêÞ êïñõöÞ.



108 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíËýóç. Ç �ñïðïðïßçóç �ïõ øåõäïêþäéêá åßíáé áðëÞ. Äéá�çñïýìå Ýíáí ðßíáêá ` ìå �éò áðïó�Üóåéòüëùí �ùí êïñõöþí áðü �çí s. Áñ÷éêÜ åßíáé `[s℄ = 0 êáé `[v℄ =1 ãéá êÜèå êïñõöÞ v äéáöïñå�éêÞáðü �ç ñßæá. Ó�ï óçìåßï ðïõ ç êïñõöÞ v ãßíå�áé õðü-åîÝ�áóç êáé èÝ�ïõìå p[v℄  u, èÝ�ïõìååðßóçò `[v℄ `[u℄ + 1.�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é áõ�Þ ç �ñïðïðïßçóç õðïëïãßæåé �éò áðïó�Üóåéò üëùí �ùí êïñõöþíáðü �çí s, èá äåßîïõìå ü�é ç Á�� ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ áëãüñéèìïõ�ïõ Dijkstra ü�áí üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí ìïíáäéáßï ìÞêïò.×ñåéÜæå�áé ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå ü�é ïé êïñõöÝò v 2 V ãßíïí�áé ðñþ�á õðï-åîÝ�áóç êáéó�ç óõíÝ÷åéá åîåñåõíçìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí åê�éìÞóåùí `[v℄. ÄçëáäÞ, èá áðïäåßîïõìåü�é ãéá êÜèå êïñõöÞ v0 ðïõ ãßíå�áé õðï-åîÝ�áóç êáé (ó�ç óõíÝ÷åéá åîåñåõíçìÝíç) ðñéí áðü ìéáêïñõöÞ v, éó÷ýåé ü�é `[v0℄ � `[v℄.Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ. Ï éó÷õñéóìüò åßíáé �å�ñéììÝíïò ãéá �çí áñ÷éêÞêïñõöÞ, áöïý áõ�Þ åßíáé ç ðñþ�ç õðï-åîÝ�áóç êïñõöÞ. Èåùñïýìå �ç ó�éãìÞ ðïõ ìéá êïñõöÞ váëëÜæåé ÷áñáê�çñéóìü áðü áíåîåñåýíç�ç óå õðï-åîÝ�áóç. ¸ó�ù x ï ðá�Ýñáò �çò v ó�ï äÝí�ñï�çò Á��. Åßíáé äçëáäÞ p[v℄ = x êáé `[v℄ = `[x℄ + 1. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå üëåò ïé êïñõöÝò x0ðïõ ãßíïí�áé åîåñåõíçìÝíåò ðñéí �ç x Ý÷ïõí `[x0℄ � `[x℄.ÊÜèå êïñõöÞ v0 ðïõ ãßíå�áé õðï-åîÝ�áóç (êáé ó�ç óõíÝ÷åéá åîåñåõíçìÝíç) ðñéí �ç v óõíäÝå�áéìå áêìÞ åß�å ìå �ç x åß�å ìå êïñõöÞ x0 ðïõ Ýãéíå åîåñåõíçìÝíç ðñéí áðü �çí x. Ç áêìÞ áõ�ÞåîåñåõíÜ�áé áðü �çí Á�� ðñéí åîåñåõíçèåß ç áêìÞ (x; v) êáé ç êïñõöÞ v ãßíåé åîåñåõíçìÝíç.Åöáñìüæïí�áò �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ðñïêýð�åé �ï æç�ïýìåíï: `[v0℄ � `[x℄ + 1 = `[v℄.Ç Á�� áñ÷éêïðïéåß �çí åê�ßìçóç ãéá ìéá êïñõöÞ �ç ó�éãìÞ ðïõ áõ�Þ ãßíå�áé õðï-åîÝ�áóç.Áõ�Þ ç åê�ßìçóç åßíáé �åëéêÞ åðåéäÞ ïé êïñõöÝò åîåñåõíþí�áé óå áýîïõóá óåéñÜ åê�éìÞóåùí êáéïé áêìÝò Ý÷ïõí �ï ßäéï ìÞêïò (Üñá ç åê�ßìçóç ãéá ìéá êïñõöÞ äåí ìðïñåß íá ìéêñýíåé áðü åðüìåíçáêìÞ). Áöïý ïé åê�éìÞóåéò õðïëïãßæïí�áé ìå âÜóç �ï �üñéóìá 5.1 êáé ïé êïñõöÝò ðñïó�ßèåí�áéó�ï äÝí�ñï óå áýîïõóá óåéñÜ åê�éìÞóåùí, ç Á�� ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí ìéá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç(Þ óáí ìéá �á÷ý�åñç õëïðïßçóç) �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Dijkstra ü�áí üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí ìïíáäéáßïìÞêïò. ut¢óêçóç 5.31. Ìéá ðáñáëëáãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ïõ Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý ðñïêýð�åé ü�áí�ï êüó�ïò êÜèå ìïíïðá�éïý åßíáé �ï ìÞêïò �çò ìáêñý�åñçò áêìÞò �ïõ (äçë. �ï êüó�ïò åíüò ìï-íïðá�éïý p åßíáé b(p) = maxe2pfw(e)g). ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w), ìéáò áñ÷éêÞòêïñõöÞò s, êáé ìéáò �åëéêÞò êïñõöÞò t, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï s � t ìïíïðÜ�é åëÜ÷éó�ïõêüó�ïõò. Ôï ðñüâëçìá áõ�ü åßíáé ãíùó�ü óáí �ñüâëçìá �çò Ó�åíùðïý (Bottlene
k Shortest PathProblem). Íá �ñïðïðïéÞóå�å �ïí áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra þó�å íá ëýíåé �ï �ñüâëçìá �çò Ó�å-íùðïý. ÂáóéóìÝíïé ó�çí áðüäåéîç ïñèü�ç�áò �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Dijkstra, íá áðïäåßîå�å �çíïñèü�ç�á �ïõ �ñïðïðïéçìÝíïõ áëãüñéèìïõ ãéá �ï ðñüâëçìá �çò ó�åíùðïý. Óõíå÷ßæåé íá åßíáéáíáãêáßá ç õðüèåóç ü�é ïé áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò äåí Ý÷ïõí áñíç�éêÜ ìÞêç;¢óêçóç 5.32. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ãñáììéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò(äçë. ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n + m)) ãéá �ï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí áðü ìßáÁñ÷éêÞ ÊïñõöÞ óå Ýíá áêõêëéêü êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå âÜñç ó�éò áêìÝò. ÈåùñÞó�å ü�é çáñ÷éêÞ êïñõöÞ äåí Ý÷åé åéóåñ÷üìåíåò áêìÝò.



5.7. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá ãéá ¼ëá �á Æåýãç Êïñõöþí 109Ëýóç. ¸ó�ù G(V;E;w) áêõêëéêü êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, êáé Ýó�ù s ç áñ÷éêÞ êïñõöÞ ìååéóåñ÷üìåíï âáèìü 0. �áñá�çñïýìå ü�é áöïý �ï ãñÜöçìá åßíáé áêõêëéêü, äåí Ý÷åé êýêëïõòáñíç�éêïý ìÞêïõò áêüìç êáé áí êÜðïéåò áêìÝò Ý÷ïõí áñíç�éêÜ ìÞêç.Áñ÷éêÜ õðïëïãßæïõìå óå ãñáììéêü ÷ñüíï ìéá �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç �ùí êïñõöþí ÷ñçóéìï-ðïéþí�áò ÁíáæÞ�çóç �ñþ�á óå ÂÜèïò (Åíü�ç�á 5.3.2). Áöïý ç s äåí Ý÷åé åéóåñ÷üìåíåò áêìÝò,ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é åßíáé ç ðñþ�ç êïñõöÞ ó�çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç.�éá íá õðïëïãßóïõìå �éò áðïó�Üóåéò �ùí êïñõöþí, äéá�çñïýìå ìéá åê�ßìçóç `[u℄ ãéá �çíáðüó�áóç êÜèå êïñõöÞò u áðü �çí s. Áñ÷éêÜ åßíáé `[s℄ = 0 êáé `[u℄ = 1 ãéá êÜèå êïñõöÞu äéáöïñå�éêÞ áðü �çí áñ÷éêÞ. Ï áëãüñéèìïò ðñïóèÝ�åé �éò êïñõöÝò ó�ï ÄÓÌ ìå �ç óåéñÜ ðïõÝ÷ïõí ó�çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç. Êá�Ü �çí ðñïóèÞêç ìéáò êïñõöÞò ó�ï ÄÓÌ, åëÝã÷ïí�áé üëåò ïéåîåñ÷üìåíåò áêìÝò �çò êáé áíáðñïóáñìüæïí�áé ïé åê�éìÞóåéò �ùí ãåé�üíùí �çò. ÁöÞíå�áé óáíÜóêçóç íá äéá�õðþóå�å �ïí áëãüñéèìï óå øåõäïêþäéêá.Ç äéáöïñÜ áõ�ïý �ïõ áëãüñéèìïõ áðü �ïí áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra åßíáé ü�é ïé êïñõöÝò ðñï-ó�ßèåí�áé ó�ï ÄÓÌ ìå �ç óåéñÜ �ïõò ó�çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç êáé ü÷é óå áýîïõóá óåéñÜ �ùíåê�éìÞóåþí �ïõò. Áõ�ü êÜíåé �ïí áëãüñéèìï �á÷ý�åñï, áöïý äåí ÷ñåéÜæå�áé íá ïñãáíþíåé �éò êï-ñõöÝò óå áýîïõóá óåéñÜ åê�éìÞóåùí. Ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé ó�áèåñü ÷ñüíï ãéá �çí ðñïóèÞêçêÜèå êïñõöÞò ó�ï äÝí�ñï. ÊÜèå áêìÞ åîå�Üæå�áé ìßá öïñÜ êáé ç áí�ßó�ïé÷ç áíáðñïóáñìïãÞ åê�ß-ìçóçò ãßíå�áé óå ó�áèåñü ÷ñüíï. ¢ñá ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò�(n+m) üðùò áðáé�åß�áé.�éá �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ, ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�é �ç ó�éãìÞ �çò ðñïóèÞêçò ìéáòêïñõöÞò u ó�ï ÄÓÌ, ç åê�ßìçóç `[u℄ åßíáé ßóç ìå �çí áðüó�áóÞ �çò d(s; u). Áõ�ü ìðïñåß íáãßíåé ìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí �ïõ ÄÓÌ ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ãåãïíüò ü�é üëåò ïéåéóåñ÷üìåíåò áêìÝò ó�çí u Ý÷ïõí Þäç åîå�áó�åß êáé ç åê�ßìçóÞ `[u℄ Ý÷åé ðÜñåé �çí �åëéêÞ �çò �éìÞ.Ï ëüãïò åßíáé ü�é ïé êïñõöÝò ðñïó�ßèåí�áé ó�ï ÄÓÌ ìå �ç óåéñÜ �ïõò ó�çí �ïðïëïãéêÞ äéÜ�áîç.¸�óé üëåò ïé áêìÝò ðïõ êá�áëÞãïõí ó�ç u îåêéíïýí áðü êïñõöÝò ðïõ âñßóêïí�áé Þäç ó�ï ÄÓÌêáé Ý÷ïõí åîå�áó�åß êá�Ü �çí ðñïóèÞêç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí êïñõöþí ó�ï äÝí�ñï. ut5.7 Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá ãéá ¼ëá �á Æåýãç ÊïñõöþíÓå áõ�Þ �çí ðáñáëëáãÞ �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí, èåùñïýìå Ýíá êá-�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå ìÞêç ó�éò áêìÝò, êáé õðïëïãßæïõìå �çí áðüó�áóç d(u; v)êáé Ýíá óõí�ïìü�åñï u � v ìïíïðÜ�é ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí (u; v). Èåùñïýìå ü�é ïé áêìÝò�ïõ ãñáöÞìá�ïò ìðïñåß íá Ý÷ïõí áñíç�éêÜ ìÞêç êáé ü�é �ï ãñÜöçìá ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëïõòáñíç�éêïý ìÞêïõò.¸íáò áðëüò �ñüðïò åßíáé íá åöáñìüóïõìå �ïí áëãüñéèìï �ïõDijkstra (áí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝòáñíç�éêïý ìÞêïõò) Þ �ïí áëãüñéèìï �ùí Bellman-Ford (áí õðÜñ÷ïõí áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò) ìåêÜèå êïñõöÞ u 2 V óáí áñ÷éêÞ. Ï áëãüñéèìïò ãéá �ï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþíáðü ìßá Áñ÷éêÞ ÊïñõöÞ åöáñìüæå�áé n öïñÝò. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé O(nm+n2 logn) ü�áíäåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò, êáé O(n2m) óå ðåñßð�ùóç ýðáñîçò áêìþí áñíç�éêïýìÞêïõò.Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá ðáñïõóéÜóïõìå �ïí áëãüñéèìïõ �ùí Floyd-Warshall ðïõ ëýíåé �ï�ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ãéá ¼ëá �á Æåýãç Êïñõöþí óå ÷ñüíï O(n3) áêüìçêáé áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò. ¼�áí �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý



110 5. Áëãüñéèìïé �ñáöçìÜ�ùíFloyd-Warshall(G(V;E;w))for i 1 to n dofor j  1 to n doif (vi; vj) 2 E then D0[i; j℄ w(vi; vj);else D0[i; j℄ 1;D0[i; i℄ 0;for k  1 to n dofor i 1 to n dofor j  1 to n doif Dk�1[i; j℄ > Dk�1[i; k℄ +Dk�1[k; j℄ thenDk[i; j℄ Dk�1[i; k℄ +Dk�1[k; j℄;else Dk[i; j℄ Dk�1[i; j℄;Ó÷Þìá 5.19: Äéá�ýðùóç �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall óå øåõäïêþäéêá.ìÞêïõò, ï áëãüñéèìïò �ùí Floyd-Warshall åßíáé �á÷ý�åñïò áðü �çí åê�Ýëåóç �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõDijkstra n öïñÝò ìüíï ü�áí �ï ãñÜöçìá åßíáé ðõêíü, Ý÷åé äçëáäÞ �(n2) áêìÝò.5.7.1 Ï Áëãüñéèìïò �ùí Floyd-Warshall×Üñéí áðëü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå áñ÷éêÜ ü�é �ï ãñÜöçìáG(V;E;w) äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò áñíç�éêïýìÞêïõò (ìðïñåß üìùò íá Ý÷åé áêìÝò áñíç�éêïý ìÞêïõò). Ó�ï �Ýëïò �çò åíü�ç�áò, èá äïýìå ðùòäéáðéó�þíïõìå �çí ýðáñîç êýêëùí áñíç�éêïý ìÞêïõò.�éá �çí ðåñéãñáöÞ �ïõ áëãüñéèìïõ, èåùñïýìå ìéá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç áñßèìçóç �ùí êïñõ-öþí. ¸ó�ù ëïéðüí V = fv1; v2; : : : ; vn�1; vng. �éá êÜèå vi; vj 2 V , èåùñïýìå ü�é w(vi; vj) =1áí i 6= j êáé ç áêìÞ (vi; vj) äåí õðÜñ÷åé ó�ï ãñÜöçìá, êáé ü�é w(vi; vi) = 0.Ç âáóéêÞ éäÝá �ïõ áëãüñéèìïõ ðñïêýð�åé áðü �çí éäéü�ç�á ü�é Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�éáðï�åëåß�áé áðü åðéìÝñïõò óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãß-óïõìå �çí áðüó�áóç d(vi; vj) ãéá êÜðïéåò êïñõöÝò vi; vj 2 V êáé ãíùñßæïõìå �éò ``åíäéÜìåóåò''áðïó�Üóåéò d(vi; vk) êáé d(vk; vj) ãéá üëåò �éò êïñõöÝò vk 2 V n fvi; vjg (âÝâáéá ïé `åíäéÜìåóåò''áðïó�Üóåéò êáé åßíáé åðßóçò ìÝñïò �ïõ æç�ïýìåíïõ ó�ç óõãêåêñéìÝíç ðáñáëëáãÞ). Áí �ï óõí�ï-ìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é äåí Ý÷åé êáìßá åíäéÜìåóç êïñõöÞ, ç áðüó�áóÞ d(vi; vj) åßíáé ßóç ìå�ï ìÞêïò �çò áêìÞò (vi; vj). Áí �ï óõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é äéÝñ÷å�áé áðü �çí êïñõöÞ vk,�ï ðñþ�ï �ìÞìá �ïõ áðï�åëåß Ýíá óõí�ïìü�åñï vi � vk ìïíïðÜ�é êáé �ï äåý�åñï �ìÞìá �ïõ Ýíáóõí�ïìü�åñï vk � vj ìïíïðÜ�é (�ñü�áóç 5.5). ÖõóéêÜ �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ðñïêýð�åé áðü�çí êáëý�åñç åðéëïãÞ. Ìå Üëëá ëüãéá,d(vi; vj) = minfw(vi; vj); minvk2V nfvi;vjgfd(vi; vk) + d(vk; vj)g (5.4)Ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshall âáóßæå�áé ó�çí ðáñáðÜíù éäÝá êáé ÷ñçóéìïðïéåß �çí �å÷íéêÞ �ïõäõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá íá õðïëïãßóåé �éò üëåò �éò áðïó�Üóåéò ìå bottom-up �ñüðï. �éá�ï óõó�çìá�éêü bottom-up õðïëïãéóìü �ùí áðïó�Üóåùí, èåùñïýìå �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõvi � vj ìïíïðá�éïý ìå êïñõöÝò ìüíï áðü �ï óýíïëï Vk = fv1; : : : ; vkg, ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; n.Ìå Üëëá ëüãéá, õðïëïãßæïõìå �ï ìÞêïõò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ vi � vj ìïíïðá�éïý ìå åíäéÜìåóåò
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Ó÷Þìá 5.20: �áñÜäåéãìá ãñáöÞìá�ïò ãéá �çí åöáñìïãÞ �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall.êïñõöÝò ìüíï áðü �ï Vk, ãéá ïëïÝíá êáé ìåãáëý�åñá óýíïëá Vk. Áñ÷éêÜ V0 = ;, êáé ç ìüíçåðéëïãÞ åßíáé ç áêìÞ (vi; vj). ÔåëéêÜ, k = n êáé Vn = V , ïðü�å êá�áëÞãïõìå ó�ï óõí�ïìü�åñïvi � vj ìïíïðÜ�é.�éá êÜèå (vi; vj) 2 V � V , êáé ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; n, Ýó�ù Dk[vi; vj ℄ �ï ìÞêïò �ïõóõí�ïìü�åñïõ vi� vj ìïíïðá�éïý ìå åíäéÜìåóåò êïñõöÝò ìüíï áðü �ï óýíïëï Vk = fv1; : : : ; vkg.Áñ÷éêÜ åßíáé D0[vi; vj ℄ = w(vi; vj) ãéá�ß V0 = ;. ¸ó�ù ü�é ãéá êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç �éìÞ �ïõ k,Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé �éò áðïó�Üóåéò Dk[vi; vj ℄ ãéá êÜèå (vi; vj) 2 V � V .Ôï óõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é ìå åíäéÜìåóåò êïñõöÝò ìüíï áðü �ï óýíïëï Vk+1 = Vk [fvk+1g äéÝñ÷å�áé êáìßá Þ ìßá öïñÜ áðü �çí êïñõöÞ vk+1 (äåí äéÝñ÷å�áé ðåñéóóü�åñåò ãéá�ßðñüêåé�áé ãéá ìïíïðÜ�é). Áí äåí äéÝñ÷å�áé áðü �çí vk+1, �ï óõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é ìååíäéÜìåóåò êïñõöÝò ìüíï áðü �ï Vk+1 Ý÷åé ìÞêïò Dk+1[vi; vj ℄ = Dk[vi; vj ℄ (�áõ�ßæå�áé ìå �ïóõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é ìå åíäéÜìåóåò êïñõöÝò áðü �ï Vk). Äéáöïñå�éêÜ, �ï óõí�ïìü�åñïvi � vj ìïíïðÜ�é áðï�åëåß�áé áðü �ï óõí�ïìü�åñï vi � vk ìïíïðÜ�é êáé �ï óõí�ïìü�åñï vk � vjìïíïðÜ�é áìöü�åñá ìå åíäéÜìåóåò êïñõöÝò ìüíï áðü �ï Vk. Ôï óõíïëéêü ìÞêïò áõ�ïý �ïõìïíïðá�éïý åßíáéDk+1[vi; vj ℄ = Dk[vi; vk℄+Dk[vk; vj ℄. Ôï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áêïëïõèåß �çíêáëý�åñç áðü �éò ðáñáðÜíù åðéëïãÝò. ÅðïìÝíùò,Dk+1[vi; vj ℄ = minfDk[vi; vj ℄;Dk[vi; vk℄ +Dk[vk; vj ℄gÁðü �çí ðáñáðÜíù áíÜëõóç ðñïêýð�åé ç áêüëïõèç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ãéá �ïí õðïëïãéóìü�çò áðüó�áóçò ìå�áîý åíüò æåýãïõò êïñõöþí vi êáé vj . ÔåëéêÜ åßíáé ç áðüó�áóç d(vi; vj) åßíáéßóç ìå Dn[vi; vj ℄.Dk[vi; vj ℄ =( w(vi; vj) ãéá k = 0minfDk�1[vi; vj ℄;Dk�1[vi; vk℄ +Dk�1[vk; vj ℄g ãéá k = 1; 2; : : : ; n (5.5)Ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (5.5) áðï�åëåß Ýíá äéáöïñå�éêü �ñüðï íá ãñÜøïõìå �ç ó÷Ýóç (5.4) êáéíá õðïëïãßóïõìå �éò áðïó�Üóåéò Dk[vi; vj ℄ ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí �áõ�ü÷ñïíá. Ç óçìáí�éêÞðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é �á ìÞêç Dk ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí ðñïêýð�ïõí åýêïëá áí Ý÷ïõìåõðïëïãßóåé �á ìÞêç Dk�1 ãéá üëá �á æåýãç �ùí êïñõöþí. �éá êÜèå k = 0; 1; : : : ; n, ìðïñïýìåíá áðïèçêåýïõìå �á ìÞêç Dk óå Ýíáí ðßíáêá n � n. Ï áñ÷éêüò ðßíáêáò D0 ðåñéÝ÷åé �á âÜñç�ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ïé áðïó�Üóåéò ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí äßíïí�áé áðü �ïí �åëéêüðßíáêá Dn.Ìðïñïýìå ëïéðüí íá õðïëïãßóïõìå �éò áðïó�Üóåéò ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí õðïëïãßæïí�áò�çí áêïëïõèßá ðéíÜêùí D0;D1; : : : ;Dn. Áõ�ü áêñéâþò êÜíåé ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshall. Ï
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D0 =0BBBBB� 0 1 1 �2 11 0 �1 3 11 1 0 2 11 1 1 0 43 5 1 1 0

1CCCCCA D1 =0BBBBB� 0 1 1 �2 11 0 �1 3 11 1 0 2 11 1 1 0 43 4 1 1 0
1CCCCCA

D2 =0BBBBB� 0 1 0 �2 11 0 �1 3 11 1 0 2 11 1 1 0 43 4 3 1 0
1CCCCCA D3 =0BBBBB� 0 1 0 �2 11 0 �1 1 11 1 0 2 11 1 1 0 43 4 3 1 0

1CCCCCA
D4 =0BBBBB� 0 1 0 �2 21 0 �1 1 51 1 0 2 61 1 1 0 43 4 3 1 0

1CCCCCA D5 =0BBBBB� 0 1 0 �2 28 0 �1 1 59 10 0 2 67 8 7 0 43 4 3 1 0
1CCCCCAÓ÷Þìá 5.21: Ç áêïëïõèßá ðéíÜêùí D0;D1; : : : ;D5 ðïõ õðïëïãßæåé ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshallãéá �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.20.øåõäïêþäéêáò �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall äßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.19. Ç áêïëïõèßá �ùí ðéíÜêùíD0; D1; : : : ;Dn ðïõ õðïëïãßæåé ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshall ãéá �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.20öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.21.Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall êáèïñßæå�áé áðü �á �ñßá for-loops ðïõåîå�Üæïõí üëåò �éò �ñéÜäåò (k; i; j) 2 f1; : : : ; ng3 êáé åßíáé �(n3). Ï áëãüñéèìïò áðáé�åß �(n2)èÝóåéò ìíÞìçò, áöïý ãéá êÜèå k = 1; : : : ; n, áñêåß íá êñá�Üìå ó�ç ìíÞìç �ïõò ðßíáêåò Dk êáéDk�1.Ç ýðáñîç êýêëùí áñíç�éêïý ìÞêïõò äéáðéó�þíå�áé åýêïëá åëÝã÷ïí�áò �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá�ïõ ðßíáêá Dn ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ. Ìéá êïñõöÞ vi áíÞêåé óå êýêëï áñíç�éêïý ìÞêïõò áíêáé ìüíï áí åßíáé Dn[vi; vi℄ < 0 ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall.5.7.2 ÁíáðÜñáó�áóç Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ãéá ¼ëá �á Æåýãç ÊïñõöþíÇ åðßëõóç �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ùí Óõí�ïìü�åñùíÌïíïðá�éþí ãéá¼ëá �á Æåýãç Êïñõöþí áðáé�åßáêüìç �ïí õðïëïãéóìü �ùí ßäéùí �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí. Ôá óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá ãéáüëá �á æåýãç êïñõöþí áíáðáñßó�áí�áé ìå n ÄÝí�ñá Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí (ÄÓÌ), Ýíá ãéáêÜèå áñ÷éêÞ êïñõöÞ.¸íá ÄÓÌ ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ vi áíáðáñßó�á�áé ìÝóù �ïõ ðßíáêá p ìå n ó�ïé÷åßá. Ôï ó�ïé÷åßïp[vj ℄ äçëþíåé �ïí ðá�Ýñá êÜèå êïñõöÞò vj ó�ï ÄÓÌ ìå ñßæá �çí vi. ÄçëáäÞ, �ï p[vj ℄ äçëþíåé�çí �åëåõ�áßá êïñõöÞ ðñéí �ç vj ó�ï óõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é. �éá íá áíáðáñáó�Þóïõìån ÄÓÌ, ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíáí ðßíáêá P ìå n � n ó�ïé÷åßá. Ôá ó�ïé÷åßá �çò i-ïó�Þò ãñáììÞò�ïõ ðßíáêá P áíáðáñéó�ïýí �ï ÄÓÌ ìå ñßæá �çí êïñõöÞ vi, i = 1; : : : ; n. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéáêÜèå æåýãïò êïñõöþí (vi; vj), �ï ó�ïé÷åßï P [vi; vj ℄ äçëþíåé �çí �åëåõ�áßá êïñõöÞ ðñéí �ç vj ó�ïóõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é. Áí ç vj äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �ç vi Þ ïé êïñõöÝò vi êáé vj�áõ�ßæïí�áé (äçë. i = j), �ï ó�ïé÷åßï P [vi; vj ℄ Ý÷åé �çí �éìÞ NIL.



5.7. Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá ãéá ¼ëá �á Æåýãç Êïñõöþí 113Ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå �ïí ðßíáêá P ìå �ïí áëãüñéèìï Floyd-Warshall. Ç éäÝáåßíáé íá õðïëïãßóïõìå ìéá áêïëïõèßá ðéíÜêùí P0; P1; : : : ; Pn ðïõ âñßóêå�áé óå áí�éó�ïé÷ßá ìå �éòáðïó�Üóåéò �ùí ðéíÜêùíD0;D1; : : : ;Dn. ÓõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò Pk ðåñéÝ÷åé �á ÄÓÌ ãéá üëåò�éò áñ÷éêÝò êïñõöÝò vi ðïõ Ý÷ïõí åíäéÜìåóåò êïñõöÝò ìüíï áðü �ï óýíïëï Vk = fv1; : : : ; vkg.Ï áñ÷éêüò ðßíáêáò P0 áðï�åëåß ìéá åíáëëáê�éêÞ ìïñöÞ �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò. ÓõãêåêñéìÝíá, �ï ó�ïé÷åßï P0[vi; vj ℄ åßíáé ßóï ìå vi ü�áí ç áêìÞ (vi; vj) õðÜñ÷åé ó�ïãñÜöçìá, êáé åßíáé ßóï ìå NIL ü�áí i = j Þ (vi; vj) 62 E. ÔõðéêÜ,P0[vi; vj ℄ =( NIL áí i = j Þ (vi; vj) 62 Evi äéáöïñå�éêÜÏ õðïëïãéóìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá Pk áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá Pk�1 áêïëïõèåß�ïí õðïëïãéóìü �ùí áðïó�Üóåùí �ïõ ðßíáêá Dk áðü �éò áðïó�Üóåéò �ïõ ðßíáêá Dk�1. ÁíDk�1[vi; vj ℄ � Dk�1[vi; vk℄ +Dk�1[vk; vj ℄, �ï ìïíïðÜ�é ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï Dk[vi; vj ℄ äåí äéÝñ-÷å�áé áðü �çí êïñõöÞ vk. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, èÝ�ïõìå Pk[vi; vj ℄ = Pk�1[vi; vj ℄ áöïý �ïóõí�ïìü�åñï vi� vj ìïíïðÜ�é (Üñá êáé ï ðá�Ýñáò �çò vj ó�ï áí�ßó�ïé÷ï ÄÓÌ) äåí ìå�áâÜëëå�áéü�áí èåùñÞóïõìå �çí vk óáí åíäéÜìåóç êïñõöÞ. Áí Dk�1[vi; vj ℄ > Dk�1[vi; vk℄ +Dk�1[vk; vj ℄,�ï ìïíïðÜ�é ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï Dk[vi; vj ℄ äéÝñ÷å�áé áðü �çí êïñõöÞ vk. ÈÝ�ïõìå ëïéðüíPk[vi; vj ℄ = Pk�1[vk; vj ℄ åðåéäÞ �ï êá�áëçê�éêü �ìÞìá �ïõ íÝïõ óõí�ïìü�åñïõ vi � vj ìïíï-ðá�éïý åßíáé �ï óõí�ïìü�åñï vk � vj ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�ï ðßíáêá Pk�1. ÅðïìÝíùò,ï ðá�Ýñáò �çò vj ó�ï íÝï óõí�ïìü�åñï vi � vj ìïíïðÜ�é åßíáé ßäéïò ìå �ïí ðá�Ýñá �çò vj ó�ïóõí�ïìü�åñï vk � vj ìïíïðÜ�é ðïõ õðïëïãßó�çêå ó�çí ðñïçãïýìåíç öÜóç �ïõ áëãüñéèìïõ.Áðü �á ðáñáðÜíù ðñïêýð�åé ü�é �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá Pk ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí áðü�á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá Pk�1 ìå âÜóç �çí áêüëïõèç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç. ÔåëéêÜ, �á óõí�ïìü�åñáìïíïðÜ�éá ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí äßíïí�áé áðü �ïí ðßíáêá Pn.Pk[vi; vj ℄ =( Pk�1[vi; vj ℄ áí Dk�1[vi; vj ℄ � Dk�1[vi; vk℄ +Dk�1[vk; vj ℄Pk�1[vk; vj ℄ áí Dk�1[vi; vj ℄ > Dk�1[vi; vk℄ +Dk�1[vk; vj ℄Ç áñ÷éêïðïßçóç �ïõ ðßíáêá P0 êáé ï õðïëïãéóìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá Pk áðü �áó�ïé÷åßá �ïõ Pk�1 ìðïñåß åýêïëá íá åíóùìá�ùèåß ó�çí áñ÷éêÞ äéá�ýðùóç �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ ðáñáìÝíåé �(n3). Ïé áðáé�Þóåéò óå ìíÞìçðáñáìÝíïõí �(n2) ãéá�ß ï õðïëïãéóìüò �ïõ Pk áðáé�åß ìüíï �á ó�ïé÷åßá �ïõ Pk�1.¢óêçóç 5.33. Íá �ñïðïðïéÞóå�å �ïí øåõäïêþäéêá �ïõ áëãüñéèìïõ Floyd-Warshall þó�å íá õðï-ëïãßæåé åðßóçò �á Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá ãéá ¼ëá �á Æåýãç Êïñõöþí êáé íá �á áðïèçêåýåéó�ïí ðßíáêá Pn. Íá õðïëïãßóå�å �çí áêïëïõèßá ðéíÜêùí P0; P1; : : : ; P5 êáé �á ÄÓÌ ðïõ áí�é-ó�ïé÷ïýí ó�ïí ðßíáêá P5 ãéá �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.20.Ëýóç. Ïé ðßíáêåò P0; P1; : : : ; P5 ãéá �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.20 öáßíïí�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.23.Ôá ÄÓÌ ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïí ðßíáêá P5 öáßíïí�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.22. ut¢óêçóç 5.34. Íá åöáñìüóå�å �ïí áëãüñéèìï Floyd-Warshall ó�ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.15.
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Ó÷Þìá 5.22: Ôá ÄÝí�ñá Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ãéá �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.20.5.8 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝòÔá âéâëßá [21, 24, 12℄ áðï�åëïýí åîáéñå�éêÞ åéóáãùãÞ ó�ç Èåùñßá �ñáöçìÜ�ùí. Ôï [21℄ áðï�åëåßáêüìç êáé óÞìåñá �ï êëáóéêü åéóáãùãéêü âéâëßï ó�ç Èåùñßá �ñáöçìÜ�ùí. Ôï [24℄ åßíáé ìå�á-ãåíÝó�åñï êáé êáëýð�åé åðßóçò áëãïñéèìéêÜ èÝìá�á êáé åöáñìïãÝò �çò Èåùñßáò �ñáöçìÜ�ùí.Ôï [12℄ åßíáé ðñüóöá�ï êáé êáëýð�åé üëåò �éò �åëåõ�áßåò åîåëßîåéò ó�ç Èåùñßá �ñáöçìÜ�ùí.Ôï [19℄ áðï�åëåß �ï ðñþ�ï âéâëßï ãéá áëãüñéèìïõò ãñáöçìÜ�ùí êáé äéê�ýùí. Ìéá åîáéñå�éêÞåéóáãùãÞ ó�ïõò áëãüñéèìïõò ãñáöçìÜ�ùí õðÜñ÷åé ó�ï [11℄, üðïõ ï áíáãíþó�çò ìðïñåß íá âñåéðïëëÜ ðáñáäåßãìá�á êáé áóêÞóåéò. ¢ëëá ðáñáäåßãìá�á âéâëßùí ðïõ óõæç�ïýí åê�åíþò êáé óåâÜèïò ðïëëïýò áëãüñéèìïõò ãñáöçìÜ�ùí åßíáé �á [17, 41, 32, 2℄. Ôï [17℄ ðáñïõóéÜæåé óå âÜèïòðïëëïýò áëãüñéèìïõò ãñáöçìÜ�ùí. Ôï [41℄ áíáëýåé ëåð�ïìåñþò ðïëëÜ æç�Þìá�á ðïõ ó÷å�ßæïí�áéìå �ï ó÷åäéáóìü êáé �çí áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç áëãüñéèìùí ãñáöçìÜ�ùí. Ôï [41℄ äßíåé Ýìöáóçó�éò äïìÝò äåäïìÝíùí ðïõ åðé�ñÝðïõí �çí ðëÝïí áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç �ùí áëãïñßèìùí. Ôï [32℄áðï�åëåß Ýíá êëáóéêü âéâëßï ó�çí ðåñéï÷Þ �çò óõíäõáó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò. Ç ðáñïõóßáóç �ùíáëãüñéèìùí ó�ï [32℄ âáóßæå�áé ó�ï ðáñÜäåéãìá �ïõ �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïý (Linear Pro-gramming). Ôï [32℄ ðñáãìá�åýå�áé áêüìç æç�Þìá�á üðùò ç ìÝèïäïò �çò áðëçó�ßáò, ï äõíáìéêüòðñïãñáììá�éóìüò, ç ðëçñü�ç�á ãéá �çí êëÜóçNP, êáé ïé áëãüñéèìïé ðñïóÝããéóçò. Ôï [2℄ áðï�å-ëåß Ýíá åîáéñå�éêü âéâëßï ðïõ êáëýð�åé üëï �ï öÜóìá �ùí áëãüñéèìùí ãñáöçìÜ�ùí êáé äéê�ýùí.Ç ðáñïõóßáóç �ùí áëãüñéèìùí ó�ï [2℄ åßíáé ðëÞñçò, êá�áíïç�Þ, êáé óå âÜèïò. Åê�üò áðü �çèåùñßá êáé �éò âáóéêÝò éäÝåò ðßóù áðü �ïõò áëãüñéèìïõò, �ï [2℄ ðáñïõóéÜæåé ðïëëÝò åöáñìïãÝò
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P0 =0BBBBB� NIL 1 NIL 1 NILNIL NIL 2 2 NILNIL NIL NIL 3 NILNIL NIL NIL NIL 45 5 NIL NIL NIL

1CCCCCA P1 =0BBBBB� NIL 1 NIL 1 NILNIL NIL 2 2 NILNIL NIL NIL 3 NILNIL NIL NIL NIL 45 1 NIL 1 NIL
1CCCCCA

P2 =0BBBBB� NIL 1 2 1 NILNIL NIL 2 2 NILNIL NIL NIL 3 NILNIL NIL NIL NIL 45 1 2 1 NIL
1CCCCCA P3 =0BBBBB� NIL 1 2 1 NILNIL NIL 2 3 NILNIL NIL NIL 3 NILNIL NIL NIL NIL 45 1 2 1 NIL

1CCCCCA
P4 =0BBBBB� NIL 1 2 1 4NIL NIL 2 3 4NIL NIL NIL 3 4NIL NIL NIL NIL 45 1 2 1 NIL

1CCCCCA P5 =0BBBBB� NIL 1 2 1 45 NIL 2 3 45 1 NIL 3 45 1 2 NIL 45 1 2 1 NIL
1CCCCCAÓ÷Þìá 5.23: Ç áêïëïõèßá ðéíÜêùí P0; P1; : : : ; P5 ðïõ õðïëïãßæåé ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshallãéá �ï ãñÜöçìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.20.êáé óõæç�Ü �çí áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç �ùí áëãïñßèìùí.�ïëëÝò åöáñìïãÝò �çò ÁíáæÞ�çóçò �ñþ�á óå �ëÜ�ïò õðÜñ÷ïõí ó�ï [1℄. �éá åöáñìïãÝò �çòÁíáæÞ�çóçò �ñþ�á óå ÂÜèïò, ðñï�åßíïí�áé ó�ïí áíáãíþó�ç �á áí�ßó�ïé÷á êåöÜëáéá áðü �á[7, 11℄ êáèþò êáé �ï Üñèñï [40℄.�éá �ï �ñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ, ï áëãüñéèìïò �ïõ Kruskal ðáñïõóéÜ-ó�çêå �ï 1956 [27℄. Ï áëãüñéèìïò �ïõ Prim ðáñïõóéÜó�çêå �ï 1957 [35℄, áëëÜ åß÷å Þäç åöåõñåèåßáðü �ïí Jarnik �ï 1930.�éá �ï �ñüâëçìá �ùí Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí, ï áëãüñéèìïò �ïõ Dijkstra ðáñïõóéÜó�çêå�ï 1959 [14℄. Ï áëãüñéèìïò �ùí Bellman-Ford ðáñïõóéÜó�çêå �ï 1958 êáé ïöåßëå�áé óå áíåîÜñ-�ç�åò åñãáóßåò �ùí R. Bellman [4℄ êáé L. Ford [19℄. Ï áëãüñéèìïò �ùí Floyd-Warshall ðáñïõóéÜ-ó�çêå åðßóçò �ï 1962 êáé ïöåßëå�áé óå áíåîÜñ�ç�åò åñãáóßåò �ùí R. Floyd [18℄ êáé S. Warshall[43℄. ÌÜëéó�á, ç åñãáóßá �ïõ R. Warshall áöïñïýóå �ïí õðïëïãéóìü óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá-�éþí êáé óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí óå ãñáöÞìá�á ìå áêìÝò ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò õðïëïãßæïí�áò �éòäõíÜìåéò �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò.
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6 Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áÇ Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò (Computational Complexity Theory) åîå�Üæåé �ïõòëüãïõò ãéá �ïõò ïðïßïõò ìåñéêÜ ðñïâëÞìá�á åßíáé äýóêïëï Þ áäýíá�ïí íá ëõèïýí áðü Ýíáíõðïëïãéó�Þ. Ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á (Þ áðëÜ ðïëõðëïêü�ç�á), ðïõ ïõóéáó�éêÜ äåí õðÞñ÷åóáí åðéó�çìïíéêÞ ðåñéï÷Þ ðñéí �ñéÜí�á ÷ñüíéá, ãíþñéóå ñáãäáßá áíÜð�õîç êáé óÞìåñá áðï�åëåßìßá áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò ðåñéï÷Ýò �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí.Áðü �ç Èåùñßá Õðïëïãéóìïý, ãíùñßæïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìá�á ðïõ äåí ìðïñïýí íáëõèïýí áðü Ýíáí õðïëïãéó�Þ. ¸íá �Ý�ïéï ðáñÜäåéãìá åßíáé �ï äéÜóçìï ðñüâëçìá �ïõ �åñìá�éóìïýìéáò ìç÷áíÞò Turing (Halting Problem).Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, õðÜñ÷åé ç ðëçèþñá ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá ëõèïýí áðü �ïõòõðïëïãéó�Ýò. Óå áõ�Þ �çí êá�çãïñßá åí�Üóóïí�áé üëá �á ðñïâëÞìá�á ðïõ óõíáí�Þóáìå ìÝ÷ñé�þñá. �éá áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á, ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò ìåëå�Ü �çí ðïóü�ç�á�ùí õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åðßëõóç êÜèå ðñïâëÞìá�ïò óå äéÜöïñá áí�é-ðñïóùðåõ�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá. ¸íá êåí�ñéêü åñþ�çìá åßíáé ç åðßäñáóç �ïõ õðïëïãéó�éêïýìïí�Ýëïõ ó�ïõò ðüñïõò ðïõ áðáé�åß ç åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.�éá íá êáèïñßóåé �ïõò õðïëïãéó�éêïýò ðüñïõò ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åðßëõóç �ùí ðñï-âëçìÜ�ùí óå äéÜöïñá õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá, ç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áò åí�Üóóåé �á ðñïâëÞìá�áóå êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò (
omplexity 
lasses), äçëáäÞ ïìÜäåò ðñïâëçìÜ�ùí ìå ðáñüìïéá óõ-ìðåñéöïñÜ. Ôá ðñïâëÞìá�á êÜèå êëÜóçò áíÜãïí�áé óå Ýíáí ó÷å�éêÜ ìéêñü áñéèìü ðñïâëçìÜ�ùíðïõ èåùñïýí�áé áí�éðñïóùðåõ�éêÜ ãéá üëç �çí êëÜóç. Ôá ðñïâëÞìá�á áõ�Ü ïíïìÜæïí�áé ðëÞñç(
omplete) ãéá �çí êëÜóç. Ïé ìÝèïäïé áíáãùãÞò åîáóöáëßæïõí ü�é áí êÜðïéá óçìáí�éêÞ ðñüïäïòóõìâåß ó�çí åðßëõóç åíüò ðëÞñïõò ðñïâëÞìá�ïò, áõ�Þ èá Ý÷åé åöáñìïãÞ ó�çí åðßëõóç üëùí �ùíðñïâëçìÜ�ùí �çò êëÜóçò.6.1 Áëãüñéèìïé êáé �ñïâëÞìá�á�éá �ç Èåùñßá Áëãïñßèìùí, Ýíá õðïëïãéó�éêü ðñüâëçìá åßíáé �ï ìáèçìá�éêü ìïí�Ýëï åíüò ðñáã-ìá�éêïý ðñïâëÞìá�ïò ðïõ ðñÝðåé íá ëõèåß áðïäï�éêÜ. Ç óõí�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá �ùí ðñïâëçìÜ-�ùí ðïõ åîå�Üæïí�áé áðü �ç Èåùñßá Áëãïñßèìùí åßíáé ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò. Ç ðåñé-ãñáöÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò âñßóêå�áé óå áí�éó�ïé÷ßá ìå �ï ðñáãìá�éêü ðñüâëçìá. Ç ðåñéãñáöÞ �ùíáëãüñéèìùí óå øåõäïêþäéêá åðé�ñÝðåé �çí åýêïëç õëïðïßçóÞ �ïõò óå äéÜöïñåò ãëþóóåò ðñï-ãñáììá�éóìïý êáé �ç ÷ñÞóç �ïõò ãéá �çí åðßëõóç óõãêåêñéìÝíùí ó�éãìéü�õðùí �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Ôï ãåãïíüò ü�é áëãüñéèìïé ó÷åäéÜæïí�áé ãéá íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ó�çí ðñÜîç êáèéó�Ü áíáãêáßï�ïí áêñéâÞ ðñïóäéïñéóìü �ùí õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ áðáé�åß ç åðßëõóç åíüò ó�éãìéü�õðïõ.�éá �ç Èåùñßá �ïëõðëïêü�ç�áò, �á õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á åßíáé ìáèçìá�éêÝò ïí�ü�ç�åò117



118 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áðïõ êáè' áõ�Ýò ÷ñÞæïõí ìåëÝ�çò. Ôá ðñïâëÞìá�á ðåñéãñÜöïí�áé óáí �õðéêÝò ãëþóóåò (formallanguages) êáé ïé áëãüñéèìïé óáí õðïëïãéó�éêÝò ìç÷áíÝò åéäéêïý óêïðïý. Ï ðñïóäéïñéóìüò �ùíõðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ áðáé�åß�áé ãéá �ç ëýóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò äåí ÷ñåéÜæå�áé íá åßíáéáêñéâÞò, áöïý åêåßíï ðïõ åíäéáöÝñåé åßíáé ç êá�çãïñßá �ùí óõíáñ�Þóåùí êáé ü÷é ç áêñéâÞò�Üîç ìåãÝèïõò.�éá �ç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áò, Ýíá ðñüâëçìá � åßíáé ìßá äõáäéêÞ ó÷Ýóç ðïõ ðåñéëáìâÜíåéüëá �á äéáöïñå�éêÜ æåýãç �ùí ó�éãìéü�õðùí �ïõ � êáé �ùí ëýóåùí �ïõò. Óáí ðáñÜäåéãìá, áòèåùñÞóïõìå �ï ðñüâëçìá �ïõ Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý Æåýãïõò Êïñõöþí. ¸íá ó�éãìéü�õðïáðï�åëåß�áé áðü êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå ìÞêç ó�éò áêìÝò G(V;E;w), êáé äýï êïñõöÝò s; t 2V . ÊÜèå �Ý�ïéá �ñéÜäá áðï�åëåß Ýíá Ýãêõñï ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. ÊÜèå óõí�ïìü�åñïìïíïðÜ�é áðü �çí s ó�çí t áðï�åëåß ìßá ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Óáí ëýóç ìðïñåß íá èåùñçèåßåðßóçò êáé �ï êåíü ìïíïðÜ�é ðïõ äçëþíåé ü�é ç t äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s. ÅðåéäÞ �ïóõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é äåí åßíáé ìïíáäéêü, Ýíá ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ìðïñåß íá Ý÷åéðåñéóóü�åñåò áðü ìßá ëýóåéò.Ôï ðñüâëçìá �ïõ Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý Æåýãïõò Êïñõöþí åßíáé Ýíá ðñüâëçìá âåë�é-ó�ïðïßçóçò. ÄåäïìÝíçò ìéáò �ñéÜäáò (G(V;E;w); s; t), æç�åß�áé �ï óõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é.ÊÜèå s�t ìïíïðÜ�é áðï�åëåß áðïäåê�Þ ëýóç. ÂÝë�éó�ç ëýóç åßíáé êÜèå s�t ìïíïðÜ�é ìå åëÜ÷éó�ïóõíïëéêü ìÞêïò.¸íáò äéáöïñå�éêüò �ñüðïò íá ðåñéãñáöåß �ï ðñüâëçìá �ïõ Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý åßíáéíá èåùñÞóïõìå Ýíáí áñéèìü - öñÜãìá B êáé íá åîå�Üóïõìå áí õðÜñ÷åé s� t ìïíïðÜ�é t ìå ìÞêïò�ï ðïëý . ¸íá ó�éãìéü�õðï êáèïñßæå�áé áðü ìßá �å�ñÜäá (G(V;E;w); s; t; B). Ïé äõíá�Ýò ëýóåéò�ïõ ðñïâëÞìá�ïò óå áõ�Þ �ç ìïñöÞ åßíáé äýï: ÍÁÉ êáé Ï×É. ÊÜèå ðñüâëçìá ðïõ Ý÷åé óýíïëïëýóåùí fÍÁÉ;Ï×Ég ïíïìÜæå�áé ðñüâëçìá áðüöáóçò (de
ision problem).Ïñéóìüò 6.1. ¸íá ðñüâëçìá � åßíáé ìßá äõáäéêÞ ó÷Ýóç ó�ï êáñ�åóéáíü ãéíüìåíï �ïõ óõíüëïõ�ùí ó�éãìéü�õðùí êáé �ïõ óõíüëïõ S �ùí ëýóåùí, � � I � S. ¸íá æåýãïò (i; s) 2 � ü�áí �ï iåßíáé Ýíá Ýãêõñï ó�éãìéü�õðï �ïõ� êáé �ï s ìßá ëýóç �ïõ i. ¸íá ðñüâëçìá ïíïìÜæå�áé ðñüâëçìááðüöáóçò ü�áí Ý÷åé äýï ìüíï ëýóåéò ÍÁÉ êáé Ï×É.Ó�çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, áó÷ïëïýìáó�å êõñßùò ìå ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò. ÊÜèåðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò ìðïñåß íá ãñáöåß óáí ðñüâëçìá áðüöáóçò ìå �çí ðñïóèÞêç åíüòáñéèìïý - öñÜãìá�ïò B. Ó�ï ðñüâëçìá áðüöáóçò æç�Üìå �çí áðÜí�çóç ó�çí åñþ�çóç ``ÕðÜñ÷åéáðïäåê�Þ ëýóç ìå êüó�ïò �ï ðïëý B;'' ðñïêåéìÝíïõ ãéá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò, êáé ``ÕðÜñ-÷åé áðïäåê�Þ ëýóç ìå êÝñäïò �ïõëÜ÷éó�ïí B;'' ðñïêåéìÝíïõ ãéá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò. ÁíÝíá ðñüâëçìá áðüöáóçò ìðïñåß íá ëõèåß áðïäï�éêÜ (ð.÷. óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï), �ü�å êáé �ïáí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò ìðïñåß íá ëõèåß áðïäï�éêÜ (ð.÷. óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï),êáé áí�ßó�ñïöá.¸íáò áðü �ïõò óçìáí�éêü�åñïõò ëüãïõò ãéá �ïõò ïðïßïõò ó�ç Èåùñßá �ïëõðëïêü�ç�áò ìå-ëå�Üìå ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò åßíáé ü�é áõ�Ü åðé�ñÝðïõí �ç ÷ñÞóç ìáèçìá�éêþí åñãáëåßùí áðü�çí ðåñéï÷Þ �ùí �õðéêþí ãëùóóþí (formal languages).�éá íá ëõèåß êÜðïéï ðñüâëçìá, ðñÝðåé �á ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò íá áíáðáñáó�áèïýíìå �ñüðï áí�éëçð�ü áðü �ïí õðïëïãéó�Þ. �éá �ï óêïðü áõ�ü, ÷ñçóéìïðïéïýìå ìßá êùäéêïðïßçóç(en
oding) e ðïõ áí�éó�ïé÷åß êÜèå ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò óå ìéá ìïíáäéêÞ óõìâïëïóåéñÜ



6.1. Áëãüñéèìïé êáé �ñïâëÞìá�á 119e(i) åíüò áëöÜâç�ïõ � ìå �ïõëÜ÷éó�ïí äýï óýìâïëá1. Ôï ìÞêïò �ïõ e(i) ïíïìÜæå�áé ìÝãåèïò �ïõó�éãìéü�õðïõ i. Ìéá (�õðéêÞ) ãëþóóá � ðïõ ïñßæå�áé óå Ýíá áëöÜâç�ï � åßíáé Ýíá õðïóýíïëï �ïõ��, äçëáäÞ �ïõ óõíüëïõ üëùí �ùí ðåðåñáóìÝíùí óõìâïëïóåéñþí �ïõ � óõìðåñéëáìâáíïìÝíçòêáé �çò êåíÞò óõìâïëïóåéñÜò. ¼ðùò �ï éóïäýíáìï åíüò ó�éãìéü�õðïõ i åßíáé ç óõìâïëïóåéñÜ e(i)�ïõ �, �ï éóïäýíáìï åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò � åßíáé ç ãëþóóá L(�; e) �ïõ ��.Ïñéóìüò 6.2. ÄåäïìÝíïõ åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò � êáé ìéáò êùäéêïðïßçóçò e ãéá �á ó�éã-ìéü�õðá �ïõ �, ç ãëþóóá L(�; e) åßíáé �ï óýíïëï �ùí óõìâïëïóåéñþí e(i) 2 ��, üðïõ i åßíáéÝíá ó�éãìéü�õðï �ïõ � ìå áðÜí�çóç ÍÁÉ.Ó�ï åîÞò, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïõò üñïõò ðñüâëçìá êáé ãëþóóá óáí �áõ�üóçìïõò.6.1.1 Åõåðßëõ�á êáé Äõóåðßëõ�á �ñïâëÞìá�áÁðü �á ðñïâëÞìá�á ðïõ ìðïñïýí íá ëõèïýí áðü �ïí õðïëïãéó�Þ, êÜðïéá ëýíïí�áé ìå áðïäï�éêü�ñüðï êáé èåùñïýí�áé åõåðßëõ�á (tra
table), êáé êÜðïéá Üëëá äåí ëýíïí�áé ìå áðïäï�éêü �ñüðïêáé èåùñïýí�áé äõóåðßëõ�á (intra
table). Ç äéÜêñéóç ãßíå�áé áíÜëïãá ìå �ïõò õðïëïãéó�éêïýòðüñïõò ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò. ¼�áí õðÜñ÷åé Ýíáò áðïäï�éêüòáëãüñéèìïò (äçëáäÞ Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ áðáé�åß åýëïãç ðïóü�ç�á õðïëïãéó�éêþí ðüñùí) ãéáêÜðïéï ðñüâëçìá, �ü�å áõ�ü åí�Üóóå�áé ó�çí êá�çãïñßá �ùí åõåðßëõ�ùí ðñïâëçìÜ�ùí.¼�áí ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá äåí åßíáé ãíùó�üò êáíÝíáò áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò, äåí åßíáéðñïöáíÝò áí áõ�ü ðñÝðåé íá åí�á÷èåß ó�á äõóåðßëõ�á ðñïâëÞìá�á. Ï ëüãïò åßíáé ü�é ìðïñåßíá õðÜñ÷åé áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü ðñüâëçìá, áëëÜ íá ìçí Ý÷åé áíáêáëõöèåß áêüìá.�éá ðáñÜäåéãìá, ï ðñþ�ïò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ ãñáììéêïýðñïãñáììá�éóìïý áíáêáëýöèçêå ìüëéò ó�ï �Ýëïò �çò äåêáå�ßáò �ïõ 1970. ¸íá ðñüâëçìá åßíáéäõóåðßëõ�ï ü�áí áðïäåäåéãìÝíá äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü. ÕðÜñ-÷åé üìùò êáé ìßá ìåãÜëç êá�çãïñßá óçìáí�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ãéá �á ïðïßá õðÜñ÷ïõí éó÷õñÝòåíäåßîåéò, áëëÜ ü÷é ìáèçìá�éêÞ áðüäåéîç, ü�é åßíáé äõóåðßëõ�á. Ç óõí�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá, áíü÷é �ï óýíïëï, �ùí åðéó�çìüíùí èåùñåß ü�é êáé áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á åßíáé äõóåðßëõ�á.Ç êñá�ïýóá áí�ßëçøç åí�Üóóåé ó�çí êá�çãïñßá �ùí åõåðßëõ�ùí ðñïâëçìÜ�ùí áõ�Ü êáé ìüíï�á ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ¸íá ðñüâëçìá ëýíå�áé óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï ü�áí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò �ïõ ïðïßïõ ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò åßíáéO(nk), üðïõ n �ï ìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ åéóüäïõ êáé k ìßá ïðïéáäÞðï�å ó�áèåñÜ. Ôá ðñïâëÞ-ìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðï�åëïýí �çí êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò P. Ç ðåðïßèçóçü�é ç êëÜóç P �áõ�ßæå�áé ìå �çí êëÜóç �ùí åõåðßëõ�ùí ðñïâëçìÜ�ùí áðïäßäå�áé ó�ïõò S. Cookêáé R. Karp, êáé ìåñéêÝò öïñÝò áíáöÝñå�áé óáí áîßùìá �ùí Cook - Karp.ÕðÜñ÷ïõí áñêå�Ü óçìáí�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á ðïõ õðïó�çñßæïõí �ï áîßùìá �ùí Cook - Karp.Êá�' áñ÷Þí, ç �á÷ý�ç�á ìå �çí ïðïßá áõîÜíå�áé Ýíá ðïëõþíõìï ìéêñïý âáèìïý åðé�ñÝðåé �çíåðßëõóç áñêå�Ü ìåãÜëùí ó�éãìéü�õðùí åíüò ðñïâëÞìá�ïò óå åýëïãï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá. ÅðéðëÝïí,ç ýðáñîç åíüò áëãüñéèìïõ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ åðé�ñÝðåé �ç óçìáí�éêÞ áýîçóç �ïõ ìåãÝèïõò�ùí ó�éãìéü�õðùí ðïõ ëýíåé ï áëãüñéèìïò óå äåäïìÝíï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá, óáí áðï�Ýëåóìá �çò1ÕðïèÝ�ïõìå ðÜí�á åýëïãåò êùäéêïðïéÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí �á óýìâïëá �ïõ � ìå �ïí ðëÝïí áðïäï�éêü �ñüðïãéá íá êùäéêïðïéÞóïõí �á ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (ð.÷. êÜèå áñéèìüò x êùäéêïðïéåß�áé ìå dlogj�j xe øçößá, �ïe(i) äåí ðåñéÝ÷åé ðëåïíáóìü Þ Ü÷ñçó�ç ðëçñïöïñßá, êëð.).



120 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áóõíå÷ïýò áýîçóçò �çò �á÷ý�ç�áò �ùí õðïëïãéó�þí. Ôá ðáñáðÜíù äåí éó÷ýïõí ãéá óõíáñ�Þóåéòðïõ ìåãáëþíïõí ðïëý ãñÞãïñá (ð.÷. åêèå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò).Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, Ýíá ðñüâëçìá ðïõ ëýíå�áé óå ÷ñüíï �(n100) äåí ìðïñåß íá ÷áñáê�çñé-ó�åß åõåðßëõ�ï, óå áí�ßèåóç ìå Ýíá ðñüâëçìá ðïõ ëýíå�áé óå ÷ñüíï �(2n=100). ¼ìùò ðïëý ëßãáðñáê�éêÜ ðñïâëÞìá�á áðáé�ïýí ÷ñüíï åðßëõóçò ðïõ äßíå�áé áðü Ýíá ðïëõþíõìï �üóï ìåãÜëïõâáèìïý. Ç óõí�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ áíÞêïõí ó�çí êëÜóç P ëýíïí�áé óå÷ñüíï ðïõ öñÜóóå�áé áðü Ýíá ðïëõþíõìï ìéêñïý âáèìïý (ð.÷. 1, 2, 3).ÅðéðëÝïí, �ï óýíïëï �ùí ðïëõùíýìùí åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �éò ðñÜîåéò �çò ðñüóèåóçò, �ïõðïëëáðëáóéáóìïý, êáé �çò óýíèåóçò. ÅðïìÝíùò ç êëÜóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ëýíïí�áé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï Ý÷åé áí�ßó�ïé÷åò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò. �éá ðáñÜäåéãìá, áí óõíèÝóïõìåäýï áëãüñéèìïõò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí Ýîïäï �ïõ åíüò óáí åßóïäï �ïõÜëëïõ, �ï áðï�Ýëåóìá èá åßíáé Ýíáò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ.¢óêçóç 6.1. Íá ïñßóå�å �á ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï ðñüâëçìá �ïõ �ïëëá-ðëáóéáóìïý Áêïëïõèßáò �éíÜêùí êáé ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ. Åßíáéáõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á åõåðßëõ�á Þ äõóåðßëõ�á;6.2 Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing�áñÜ �çí ìÜëëïí Ü÷áñç åéêüíá �ïõò, ïé ìç÷áíÝò Turing ìðïñïýí íá ðñïóïìïéþóïõí ïðïéïäÞðï�åáëãüñéèìï ÷ùñßò óçìáí�éêÞ õðïâÜèìéóç �çò áðüäïóÞò �ïõ. Ïé ìç÷áíÝò Turing èá áðï�åëÝóïõí�ï âáóéêü õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ãéá �çí óýí�ïìç åéóáãùãÞ ìáò ó�ç Èåùñßáò �ïëõðëïêü�ç�áò.ÓõãêåêñéìÝíá, èá èåùñÞóïõìå óáí õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï áõ�ü �ùí í�å�åñìéíéó�éêþí ìç÷áíþíTuring ìå ðïëëáðëÝò �áéíßåò (Multitape Deterministi
 Turing Ma
hines).Ìéá �Ý�ïéá ìç÷áíÞ Turing Ý÷åé k � 1 �áéíßåò áðü �éò ïðïßåò ìðïñåß íá äéáâÜóåé êáé íáãñÜøåé. ÊÜèå �áéíßá (tape) åê�åßíå�áé áðåñéüñéó�á ðñïò �á äåîéÜ êáé áðï�åëåß�áé áðü êåëéÜ(
ells) �á ïðïßá áñéèìïýí�áé áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ. ¸íá êåëß åß�å åßíáé êåíü (blank)åß�å ðåñéÝ÷åé êÜðïéï ó�ïé÷åßï åíüò ðåðåñáóìÝíïõ áëöÜâç�ïõ �, �ï ïðïßï ïíïìÜæå�áé áëöÜâç�ïåéóüäïõ Þ áðëÜ áëöÜâç�ï. ÊÜèå �áéíßá Ý÷åé ìßá êåöáëÞ (tape head) ç ïðïßá êéíåß�áé êá�Ü ìÞêïò�çò �áéíßáò êáé äéáâÜæåé Þ ãñÜöåé ó�ï êåëß ðÜíù áðü �ï ïðïßï âñßóêå�áé. ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ,ç ìç÷áíÞ Turing âñßóêå�áé óå ìßá êá�Üó�áóç (state). Ôï óýíïëï �ùí åðé�ñåð�þí êá�áó�Üóåùíåßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé óõìâïëßæå�áé ìå Q.Ïé êá�áó�Üóåéò �çò ìç÷áíÞò Turing êáé ïé åíÝñãåéåò �ùí êåöáëþí êáèïñßæïí�áé áðü ÝíáðåðåñáóìÝíï óýíïëï åí�ïëþí, �ï ïðïßï ïíïìÜæå�áé óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò (transition fun
tion).ÄåäïìÝíçò ìéáò êá�Üó�áóçò êáé �ùí ðåñéå÷üìåíùí �ùí êåëéþí ó�á ïðïßá âñßóêïí�áé ïé êåöáëÝò,ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò ðñïóäéïñßæåé �çí åðüìåíç êá�Üó�áóç, �ï óýìâïëï ðïõ èá ãñÜøåé êÜèåêåöáëÞ ó�ï êåëß ðïõ âñßóêå�áé, êáé �çí êßíçóç êÜèå êåöáëÞò. ¼óïí áöïñÜ ó�éò êéíÞóåéò ìéáòêåöáëÞò, áõ�Þ ìðïñåß íá ìå�áêéíçèåß Ýíá êåëß äåîéÜ (óõìâïëßæå�áé ìå R), Þ Ýíá êåëß áñéó�åñÜ(óõìâïëßæå�áé ìå L), Þ íá ìåßíåé ó�Üóéìç (óõìâïëßæå�áé ìå S). Ï õðïëïãéóìüò ìéáò ìç÷áíÞòTuring îåêéíÜåé áðü ìßá åéäéêÞ áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç (initial state) êáé �åñìá�ßæå�áé ü�áí ç ìç÷áíÞö�Üóåé óå êÜðïéåò åéäéêÝò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò (final state).Ïñéóìüò 6.3 (Í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ Turing). ¸ó�ù áêÝñáéïò k � 1. Ìßá Í�å�åñìéíéó�éêÞÌç÷áíÞ Turing M ìå k �áéíßåò åßíáé ìßá äéá�å�áãìÝíç ðåí�ÜäáM = (Q;�; Æ; q0; F ) üðïõ:



6.2. Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing 121� Q åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êá�áó�Üóåùí. To Q ðåñéÝ÷åé �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç q0êáé �ï óýíïëï F �ùí �åëéêþí êá�áó�Üóåùí.� � åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï ðïõ ïíïìÜæå�áé áëöÜâç�ï åéóüäïõ. Ôï ëåãüìåíïáëöÜâç�ï �áéíßáò � áðï�åëåß�áé áðü �á óýìâïëá �ïõ � êáé �ï äéáêåêñéìÝíï óýìâïëï xyðïõ äçëþíåé �ï êåíü óýìâïëï.� q0 2 Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç.� F � Q åßíáé �ï óýíïëï �ùí �åëéêþí êá�áó�Üóåùí.� Æ : (Q n F )� �k 7! Q� �k � fL;R; Sgk åßíáé ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò.Ôï áñéó�åñü Üêñï ìéáò �áéíßáò óõìâïëßæå�áé ìå �ï óýìâïëï B. Ìéá ðáñáäï÷Þ åßíáé ü�é áí çìç÷áíÞ Turing ðñïóðáèÞóåé íá êéíÞóåé ìéá êåöáëÞ ðÝñáí �ïõB, ç êåöáëÞ èá ìåßíåé ó�ç èÝóç �çòáêüìá êáé áí ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò ïñßæåé ü�é ðñÝðåé íá êéíçèåß ðñïò �á áñéó�åñÜ. ÈåùñïýìåðÜí�á ü�é ç ðñþ�ç �áéíßá åßíáé ç �áéíßá åéóüäïõ (input tape).Ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò Æ áðï�åëåß �ï ðñüãñáììá �çò ìç÷áíÞò Turing. Áöïý �á õðïëïãé-ó�éêÜ âÞìá�á ìéáò Í�å�åñìéíéó�éêÞò Ìç÷áíÞò Turing (DTM) êáèïñßæïí�áé áðü �ç óõíÜñ�çóçìå�Üâáóçò, ç åðüìåíç äéáìüñöùóç �çò ìç÷áíÞò ðñïóäéïñßæå�áé áðü �çí �ñÝ÷ïõóá äéáìüñöùóÞ�çò. ÅðïìÝíùò, ï õðïëïãéóìüò êáé �åëéêÜ ç áðÜí�çóç / Ýîïäïò ìéáò DTM ãéá äåäïìÝíç åßóïäïðñïóäéïñßæå�áé ìïíïóÞìáí�á (Þ í�å�åñìéíéó�éêÜ ) áðü �ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò êáé �çí åßóïäï.Ìßá Í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ TuringM îåêéíÜåé �ïí õðïëïãéóìü áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóçq0. Áñ÷éêÜ üëåò ïé �áéíßåò ðåñéÝ÷ïõí ìüíï êåíÜ óýìâïëá (xy), åê�üò áðü �çí �áéíßá åéóüäïõ ðïõó�çí áñ÷Þ �çò ðåñéÝ÷åé �ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x 2 ��. Ç óõìâïëïóåéñÜ x ïñéïèå�åß�áé áðü �ïðñþ�ï êåíü óýìâïëï ó�çí �áéíßá åéóüäïõ.Ï õðïëïãéóìüò �çò M �åñìá�ßæåé ìüíï ü�áí ç �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç ãßíåé ìßá áðü �éò �åëéêÝòêá�áó�Üóåéò �ïõ óõíüëïõ F . ÕðÜñ÷ïõí �ñåéò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò: �ï ÍÁÉ ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çíáðïäï÷Þ �çò åéóüäïõ, �ï Ï×É ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí áðüññéøç, êáé �ï ÔÅËÏÓ (halt) ðïõ äçëþíåé �çíïëïêëÞñùóç �ïõ õðïëïãéóìïý. ¼�áí ç ìç÷áíÞ Turing åðåîåñãÜæå�áé Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò,åßíáé F = fÍÁÉ;Ï×Ég. ¼�áí ç ìç÷áíÞ Turing õðïëïãßæåé ìéá óõíÜñ�çóç, åßíáé F = fÔÅËÏÓg.Áí ç �åëéêÞ êá�Üó�áóç �çòM ìå åßóïäï �ç óõìâïëïóåéñÜ x åßíáé ÍÁÉ, ãñÜöïõìåM(x) = ÍÁÉêáé ëÝìå ü�é ç ìç÷áíÞM áðïäÝ÷å�áé (a

epts) �ï x. Áí ç �åëéêÞ êá�Üó�áóç åßíáé Ï×É, ãñÜöïõìåü�éM(x) = Ï×É êáé ëÝìå ü�é ç ìç÷áíÞM áðïññßð�åé (reje
ts) �ï x. Ôï óýíïëï �ùí óõìâïëïóåéñþíx 2 �� ðïõ ãßíïí�áé áðïäåê�Ýò áðü �çíM áðï�åëåß �ç ãëþóóá ðïõ ãßíå�áé áðïäåê�Þ áðü �çíMêáé óõìâïëßæå�áé ìå L(M).Áí ç �åëéêÞ êá�Üó�áóç åßíáé ÔÅËÏÓ, �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ õðïëïãéóìïý âñßóêå�áé ó�çí áñ÷Þ�çò �åëåõ�áßáò �áéíßáò, ç ïðïßá èåùñåß�áé óáí �áéíßá åîüäïõ (output tape). Ôï áðï�Ýëåóìá �çòM åßíáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ y 2 �� ðïõ áñ÷ßæåé áðü �ï áñéó�åñü Üêñï �çò �áéíßáò åîüäïõ êáéïñéïèå�åß�áé áðü �ï ðñþ�ï êåíü óýìâïëï. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ãñÜöïõìåM(x) = y.ÕðÜñ÷åé áêüìç ðåñßð�ùóç ç M ìå åßóïäï �ç óõìâïëïóåéñÜ x íá ìçí ö�Üíåé ðï�Ý óå êÜðïéá�åëéêÞ êá�Üó�áóç. Ôü�å ëÝìå ü�é ç M(x) äåí �åñìá�ßæåé.�áñÜäåéãìá 6.1. Èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá Í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ Turing ìå ìßá �áéíßá ðïõ ìå�á-�ïðßæåé �çí åßóïäü �çò ìßá èÝóç ðñïò �á äåîéÜ ãñÜöïí�áò �ï êåíü óýìâïëï ó�ï ðñþ�ï êåëß. �éá



122 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áðáñÜäåéãìá, áí áñ÷éêÜ ç �áéíßá åéóüäïõ ðåñéÝ÷åé �ï 1101, ó�ï �Ýëïò �ïõ õðïëïãéóìïý ðñÝðåé íáðåñéÝ÷åé �ï xy1101.¸ó�ù M = (Q;�; Æ; q0; F ). �éá åõêïëßá, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï áëöÜâç�ï åéóüäïõ åßíáé � =f0; 1g, ïðü�å � = f0; 1; xyg. Ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç åßíáé q0, ïé �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò åßíáé F =fÔÅËÏÓg êáé �ï óýíïëï �ùí êá�áó�Üóåùí åßíáé Q = fq0; s; s0; s1g[F . Ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçòöáßíå�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá:p 2 Q n F � 2 � Æ(p; �)q0 B (q0;B; R)q0 0 (q0; 0; R)q0 1 (q0; 1; R)q0 xy (s; xy; L)s B (ÔÅËÏÓ;B; R)s 0 (s0; xy; R)s 1 (s1; xy; R)s xy (s; xy; S)s0 B (ÔÅËÏÓ;B; R)s0 0 (q0; 0; L)s0 1 (q0; 0; L)s0 xy (q0; 0; L)s1 B (ÔÅËÏÓ;B; R)s1 0 (q0; 1; L)s1 1 (q0; 1; L)s1 xy (q0; 1; L)Áêïëïõèåß Ýíá ðáñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò ãéá åßóïäï �ç óõìâïëïóåéñÜ 1101 üðïõ ðñþ�á áíá-ãñÜöå�áé ç �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç �çò ìç÷áíÞò êáé ó�ç óõíÝ÷åéá �ï ðåñéå÷üìåíï �çò �áéíßáò. ÔïõðïãñáììéóìÝíï óýìâïëï äçëþíåé �çí �ñÝ÷ïõóá èÝóç �çò êåöáëÞò.(q0;B1101) ! (q0;B1101) ! (q0;B1101) ! (q0;B1101) ! (q0;B1101)!(q0;B1101xy) ! (s;B1101xy) ! (s1;B110xyxy) ! (q0;B110xy1) ! (s;B110xy1)!(s0;B11xyxy1) ! (q0;B11xy01) ! (s;B11xy01) ! (s1;B1xyxy01) ! (q0;B1xy101)!(s;B1xy101) ! (s1;Bxyxy101) ! (q0;Bxy1101) ! (s;Bxy1101) ! (ÔÅËÏÓ;Bxy1101)6.2.1 ÊáèïëéêÝò Ìç÷áíÝò TuringÓå áí�ßèåóç ìå �ç Ìç÷áíÞ ¢ìåóçò �ñïóðÝëáóçò ÌíÞìçò, ðïõ åßíáé ðñïãñáììá�éæüìåíç, ç ìç-÷áíÞ Turing ìðïñåß íá åê�åëÝóåé ìüíï �ï ðñüãñáììá ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç ìå�Ü-âáóçò (ìïí�Ýëï õðïëïãéó�Þ êáèïñéóìÝíïõ ðñïãñÜììá�ïò). Áõ�ü äåí óõíéó�Ü ïõóéáó�éêü ðåñéï-ñéóìü, áöïý ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ìßá êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ Turing (universal Turing ma
hine),ðïõ ðñïóïìïéþíåé �ç ëåé�ïõñãßá êÜèå Üëëçò ìç÷áíÞò.ÓõãêåêñéìÝíá, ìéá êáèïëéêÞ DTM U äÝ÷å�áé óáí åßóïäï �çí êùäéêïðïßçóç ìéáò ïðïéáóäÞ-ðï�å DTMM êáé �ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x �çòM . Áí çM(x) �åñìá�ßæåé, çU(M ;x) �åñìá�ßæåéó�çí ßäéá êá�Üó�áóç êáé ìå �á ßäéá ðåñéå÷üìåíá ó�éò �áéíßåò �çò üðùò çM(x). Áõ�ü �ï äçëþíïõìåãñÜöïí�áò U(M ;x) =M(x). Áí ç M(x) äåí �åñìá�ßæåé, ïý�å ç U(M ;x) �åñìá�ßæåé.



6.3. Õðïëïãéóéìü�ç�á 1236.3 Õðïëïãéóéìü�ç�áÌéá ãëþóóá L åßíáé DTM-çìéáðïöáóßóéìç (semide
idable) áí õðÜñ÷åé ìéá DTM M ðïõ �åñ-ìá�ßæåé ìå åßóïäï üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò �çò L êáé ìüíï áõ�Ýò. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå x 2 L, M(x)�åñìá�ßæåé, êáé ãéá êÜèå x 62 L, ç M(x) äåí �åñìá�ßæåé.Ìéá ãëþóóá L ïñéóìÝíç óå Ýíá áëöÜâç�ï � åßíáé DTM-áðïöáóßóéìç (de
idable) áí õðÜñ÷åéìéá DTM M ðïõ áðïäÝ÷å�áé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò �çò L êáé áðïññßð�åé üëåò �éò óõìâïëåéñÝò�çò �� n L 2. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå x 2 L, M(x) = ÍÁÉ, êáé ãéá êÜèå x 62 L, M(x) = Ï×É.�éá íá åßíáé ìéá ãëþóóá áðïöáóßóéìç ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ Turing ðïõ ãéá êÜèå óõìâï-ëïóåéñÜ x 2 ��, áðáí�Üåé óùó�Ü ó�ï åñþ�çìá ``x 2 L ;'' (ç ìç÷áíÞ ðñÝðåé íá �åñìá�ßæåé ðÜí�áêáé íá äßíåé �ç óùó�Þ áðÜí�çóç). �éá íá åßíáé ìéá ãëþóóá çìéáðïöáóßóéìç áñêåß íá õðÜñ÷åé ìéáìç÷áíÞ Turing ðïõ áíáãíùñßæåé óùó�Ü �éò óõìâïëïóåéñÝò �çò L. �éá �éò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ äåíáíÞêïõí ó�çí L, áñêåß ç ìç÷áíÞ Turing íá ìçí �åñìá�ßæåé (ïðü�å äåí áðáí�Üåé êáèüëïõ).Ìéá DTM M õðïëïãßæåé (
omputes) ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : �� 7! �� ü�áí ãéá êÜèåx 2 ��� áí f(x) = y, åßíáé M(x) = y, åíþ� áí �ï f(x) äåí ïñßæå�áé, ç M(x) äåí �åñìá�ßæåé.Ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f åßíáé DTM-õðïëïãßóéìç áí õðÜñ÷åé ìéá DTM ðïõ �çí õðïëïãßæåé. ÇÝííïéá �çò õðïëïãéóéìü�ç�áò ìéáò óõíÜñ�çóçò åßíáé áí�ßó�ïé÷ç ìå áõ�Þ �çò áðïöáóéóéìü�ç�áòìéáò ãëþóóáò åðåéäÞ ç M ðñÝðåé íá õðïëïãßæåé óùó�Ü �ï áðï�Ýëåóìá �çò óõíÜñ�çóçò ãéá üëá�á óçìåßá ðïõ áõ�Þ ïñßæå�áé.Ôï áîßùìá �ùí Chur
h - Turing ðñåóâåýåé ü�é êÜèå ãëþóóá (óõíÜñ�çóç) ðïõ ìðïñåß íá áðï-öáóéóèåß (õðïëïãéó�åß) áðü áëãüñéèìï óå ïðïéïäÞðï�å õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ìðïñåß íá áðïöá-óéóèåß (õðïëïãéó�åß) áðü ìéá Í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ Turing. Ôï áîßùìá Ý÷åé áðïäåé÷èåß ãéáüëá �á õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá ðïõ Ý÷ïõí êá�Ü êáéñïýò ðñï�áèåß (ð.÷. �-definability �ïõ Chur
h,�-áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò �ïõ Godel, ãåíéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò �ùí Herbrand - Godel,êáíïíéêÜ óõó�Þìá�á �ïõ Post, áëãüñéèìïé �ïõ Markov). Åðßóçò êÜèå óõó�çìá�éêÞ ðñïóðÜèåéáãéá íá áõîçèåß ç êëÜóç �ùí ãëùóóþí (óõíáñ�Þóåùí) ðïõ ìðïñïýí íá áðïöáóéó�ïýí (õðïëï-ãéóèïýí) áðü �éò Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing äåí åß÷å åðé�õ÷ßá. Ôï áîßùìá �ùí Chur
h -Turing �åêìçñéþíåé �çí åðéëïãÞ �ùí Í�å�åñìéíéó�éêþí Ìç÷áíþí Turing óáí âáóéêü õðïëïãéó�éêüìïí�Ýëï ãéá íá áíáð�ýîïõìå �çò Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò.¢óêçóç 6.2. Íá áðïäåßîå�å �éò áêüëïõèåò ðñï�Üóåéò:1. ÊÜèå DTM-áðïöáóßóéìç ãëþóóá åßíáé DTM-çìéáðïöáóßóéìç.2. Áí ìéá ãëþóóá L åßíáé DTM-áðïöáóßóéìç, �ï óõìðëÞñùìÜ �çò L åßíáé åðßóçò DTM-áðïöáóßóéìï.3. Ìéá ãëþóóá L åßíáé DTM-áðïöáóßóéìç áí êáé ìüíï áí �üóï ç L üóï êáé �ï óõìðëÞñùìÜ�çò L åßíáé DTM-çìéáðïöáóßóéìåò ãëþóóåò.2Ç ãëþóóá �� n L ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ äåí áíÞêïõí ó�çí L ïíïìÜæå�áé óõìðëÞñùìá (
om-plement) �çò L êáé óõìâïëßæå�áé ìå L.



124 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áËýóç. Ôï (1) éó÷ýåé åî' ïñéóìïý (áí ìßá DTM áðïöáóßæåé ìßá ãëþóóá, �çí çìéáðïöáóßæåéåðßóçò). �éá �ï (2), áí�áëëÜóóïõìå áìïéâáßá �éò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò ÍÁÉ êáé Ï×É ó�çí DTM ðïõáðïöáóßæåé �çí L. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé ìßá DTM ðïõ áðïöáóßæåé �ï óõìðëÞñùìá L.�éá �ï (3), �á (1) êáé (2) áðïöáóßæïõí �ç ìßá êá�åýèõíóç. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù DTM Mðïõ çìéáðïöáóßæåé �çí L êáé DTM M ðïõ çìéáðïöáóßæåé �çí L. Ìðïñïýìå íá ö�éÜîïõìå ìéáDTMM 0 ðïõ áðïöáóßæåé �çí L åê�åëþí�áò ðáñÜëëçëá �éòM êáéM (Ýíá âÞìá �çòM , ìå�Ü ÝíáâÞìá �çò M , êïê.). Ç �åëéêÞ êá�Üó�áóç �çò M 0(x) åßíáé ÍÁÉ áí ç M(x) �åñìá�ßæåé êáé Ï×É áíç M(x) �åñìá�ßæåé. Áöïý êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x 2 �� åß�å áíÞêåé ó�çí L åß�å äåí áíÞêåé (êáéáíÞêåé ó�çí L), áêñéâþò ìßá áðü �éò M(x) êáé M(x) èá �åñìá�ßóåé. ut6.3.1 Ìç-Õðïëïãéóéìü�ç�á: Ôï �ñüâëçìá �ïõ Ôåñìá�éóìïýÕðÜñ÷ïõí ãëþóóåò ðïõ äåí ìðïñïýí íá áðïöáóéóèïýí áðü �éò Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing.Ï ëüãïò åßíáé áðëüò: õðÜñ÷ïõí ðïëý ðåñéóóü�åñåò ãëþóóåò áðü �ïõò �ñüðïõò íá �éò áðïöáóß-óïõìå (äéáöïñå�éêÝò ìç÷áíÝò Turing). ÓõãêåêñéìÝíá, õðÜñ÷ïõí ìç-áñéèìÞóéìá (un
ountably)Üðåéñåò äéáöïñå�éêÝò ãëþóóåò êáé ìüëéò áñéèìÞóéìá (
ountably) Üðåéñåò äéáöïñå�éêÝò ìç÷áíÝòTuring. Ìå âÜóç �ï áîßùìá �ùí Chur
h - Turing, ïé ìç-áðïöáóßóéìåò ãëþóóåò áí�éó�ïé÷ïýí óåðñïâëÞìá�á ðïõ äåí ìðïñïýí íá ëõèïýí áðü �ïõò õðïëïãéó�Ýò (áíåîáñ�Þ�ùò �ùí äéáèÝóéìùíõðïëïãéó�éêþí ðüñùí).Êåí�ñéêÞ èÝóç áíÜìåóá óå áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á êá�Ý÷åé �ï ðñüâëçìá �ïõ �åñìá�éóìïý ìéáòìç÷áíÞò Turing (Halting Problem), üðïõ äßíïí�áé ìßá DTM M êáé ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x,êáé ðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå áí ç M(x) �åñìá�ßæåé.Èåþñçìá 6.1. Ôï ðñüâëçìá �ïõ Ôåñìá�éóìïý åßíáé ìç-áðïöáóßóéìï (unde
idable).Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ãßíå�áé ìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí �å÷íéêÞ �çò äéáãùíéï-ðïßçóçò. Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷åé ìßá DTM H ðïõ äÝ÷å�áé óáí åßóïäï ìéá DTM M êáé ìéáóõìâïëïóåéñÜ x, êáé áðïöáóßæåé áí ç M(x) �åñìá�ßæåé Þ ü÷é. ÄçëáäÞ åßíáé H(M ;x) = ÍÁÉ áíç M(x) �åñìá�ßæåé, êáé H(M ;x) = Ï×É äéáöïñå�éêÜ.Ìå âÜóç �çí H , ïñßæïõìå ìßá íÝá DTM J ðïõ ëåé�ïõñãåß ùò åîÞò:� Ç J ìå åßóïäï �çí êùäéêïðïßçóç �çòM (äçëáäÞ ç J(M)) ðñïóïìïéþíåé �ç ëåé�ïõñãßá �çòH(M ;M) ìÝ÷ñé �ï óçìåßï ðïõ ç H âñßóêå�áé Ýíá âÞìá ðñéí �ïí �åñìá�éóìü. Áöïý ç Háðïöáóßæåé �ï ðñïâëÞìá �ïõ Ôåñìá�éóìïý, ðñÝðåé íá �åñìá�ßæåé ðÜí�á.� Áí H(M ;M) = ÍÁÉ, ç J(M) äåí �åñìá�ßæåé.� Áí H(M ;M) = Ï×É, ç J(M) �åñìá�ßæåé.Ìå áðëÜ ëüãéá, ç J(M) �åñìá�ßæåé áí êáé ìüíï áí çM(M) äåí �åñìá�ßæåé. Ç áí�ßöáóç ðñïêýð�åéåîå�Üæïí�áò �ç ëåé�ïõñãßá �çò J ìå åßóïäï �ïí åáõ�ü �çò (äçëáäÞ �ï J(J)). Åî' ïñéóìïý, ç J(J)�åñìá�ßæåé áí êáé ìüíï áí ç J(J) äåí �åñìá�ßæåé. utÅßíáé ãíùó�Ýò áñêå�Ýò áêüìç ãëþóóåò ðïõ äåí åßíáé DTM-áðïöáóßóéìåò. Ç âáóéêÞ �å÷íéêÞãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é ìßá ãëþóóá äåí åßíáé DTM-áðïöáóßóéìç åßíáé ìå áíáãùãÞ ó�ï ðñüâëçìá�ïõ �åñìá�éóìïý.



6.4. ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á - Ç ÊëÜóç P 1256.4 ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á - Ç ÊëÜóç PÇ õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò ïñßæå�áé ìå âÜóç �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëï-êü�ç�á �ùí áëãüñéèìùí ðïõ ëýíïõí �ï ðñüâëçìá. Ôá äéÜöïñá êñé�Þñéá áðïäï�éêü�ç�áò åíüòáëãüñéèìïõ (ð.÷. ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò, áñéèìüò èÝóåùí ìíÞìçò) ïñßæïõí áí�ßó�ïé÷á ìÝ�ñá õðïëïãé-ó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Ôï âáóéêü�åñï ßóùò êñé�Þñéï ãéá �çí áðïäï�éêü�ç�á åíüò áëãüñéèìïõ åßíáé ï õðïëïãéó�éêüò÷ñüíïò. Ó�çí ðåñßð�ùóç ìéáò ìç÷áíÞò Turing M , ç ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò �ïõ õðïëïãéó�éêïý ÷ñü-íïõ åßíáé �ï ó�ïé÷åéþäåò õðïëïãéó�éêü âÞìá �çò M , �ï ïðïßï óõíßó�á�áé óå ìßá åöáñìïãÞ �çòóõíÜñ�çóçò ìå�Üâáóçò. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò � åßíáé ìéá óõíÜñ�çóçðïõ öñÜóóåé Üíù �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åéùäþí âçìÜ�ùí ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ç ìç÷áíÞ Turing ãéá íááðïöáóßóåé �ï �.ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ìßá DTM M ðïõ �åñìá�ßæåé ãéá êÜèå åßóïäï. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò (run-ning time) Þ ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á (time 
omplexity) �çò M åßíáé ìßá áýîïõóá óõíÜñ�çóçt : IN 7! IN ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò: �éá êÜèå n 2 IN, �ï t(n) åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò ó�ïé÷åéùäþíâçìÜ�ùí ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ç M ãéá íá �åñìá�ßóåé ìå åßóïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ x ìÞêïõò n. Áí çóõíÜñ�çóç t(n) äßíåé �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �çòM , ëÝìå ü�é çM Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò t(n) Þ åßíáéìßá DTM t(n)-÷ñüíïõ.Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò � (ìéáò ãëþóóáò L) åßíáé ç ÷ñïíéêÞðïëõðëïêü�ç�á �çò ðéï áðïäï�éêÞò (üóïí áöïñÜ ó�ïí ÷ñüíï åê�Ýëåóçò) DTM ðïõ áðïöáóßóåé �ï� (�çí L). Áí õðÜñ÷åé ìéá DTM t(n)-÷ñüíïõ ðïõ áðïöáóßæåé �ï �, ëÝìå ü�é �ï � áðïöáóßæå�áé(Þ ëýíå�áé) óå ÷ñüíï O(t(n)).ÄåäïìÝíçò ìéáò áýîïõóáò3 óõíÜñ�çóçò t : IN 7! IN, ïñßæïõìå �çí êëÜóç ðïëõðëïêü�ç-�áò ðåñéïñéóìÝíïõ í�å�åñìéíéó�éêïý õðïëïãéó�éêïý ÷ñüíïõ (deterministi
 time 
omplexity 
lass)DTIME[t(n)℄ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò ãëþóóåò / ðñïâëÞìá�á ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áO(t(n)). ÓõãêåêñéìÝíá, ïñßæïõìåDTIME[t(n)℄ � fL : L åßíáé ãëþóóá áðïöáóßóéìç áðü ìßá DTM O(t(n))-÷ñüíïõg6.4.1 Éåñáñ÷ßá ÊëÜóåùí ×ñïíéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áòÌéá óçìáí�éêÞ ðáñá�Þñçóç ó÷å�éêÜ ìå �éò êëÜóåéò DTIME[t(n)℄ åßíáé ðåñéëáìâÜíïõí üëï êáéðåñéóóü�åñá ðñïâëÞìá�á üóï áõîÜíåé ç �Üîç ìåãÝèïõò �çò óõíÜñ�çóçò t(n). Ôï áêüëïõèï èåþ-ñçìá, ðïõ ðáñá�ßèå�áé ÷ùñßò áðüäåéîç, åßíáé ãíùó�ü óáí Èåþñçìá �çò Éåñáñ÷ßáò �ùí ÊëÜóåùí×ñïíéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò (Time Hierar
hy Theorem).Èåþñçìá 6.2. �éá êÜèå óõíÜñ�çóç õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò t(n), DTIME[t(n)℄ �DTIME[t(n) log2 t(n)℄.3Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á äåí áñêåß ç t(n) íá åßíáé áýîïõóá. �ñÝðåé íá éêáíïðïéåß êáé ìåñéêÝò Üëëåò éäéü�ç�åò, çóõæÞ�çóç �ùí ïðïßùí åßíáé Ýîù áðü �ï ðíåýìá áõ�þí �ùí óçìåéþóåùí. Ó�ï åîÞò èá áíáöåñüìáó�å ó�éò óõíáñ�Þ-óåéò ðïõ éêáíïðïéïýí üëåò áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò óáí óõíáñ�Þóåéò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ïé ðïëõùíõìéêÝò, ïéåêèå�éêÝò, êáé ïé ëïãáñéèìéêÝò óõíáñ�Þóåéò (êáèþò êáé êÜèå Üèñïéóìá �ïõò, ãéíüìåíü �ïõò, êáé óýíèåóÞ �ïõò) åßíáéóõíáñ�Þóåéò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.



126 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á¸íá åíäéáöÝñïí ðüñéóìá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 6.2 åßíáé ç éåñáñ÷ßá �ùí êëÜóåùí DTIME[nk℄,ãéá k = 1; 2; 3; : : :. ÓõãêåêñéìÝíá, éó÷ýåé ü�éDTIME[n℄ � DTIME[n2℄ � DTIME[n3℄ � � � �Äýï óçìáí�éêÝò êëÜóåéò í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ïé P êáé EXP. ÇêëÜóç P áðï�åëåß�áé áðü üëá �á ðñïâëÞìá�á ìå ðïëõùíõìéêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, åíþ çêëÜóç EXP áðü üëá �á ðñïâëÞìá�á ìå åêèå�éêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. ÔõðéêÜ, åßíáéP � [k�0DTIME[nk℄ êáé EXP � [k�0DTIME[2nk ℄Áöïý êÜèå ðïëõþíõìï åßíáé ìéêñü�åñï (ùò ðñïò �çí �Üîç ìåãÝèïõò) áðü ìéá åêèå�éêÞ óõíÜñ-�çóç, �á ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï åßíáé õðïóýíïëï �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõëýíïí�áé óå åêèå�éêü ÷ñüíï. ÔõðéêÜ,P � EXP. ÌÜëéó�á, áðï�åëåß Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞ-ìá�ïò 6.2 ü�é ç êëÜóçP åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï �çò êëÜóçòEXP. ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìá�áðïõ ëýíïí�áé óå åêèå�éêü ÷ñüíï áëëÜ äåí ìðïñïýí íá ëõèïýí óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.¢óêçóç 6.3. Íá áðïäåßîå�å ü�é P � EXP.Ëýóç. ¢ìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 6.2. ut¢óêçóç 6.4. Ìå âÜóç �ïõò áëãüñéèìïõò ðïõ Þäç ãíùñßæå�å, íá åí�Üîå�å óå êëÜóåéò ÷ñïíéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò �á ðñïâëÞìá�á �ïõ �ïëëáðëáóéáóìïý Áêïëïõèßáò �éíÜêùí êáé �ïõ Óáêéäßïõ(áêÝñáéç êáé êëáóìá�éêÞ åêäï÷Þ).6.4.2 Ç ÊëÜóç PÇ êëÜóç P åßíáé ìéá áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò êëÜóåéò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. ¸÷ïõìåÞäç áíáöåñèåß ó�ï áîßùìá �ùí Cook - Karp ðïõ �áõ�ßæåé �çí êëÜóç P ìå �çí êëÜóç �ùí ðñï-âëçìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá ëõèïýí áðïäï�éêÜ áðü ìéá õðïëïãéó�éêÞ óõóêåõÞ. ÅðéðëÝïí åßíáéêïéíÞ åðéó�çìïíéêÞ ðåðïßèçóç ü�é ç êëÜóç P ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ç ãéá ïðïéïäÞðï�å åýëïãïáêïëïõèéáêü õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï.Ìå åîáßñåóç �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ êáé �ï ÁêÝñáéï �ñüâëçìá �ïõ Óá-êéäßïõ, üëá �á ðñïâëÞìá�á ó�á ïðïßá Ý÷ïõìå áíáöåñèåß áíÞêïõí ó�çí êëÜóç P.Éêáíïðïéçóéìü�ç�á Ëïãéêþí �ñï�ÜóåùíÌéá ëïãéêÞ ðñü�áóç (Boolean formula) áðï�åëåß�áé áðü ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ ó÷å�ßæïí�áéìå�áîý �ïõò ìå ëïãéêïýò �åëåó�Ýò. Ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç åßíáé óå Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ(ÓÊÌ, Conju
tive Normal Form - CNF) áí áðï�åëåß�áé áðü óõæåýîåéò äéáæåýîåùí. ÓõãêåêñéìÝíá,ç ðñü�áóç � åßíáé óå ÓÊÌ áí áðï�åëåß�áé áðü �ç óýæåõîç üñùí (
lauses), � = 
1 ^ 
2 ^ : : :^ 
m,üðïõ êÜèå üñïò áðï�åëåß�áé áðü �ç äéÜæåõîç á�üìùí (literals), 
i = `i1 _ `i2 _ : : : _ `ik . ¢�ïìïåßíáé ìßá ëïãéêÞ ìå�áâëç�Þ xi Þ ç ÜñíçóÞ �çò :xi. �éá ðáñÜäåéãìá, ç ëïãéêÞ ðñü�áóç (x1_x2)^(x2 _ x3) ^ (:x1 _ :x3) åßíáé óå ÓÊÌ. ÊÜèå ëïãéêÞ ðñü�áóç ìðïñåß íá ãñáöåß éóïäýíáìá óåÓõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ.
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Ó÷Þìá 6.1: Ôï ãñÜöçìá G�(V;E) ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí ðñü�áóç � = (x1 _ x2) ^ (x1 _ :x3) ^(:x1 _ x2) ^ (x2 _ x2) [33, Ó÷Þìá 9.1℄.Ìßá ëïãéêÞ ðñü�áóç åßíáé éêáíïðïéÞóéìç (satisfiable) áí õðÜñ÷åé ìßá áðï�ßìçóç �ùí ëïãé-êþí ìå�áâëç�þí ðïõ �çí åðáëçèåýåé. Ó�ï ðñüâëçìá �çò k-éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (k-SAT), äßíå�áéìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç � óå ÓÊÌ ìå k Þ ëéãü�åñá Ü�ïìá óå êÜèå üñï. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íááðïöáóéóèåß áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç Þ ü÷é.Ôï ðñüâëçìá �çò k-éêáíïðïéçóéìü�ç�áò åßíáé áðü �á êåí�ñéêÜ ðñïâëÞìá�á ó�ç Èåùñßá Õðï-ëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò åðåéäÞ ç ëåé�ïõñãßá ìéáò ìç÷áíÞò TuringM ìðïñåß íá êùäéêïðïéçèåßóå ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç � þó�å ç � íá åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç M áðïäÝ÷å�áé �çíåßóïäü �çò.Èåþñçìá 6.3. Ôï ðñüâëçìá �çò 2-éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áíÞêåé ó�çí êëÜóç P.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ìßá ëïãéêÞ ðñü�áóç � óå ÓÊÌ ìå n ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò x1; : : : ; xn êáé müñïõò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é ç � ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 2 Ü�ïìá óå êÜèå üñï.�áñá�çñïýìå ü�é Ýíáò üñïò �çò ìïñöÞò x _ y åßíáé éóïäýíáìïò ìå (:x! y) ^ (:y ! x).�éá íá áðïöáóßóïõìå áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç, ïñßæïõìå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG�(V;E) ìå ìéá êïñõöÞ ãéá êÜèå Ü�ïìï �çò �. ÄçëáäÞ, V = fx1; : : : ; xng [ f:x1; : : : ;:xng.�éá êÜèå üñï `i _ `j �çò �, ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï G� �éò áêìÝò (:`i; `j) êáé (:`j ; `i) èåùñþí�áò �éòêïñõöÝò x êáé ::x óáí �áõ�üóçìåò (âë. Ó÷Þìá 6.1). Áðü êá�áóêåõÞ, �ï ãñÜöçìá G� åßíáéóõììå�ñéêü üóïí áöïñÜ ó�éò áêìÝò �ïõ. ÄçëáäÞ, �ï G� ðåñéÝ÷åé �çí áêìÞ (`; `0) áí êáé ìüíï áíðåñéÝ÷åé �çí áêìÞ (:`0;:`).Èá äåßîïõìå ü�é ç ðñü�áóç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ãéá êáìßá ìå�áâëç�Þ x äåíõðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �çí êïñõöÞ x ó�çí êïñõöÞ :x êáé áðü �çí êïñõöÞ :x ó�çí êïñõöÞ x.Ôï èåþñçìá Ýðå�áé åðåéäÞ (á) �ï ãñÜöçìá G� ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß óå ÷ñüíï O(n +m),êáé (â) ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå �çí ðñïóðåëáóéìü�ç�á êÜèå êïñõöÞò :x áðü �çí êïñõöÞ x óåóõíïëéêü ÷ñüíï O(n(n+m)) åê�åëþí�áò n Áíáæç�Þóåéò �ñþ�á óå �ëÜ�ïò. Áöïý ç ðåñéãñáöÞ�çò � Ý÷åé ìÝãåèïò 
(n+m), ïõóéáó�éêÜ äéá�õðþíïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõãéá �ï ðñüâëçìá �çò 2-éêáíïðïéçóéìü�ç�áò.¸ó�ù áñ÷éêÜ ü�é ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé ü�é õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é p áðü êÜðïéá êïñõöÞ xó�çí êïñõöÞ :x êáé áðü êÜðïéá êïñõöÞ :x ó�çí êïñõöÞ x. Èåùñïýìå ìéá áðï�ßìçóç � ðïõåðáëçèåýåé �çí � êáé Ý÷åé �(x) = 1. Áöïý �(x) = 1 êáé �(:x) = 0, �ï ìïíïðÜ�é p ðñÝðåé íáðåñéÝ÷åé áêìÞ (`1; `2) ãéá �çí ïðïßá �(`1) = 1 êáé �(`2) = 0. ¼ìùò �ü�å ï áí�ßó�ïé÷ïò üñïò



128 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á:`1_ `2 äåí åðáëçèåýå�áé áðü �çí �. Áõ�ü áí�éâáßíåé ó�çí õðüèåóç ü�é ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.Ìå �ï ßäéï åðé÷åßñçìá ÷åéñéæüìáó�å êáé �çí ðåñßð�ùóç ðïõ �(x) = 0.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, õðïèÝ�ïõìå ü�é äåí õðÜñ÷åé êïñõöÞ :x ðïõ íá åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü�çí êïñõöÞ x, êáé êá�áóêåõÜæïõìå ìéá áðï�ßìçóç � ðïõ éêáíïðïéåß �ç �. Ïõóéáó�éêÜ ðñÝðåéíá áíáèÝóïõìå ëïãéêÝò �éìÝò ó�éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G� þó�å íá ìçí õðÜñ÷åé áêìÞ ðïõêá�åõèýíå�áé áðü êïñõöÞ ìå �éìÞ 1 óå êïñõöÞ ìå �éìÞ 0.�éá �çí áíÜèåóç �ùí ëïãéêþí �éìþí, åñãáæüìáó�å ùò åîÞò: åíüóù õðÜñ÷ïõí êïñõöÝò ÷ùñßòëïãéêÞ �éìÞ, åðéëÝãïõìå ìßá �Ý�ïéá êïñõöÞ ` êáé áíáèÝ�ïõìå �çí �éìÞ 1 ó�çí ` êáé óå êÜèå ÜëëçêïñõöÞ ðïõ åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí `. Åðßóçò, áíáèÝ�ïõìå �çí �éìÞ 0 ó�éò áñíÞóåéò �ùíðáñáðÜíù êïñõöþí (ïé ïðïßåò ëüãù óõììå�ñßáò áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõò êüìâïõò áðü �ïõò ïðïßïõòç :` åßíáé ðñïóðåëÜóéìç).Óå áõ�Þ �ç äéáäéêáóßá äåí åìöáíßæå�áé ðñüâëçìá óõíÝðåéáò ó�éò �éìÝò �ùí êïñõöþí. Êá�'áñ÷Þí äåí õðÜñ÷åé æåõãÜñé êïñõöþí x êáé :x ðïõ íá åßíáé áìöü�åñåò ðñïóðåëÜóéìåò áðü �çí`. Áí óõíÝâáéíå êÜ�é �Ý�ïéï, èá õðÞñ÷áí ìïíïðÜ�éá ` � x � :` êáé ` � :x � :` åîáé�ßáò �çòóõììå�ñßáò �ïõ G�. ¸÷ïõìå üìùò õðïèÝóåé ü�é �Ý�ïéï ìïíïðÜ�é äåí õðÜñ÷åé. Åðßóçò, áí õðÞñ÷åìïíïðÜ�é áðü �çí ` óå ìßá êïñõöÞ x ðïõ Ý÷åé Þäç �éìÞ 0 áðü ðñïçãïýìåíï âÞìá, ç :` èá Þ�áíðñïóðåëÜóéìç áðü �ç :x (ëüãù óõììå�ñßáò). ÅðïìÝíùò, ç ` Ýðñåðå íá åß÷å ðÜñåé �çí �éìÞ 0 ó�ïßäéï âÞìá ìå �ç x.Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ ïëïêëçñþíå�áé Ý÷ïí�áò áíáèÝóåé ëïãéêÝò �éìÝò óå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõG�. ¼ðùò åîçãÞóáìå äåí åìöáíßæïí�áé ðñïâëÞìá�á óõíÝðåéáò. Áðü êá�áóêåõÞò, äåí õðÜñ÷åéáêìÞ ðïõ íá êá�åõèýíå�áé áðü êïñõöÞ ìå �éìÞ 1 óå êïñõöÞ ìå �éìÞ 0. Óõíåðþò, ç äéáäéêáóßáêá�áëÞãåé óå ìéá áðï�ßìçóç �ùí ëïãéêþí ìå�áâëç�þí ðïõ éêáíïðïéåß �çí �. ut¢óêçóç 6.5. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç êëÜóç P åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí Ýíùóç, �çí �ïìÞ, êáé �ïóõìðëÞñùìá. ÄçëáäÞ ðñÝðåé íá äåßîå�å ü�é áí äýï ãëþóóåò L1 êáé L2 áíÞêïõí P, �ü�å êáé ïéãëþóóåò L1 \ L2, L1 [ L2, êáé L1 áíÞêïõí ó�ï P.Ëýóç. ¸ó�ù M1 êáé M2 ïé DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ áðïöáóßæïõí �éò L1 êáé L2 áí�ß-ó�ïé÷á. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é êáé ïé äýï ãëþóóåò (êáé ïé áí�ßó�ïé÷åòìç÷áíÝò Turing) ïñßæïí�áé ó�ï ßäéï áëöÜâç�ï �. Ìéá óõìâïëïóåéñÜ x 2 �� áíÞêåé ó�ç ãëþóóáL1 \L2 áí êáé ìüíï áíM1(x) = ÍÁÉ êáéM2(x) = ÍÁÉ, áíÞêåé ó�ç ãëþóóá L1 [L2 áí êáé ìüíïáí åß�åM1(x) = ÍÁÉ åß�åM2(x) = ÍÁÉ, êáé áíÞêåé ó�ç ãëþóóá L1 áí êáé ìüíï áíM1(x) = Ï×É.Ç ðñïóïìïßùóç �çò ëåé�ïõñãßáò �ùí M1(x) êáé M2(x) ìðïñåß íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.Áðü �á áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïóïìïéþóåùí ìðïñïýìå åýêïëá íá óõíÜãïõìå áí ç óõìâïëïóåéñÜåéóüäïõ áíÞêåé Þ ü÷é ó�çí ãëþóóá. ÅðïìÝíùò, ïé ðáñáðÜíù ãëþóóåò áíÞêïõí ó�ï P. ut6.5 ÁíáãùãÞ êáé �ëçñü�ç�áÏé Ýííïéåò �çò áíáãùãÞò (redu
tion) êáé �çò ðëçñü�ç�áò (
ompleteness) ó÷å�ßæïí�áé ìå �ï ãåãïíüòü�é óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìá�á óõíïøßæïõí �ç äõóêïëßá ìéáò ïëüêëçñçò êëÜóçò ðïëõðëïêü�ç�áò.Äéáéóèç�éêÜ, Ýíá ðñüâëçìá åßíáé äýóêïëï (hard) ãéá ìéá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò áí åßíáé �ïõëÜ-÷éó�ïí �üóï äýóêïëï íá ëõèåß üóï êÜèå Üëëï ðñüâëçìá �çò êëÜóçò. ¸íá ðñüâëçìá åßíáé ðëÞñåò



6.5. ÁíáãùãÞ êáé �ëçñü�ç�á 129
µ 1

R(x)
/x R µ 2

Ó÷Þìá 6.2: ÁíáãùãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �1 ó�ï ðñüâëçìá �2 [33, Ó÷Þìá 8.1℄.(
omplete) ãéá ìßá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò áí åßíáé äýóêïëï êáé �áõ�ü÷ñïíá áíÞêåé ó�çí êëÜóç.Ìå áðëÜ ëüãéá, �á ðëÞñç ðñïâëÞìá�á óõíïøßæïõí �ç äõóêïëßá ìéáò êëÜóçò ðïëõðëïêü�ç�áò.Ïé ðáñáðÜíù äéáéóèç�éêïß ïñéóìïß �çò äõóêïëßáò êáé �çò ðëçñü�ç�áò âáóßæïí�áé ó�ç óý-ãêñéóç �çò õðïëïãéó�éêÞò äõóêïëßáò äýï ðñïâëçìÜ�ùí. Ç Ýííïéá �çò áíáãùãÞò åðé�ñÝðåé áõ�Þ�ç óýãêñéóç. ¸íá ðñüâëçìá �1 áíÜãå�áé óå Ýíá ðñüâëçìá �2 áí õðÜñ÷åé Ýíáò ìå�áó÷çìá�éóìüòR ðïõ ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ðáñÜãåé ìéá óõìâïëïóåéñÜ R(x) �Ý�ïéá þó�å x 2 �1 áí êáé ìüíïáí R(x) 2 �2. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò R ïíïìÜæå�áé áíáãùãÞ �ïõ �1 ó�ï �2. ÄçëáäÞ ç áíáãùãÞ Ráðåéêïíßæåé �á ÍÁÉ-ó�éãìéü�õðá �ïõ �1 óå ÍÁÉ-ó�éãìéü�õðá �ïõ �2 êáé �á Ï×É-ó�éãìéü�õðá �ïõ �1óå Ï×É-ó�éãìéü�õðá �ïõ �2. Ç áíáãùãÞ R áðü �ï �1 ó�ï �2 åðé�ñÝðåé �ç ÷ñÞóç åíüò áëãüñéèìïõ/ ìç÷áíÞò Turing ðïõ áðïöáóßæåé �ï �2 ãéá íá áðïöáóßóïõìå �ï �1 (âë. Ó÷Þìá 6.2).Ç áíáãùãÞ åíüò ðñïâëÞìá�ïò �1 óå Ýíá ðñüâëçìá �2 äåí áñêåß ãéá íá ó�ïé÷åéïèå�Þóåé ü�é�ï �2 åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóï äýóêïëï üóï �ï �1. �ñÝðåé áêüìç ç äéáäéêáóßá �çò áíáãùãÞò (ïìå�áó÷çìá�éóìüò R) íá ìðïñåß íá õðïëïãßæå�áé áðïäï�éêÜ.Ïñéóìüò 6.4 (�ïëõùíõìéêÞ ÁíáãùãÞ). ¸íá ðñüâëçìá �1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ óå Ýíá ðñü-âëçìá �2 áí õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñ�çóç R ðïõ õðïëïãßæå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé ãéá êÜèåóõìâïëïóåéñÜ x, x 2 �1 áí êáé ìüíï áí R(x) 2 �2. Ç óõíÜñ�çóç / ìå�áó÷çìá�éóìüò R áðï�åëåßìéá ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ �ïõ �1 ó�ï �2.Ç áíáãùãÞ �ïõ Ïñéóìïý 6.4 ïíïìÜæå�áé êáé áíáãùãÞ �ïõ Karp. Ó�ç óõíÝ÷åéá ü�áí áíáöå-ñüìáó�å óå áíáãùãÞ, èá åííïýìå �çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ.¢óêçóç 6.6. Íá áðïäåßîå�å ü�é ü�é ç ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ åßíáé ìå�áâá�éêÞ (äçëáäÞ áí �ï �1áíÜãå�áé ó�ï �2, êáé �ï �2 áíÜãå�áé ó�ï �3, �ü�å êáé �ï �1 áíÜãå�áé ó�ï �3).Ëýóç. Ç óýíèåóç äýï DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ åßíáé ìßá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ. ÅðïìÝ-íùò, ç óýíèåóç äýï ðïëõùíõìéêþí áíáãùãþí áðï�åëåß ìéá ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ. ut¢óêçóç 6.7. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç êëÜóç P åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ(äçëáäÞ áí �ï �1 áíÜãå�áé ó�ï �2 êáé �2 2 P, �ü�å êáé �1 2 P).Ëýóç. Áí ç áíáãùãÞ R áðü �ï �1 ó�ï �2 õðïëïãßæå�áé áðü ìéá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ êáé�ï �2 áðïöáóßæå�áé åðßóçò áðü ìéá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, ç óýíèåóç �ùí äýï ìç÷áíþí



130 6. Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áåßíáé ìßá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ (âë. Ó÷Þìá 6.2). Ôï áðï�Ýëåóìá �çò óýíèåóçò åßíáé ëïéðüíìßá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ áðïöáóßæåé �ï �1. ut¢óêçóç 6.8. ÄåäïìÝíïõ åíüò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E), èÝëïõìå íá áðïöáóß-óïõìå áí �ï G åßíáé äéìåñÝò, äçëáäÞ áí �ï óýíïëï êïñõöþí ìðïñåß íá äéáìåñéó�åß óå óýíïëááíåîáñ�çóßáò4 V1 êáé V2. �íùñßæïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá áõ�ü áíÞêåé ó�ï P, áöïý ìðïñåß íá ëõèåßìå ÁíáæÞ�çóç �ñþ�á óå �ëÜ�ïò (âë. ¢óêçóç 5.9). Óå áõ�Þ �çí Üóêçóç, æç�åß�áé íá ðåñéãñÜ-øå�å ìéá ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò áíáãíþñéóçò åíüò äéìåñïýò ãñáöÞìá�ïò ó�ïðñüâëçìá �çò 2-éêáíïðïéçóéìü�ç�áò.Ëýóç. ¸ó�ù ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E). Èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí ìå�áó÷çìá�éóìü /áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ õðïëïãßæåé ìßá ëïãéêÞ ðñü�áóç �G óå ÓÊÌ ìå 2 Ü�ïìááíÜ üñï êáé èá äåßîïõìå ü�é �ï G åßíáé äéìåñÝò áí êáé ìüíï áí ç �G åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.Óå êÜèå êïñõöÞ i 2 V �ïõ áí�éó�ïé÷ïýìå ìßá ëïãéêÞ ìå�áâëç�Þ xi. �éá êÜèå áêìÞ fi; jg 2 E,ðñïóèÝ�ïõìå �ïõò üñïõò (xi _ :xj) ^ (:xi _ xj) � xi � xj . Ç éäÝá åßíáé ü�é áí äýï ìå�áâëç�ÝòóõíäÝïí�áé ìå áêìÞ, ïé ëïãéêÝò �éìÝò �ïõò ðñÝðåé íá åßíáé äéáöïñå�éêÝò (éóïäýíáìá, ïé áí�ßó�ïé÷åòêïñõöÝò äåí ìðïñåß íá áíÞêïõí ó�ï ßäéï óýíïëï áíåîáñ�çóßáò). Áõ�ü ðåñéãñÜöåé �çí êá�áóêåõÞ�çò �G ðïõ ìðïñåß íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.¸ó�ù ü�é �ï G(V;E) åßíáé äéìåñÝò, êáé V1, V2 �á äýï óýíïëá áíåîáñ�çóßáò. ÁíáèÝ�ïí�áò �çëïãéêÞ �éìÞ 1 ó�éò êïñõöÝò �ïõ V1 êáé �ç ëïãéêÞ �éìÞ 0 ó�éò êïñõöÝò �ïõ V2 éêáíïðïéïýìå üëïõò�ïõò üñïõò �çò �G, Üñá êáé �ç �G óõíïëéêÜ.Áí�ßó�ñïöá, áí ç �G åßíáé éêáíïðïéÞóéìç, èåùñïýìå ìéá áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �ç �Gêáé âÜæïõìå ó�ï V1 �éò êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí ëïãéêÞ �éìÞ 1 êáé ó�ï V2 �éò êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí ëïãéêÞ�éìÞ 0. Ôá V1 êáé V2 åßíáé óýíïëá áíåîáñ�çóßáò áöïý äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åé áêìÞ ìå�áîý äýïëïãéêþí ìå�áâëç�þí ìå �çí ßäéá �éìÞ (ïé áí�ßó�ïé÷ïé üñïé äåí èá éêáíïðïéïýí�áí). utÁí �ï æç�ïýìåíï åßíáé ç õðïëïãéóéìü�ç�á óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, ç ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞåðé�ñÝðåé �ç óýãêñéóç �çò õðïëïãéó�éêÞò äõóêïëßáò äýï ðñïâëçìÜ�ùí. Áí �ï �1 áíÜãå�áé ðï-ëõùíõìéêÜ ó�ï �2 êáé �ï �2 õðïëïãßæå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, �ü�å êáé �ï �1 õðïëïãßæå�áéóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (âë. Ó÷Þìá 6.2 êáé ÁóêÞóåéò 6.7 êáé 6.8). Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, áí�ï �1 äåí õðïëïãßæå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, �ü�å ïý�å �ï �2 õðïëïãßæå�áé óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ðïýìå ü�é �ï �2 åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóï äýóêïëï íá ëõèåß üóï �ï�1 (ó÷çìá�éêÜ �1 � �2). �ñÝðåé üìùò íá åßíáé óáöÝò ü�é ç óýãêñéóç áõ�Þ áöïñÜ ìüíï �çíõðïëïãéóéìü�ç�á óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.Éäéáß�åñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæïõí �á ðñïâëÞìá�á ìéáò êëÜóçò ðïõ åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóïäýóêïëï íá ëõèïýí üóï êÜèå Üëëï ðñüâëçìá ó�çí êëÜóç.Ïñéóìüò 6.5. ¸ó�ù C ìéá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò. ¸íá ðñüâëçìá � ïíïìÜæå�áé äýóêïëï ãéá�çí êëÜóç C (Þ C-äýóêïëï, C-hard) áí êÜèå ðñüâëçìá �0 2 C áíÜãå�áé ó�ï �. Áí åðéðëÝïí� 2 C, �ï � ïíïìÜæå�áé ðëÞñåò ãéá �çí êëÜóç C (Þ C-ðëÞñåò, C-
omplete).4¸íá óýíïëï êïñõöþí X � V åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) ïíïìÜæå�áé óýíïëï áíåîáñ�çóßáò (independent set) áíïé êïñõöÝò �ïõ X äåí Ý÷ïõí áêìÝò ìå�áîý �ïõò.



6.6. ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò 131Äåí åßíáé ðñïöáíÝò ü�é õðÜñ÷ïõí ðëÞñç ðñïâëÞìá�á ãéá êÜèå êëÜóç. �áñüëá áõ�Ü, ìðïñåßíá áðïäåé÷èåß ü�é áñêå�Ü ãíùó�Ü ðñïâëÞìá�á åßíáé ðëÞñç ãéá �çí êëÜóç P. Ó�ï åðüìåíï êåöÜ-ëáéï, èá áðïäåßîïõìå ü�é ìåñéêÜ ïéêåßá ðñïâëÞìá�á åßíáé ðëÞñç ãéá ìéá Üëëç ðïëý óçìáí�éêÞêëÜóç, �ï NP.Ôá ðëÞñç ðñïâëÞìá�á áðï�åëïýí ìéá êåí�ñéêÞ Ýííïéá êáé Ýíá ðïëý óçìáí�éêü åñãáëåßï ãéá�ç Èåùñßá �ïëõðëïêü�ç�áò. Ç ðïëõðëïêü�ç�á åíüò õðïëïãéó�éêïý ðñïâëÞìá�ïò èåùñåß�áé ü�éÝ÷åé êáèïñéó�åß ü�áí áõ�ü áðïäåé÷èåß ðëÞñåò ãéá êÜðïéá êëÜóç. Ôá ðëÞñç ðñïâëÞìá�á ìéáêëÜóçò C óõíïøßæïõí �çí õðïëïãéó�éêÞ äõóêïëßá üëùí �ùí ðñïâëçìÜ�ùí �çò C êáé áðï�åëïýí�ï óýíäåóìï �çò Èåùñßáò �ïëõðëïêü�ç�áò ìå �ç Èåùñßá Áëãïñßèìùí êáé �éò åöáñìïãÝò.Ç ýðáñîç óçìáí�éêþí ðñáê�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ åßíáé ðëÞñç ãéá êÜðïéá êëÜóç ðñïóäßäåéó�çí êëÜóç ðñáê�éêÞ áîßá, ðïõ óõíÞèùò äåí åßíáé îåêÜèáñç áðü �ïí ïñéóìü �çò (âë. óçìáóßá�ïõ P êáé �ïõ NP). Áí�ßó�ñïöá, áí ìéá êëÜóç äåí Ý÷åé óçìáí�éêÜ Þ Ýó�ù ãíùó�Ü ðñáê�éêÜðëÞñç ðñïâëÞìá�á, áõ�üìá�á ç êëÜóç èåùñåß�áé èåùñç�éêü êá�áóêåýáóìá ÷ùñßò ïõóéáó�éêüðåñéå÷üìåíï.Ç Ýííïéá �çò ðëçñü�ç�áò ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí áðüäåéîç áñíç�éêþí áðï�åëåóìÜ�ùí �çòåîÞò ìïñöÞò: Áí Ýíá ðñüâëçìá � åßíáé ðëÞñåò ãéá ìßá êëÜóç C, �ü�å èåùñåß�áé áðßèáíï �ï �íá áíÞêåé óå êÜðïéá ðéï ìéêñü�åñç êëÜóç C0 � C. Ï ëüãïò åßíáé ü�é áí ç C0 åßíáé êëåéó�Þ ùòðñïò �çí áíáãùãÞ êáé �ï � áíÞêåé ó�ç C0, �ü�å ç C ðñÝðåé íá �áõ�ßæå�áé ìå �ï õðïóýíïëü �çòC0, äçëáäÞ ç C êá�áðßð�åé (
ollapse) ó�çí C0.¢óêçóç 6.9. Íá áðïäåßîå�å ü�é áí äýï êëÜóåéò C êáé C0 åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò �çí áíáãùãÞêáé õðÜñ÷åé Ýíá ðñüâëçìá � ðïõ åßíáé ðëÞñåò �üóï ãéá �ç C üóï êáé ãéá �ç C0, �ü�å C = C0.Ëýóç. Èåùñïýìå ïðïéïäÞðï�å ðñüâëçìá �0 2 C0. Áöïý �ï � åßíáé ðëÞñåò ãéá �ç C0, �ï �0áíÜãå�áé ó�ï�. Áöïý üìùò� 2 C êáé çC åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí áíáãùãÞ, éó÷ýåé ü�é�0 2 C.ÅðïìÝíùò, êÜèå ðñüâëçìá �çò C0 áíÞêåé êáé ó�ç C. ÔõðéêÜ, C0 � C. Ëüãù óõììå�ñßáò, éó÷ýåéåðßóçò ü�é C � C0. Óõíåðþò, C = C0. ut6.6 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò�éá ìßá ïëïêëçñùìÝíç êáé óå âÜèïò ðáñïõóßáóç �çò Èåùñßáò Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò,ðñï�åßíå�áé �ï [33℄. Ç ðáñïõóßáóç �ùí âáóéêþí åííïéþí �çò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò óåáõ�ü êáé ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï Ý÷ïõí åðçñåáó�åß áðü �ï [33℄. Åðßóçò ðïëëÜ ðáñáäåßãìá�á êáéáóêÞóåéò åßíáé ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �ï ßäéï âéâëßï.¼óïí áöïñÜ ó�éò Ýííïéåò �ùí �õðéêþí ãëùóóþí, �ùí ìç÷áíþí Turing, âáóéêþí åíáëëáê�éêþíìïí�Ýëùí õðïëïãéóìïý, êáé èåìåëéùäþí êëÜóåùí õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, ðñï�åßíïí�áé �á[23, 29, 38℄. Ôï [23℄ áðï�åëåß êëáóóéêü âéâëßï óå èÝìá�á áõ�ïìÜ�ùí, �õðéêþí ãëùóóþí, ìç÷áíþíTuring, êáé ìç-õðïëïãéóéìü�ç�áò. Ôï [29℄ åðé÷åéñåß ìéá åîáéñå�éêÞ êáé óå âÜèïò ðáñïõóßáóçüëùí �ùí èåìÜ�ùí ðïõ Üð�ïí�áé �çò Èåùñßáò Õðïëïãéóìïý ìå éäéáß�åñç Ýìöáóç ó�á äéÜöïñáåßäç áõ�ïìÜ�ùí êáé ìç÷áíþí Turing êáèþò êáé óå èÝìá�á ìç-õðïëïãéóéìü�ç�áò. Ôï [29℄ Ý÷åéåîáéñå�éêÞ óõëëïãÞ áóêÞóåùí êáé êõêëïöïñåß ìå�áöñáóìÝíï ó�á ÅëëçíéêÜ. Ôï [38℄ áðï�åëåßÝíá óýã÷ñïíï âéâëßï ðïõ äéáðñáãìá�åýå�áé �üóï èÝìá�á Èåùñßáò Õðïëïãéóìïý üóï êáé èÝìá�áõðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.
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7 Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�á
ÌÝ÷ñé áõ�ü �ï óçìåßï, Ý÷ïõìå èåùñÞóåé �á ñåáëéó�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá �çò Ìç÷áíÞò ¢ìå-óçò �ñïóðÝëáóçò ÌíÞìçò (RAM) êáé �çò Í�å�åñìéíéó�éêÞò Ìç÷áíÞò Turing (DTM). Óå áõ�ü�ï êåöÜëáéï, èá èåùñÞóïõìå �ï ìç-ñåáëéó�éêü õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï �ùí Ìç-Í�å�åñìéíéó�éêþíÌç÷áíþí Turing (Non-Deterministi
 Turing Ma
hines - NDTM).Áí�ß �ïõ ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíïõ (í�å�åñìéíéó�éêïý ) �ñüðïõ ìå �ïí ïðïßï åîåëßóóå�áé ï õðï-ëïãéóìüò ìßáò DTM ãéá äåäïìÝíç åßóïäï, ï õðïëïãéóìüò ìéáò NDTM åîåëßóóå�áé ìå ðïëëÝòäéáöïñå�éêÝò (ü÷é üìùò êáé áíåîÜñ�ç�åò ) åêäï÷Ýò. Ç NDTM áðïäÝ÷å�áé ìßá åßóïäï áí ìéá�ïõëÜ÷éó�ïí áðü áõ�Ýò �éò õðïëïãéó�éêÝò åêäï÷Ýò êá�áëÞîåé óå áðïäï÷Þ.Óå äéáéóèç�éêü åðßðåäï, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é ìéá NDTM áðï�åëåß�áé áðü ÝíáíìåãÜëï áñéèìü äéáöïñå�éêþí (áëëÜ óõó÷å�éæüìåíùí ) DTM. �éá êÜèå åßóïäï, ç NDTM äéáëÝãåéêáé åðéêáëåß�áé �çí DTM ìå �ï ``ðëÝïí åðéèõìç�ü'' áðï�Ýëåóìá. Éóïäýíáìá, ç NDTM ðñïóï-ìïéþíåé üëåò �éò äéáöïñå�éêÝò DTM êáé åðéó�ñÝöåé �ï ``êáëý�åñï áðï�Ýëåóìá''. Ï ÷ñüíïò �çòðñïóïìïßùóçò êáèïñßæå�áé áðü �ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðéï áñãÞò DTM (êáé ü÷é áðü �ïÜèñïéóìá �ïõ ÷ñüíïõ ãéá �çí ðñïóïìïßùóç üëùí �ùí DTM).Èá äïýìå ü�é êÜèå NDTM ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèåß áðü ìßá DTM ìå åêèå�éêÞ åðéâÜñõíóç ó�ï÷ñüíï åê�Ýëåóçò. Áí áõ�Þ ç ðñïóïìïßùóç ìðïñåß íá ãßíåé ÷ùñßò óçìáí�éêÞ ÷ñïíéêÞ åðéâÜñõíóç1Þ ü÷é áðï�åëåß �ï ðéï óçìáí�éêü áíïéê�ü åñþ�çìá ó�ç Èåùñç�éêÞ Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí.Ìéá áðü �éò ðéï ãíùó�Ýò äéá�õðþóåéò áõ�ïý �ïõ åñù�Þìá�ïò áöïñÜ ó�çí äéáöïñå�éêü�ç�á �ùíêëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áò P êáé NP.Áðü �çí ðáñáðÜíù áäñÞ ðåñéãñáöÞ ãßíå�áé öáíåñü ãéá�ß �ï ìïí�Ýëï �ùí Ìç-Í�å�åñìéíéó�é-êþí Ìç÷áíþí Turing áðï�åëåß Ýíá åîáéñå�éêÜ éó÷õñü áëëÜ åëÜ÷éó�á ñåáëéó�éêü õðïëïãéó�éêüìïí�Ýëï. ¢ëëùó�å ï ìç-í�å�åñìéíéóìüò äåí Ý÷åé ó�ü÷ï íá áðï�åëÝóåé Ýíá ìáèçìá�éêü ìïí�Ýëïãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç, ðñáê�éêÞ Þ éäåá�Þ, ìïñöÞ õðïëïãéóìïý. Ï ëüãïò ðïõ ï ìç-í�å�åñìéíéóìüòáðï�åëåß áí�éêåßìåíï äéåîïäéêÞò ìåëÝ�çò ó�ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ïéåöáñìïãÝò �ïõ óå Üëëåò ðåñéï÷Ýò üðùò ç Ìáèçìá�éêÞ ËïãéêÞ, ç Ôå÷íç�Þ Íïçìïóýíç, êáé çÓõíäõáó�éêÞ Âåë�éó�ïðïßçóç. Ç êëÜóç NP, ìå �á ðïëëÜ êáé óçìáí�éêÜ ðëÞñç êáé äýóêïëáðñïâëÞìá�á, áðï�åëåß ìéá áðü �éò âáóéêÝò åöáñìïãÝò �ïõ ìç-í�å�åñìéíéóìïý ó�ç ðåñéï÷Þ �çòÓõíäõáó�éêÞò Âåë�éó�ïðïßçóçò.1Áí ìéá NDTM ìðïñïýóå íá ðñïóïìïéùèåß áðü ìßá DTM ÷ùñßò óçìáí�éêÞ åðéâÜñõíóç ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, �ïõðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï �ùí Ìç-Í�å�åñìéíéó�éêþí Ìç÷áíþí Turing èá êáèßó�á�ï áõ�üìá�á ñåáëéó�éêü.133



134 7. Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�á7.1 Ìç-Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò TuringÌéá Ìç-Í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ Turing (Non-Deterministi
 Turing Ma
hine - NDTM) N ìåk � 1 �áéíßåò åßíáé ìéá äéá�å�áãìÝíç ðåí�Üäá N = (Q;�;�; q0; F ). ¼ðùò êáé ó�ïí Ïñéóìü 6.3,�ï Q åßíáé �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí, �ï q0 2 Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç, �ï F � Q åßíáé �ïóýíïëï �ùí �åëéêþí êá�áó�Üóåùí, êáé �ï � åßíáé �ï áëöÜâç�ï åéóüäïõ. Ç ïõóéáó�éêÞ äéáöïñÜåßíáé ü�é ï õðïëïãéóìüò �çò N êáèïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò � ðïõ ïñßæå�áé ùò� � ((Q n F )� �k)� (Q� �k � fL;R; Sgk)�éá êÜèå äéáìüñöùóç / ó�ïé÷åßï �ïõ (QnF )��k , ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò� ïñßæåé �éò åðé�ñåð�Ýòåðüìåíåò äéáìïñöþóåéò (ðïõ ìðïñåß íá åßíáé êáìßá, ìßá, Þ êáé ðåñéóóü�åñåò). Ìå Üëëá ëüãéá,�ï åðüìåíï âÞìá �ïõ õðïëïãéóìïý ìéáò NDTM äåí ðñïóäéïñßæå�áé ìïíïóÞìáí�á áðü �çí �ñÝ-÷ïõóá äéáìüñöùóç, áëëÜ ç NDTM åðéëÝãåé �ï åðüìåíï âÞìá �çò áðü �ï óýíïëï �ùí åðé�ñåð�þíäéáìïñöþóåùí ðïõ êáèïñßæåé ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò �.Åî´ ïñéóìïý, ïé DTM áðï�åëïýí ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßá NDTM, áõ�Þ üðïõ ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò� Ý÷åé �çí åðéðëÝïí éäéü�ç�á íá åßíáé óõíÜñ�çóç.7.1.1 �ëþóóåò Çìéáðïöáóßóéìåò êáé Áðïöáóßóéìåò áðü NDTMÔï ìç-í�å�åñìéíéó�éêü õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï åßíáé ðïëý éó÷õñü êáé óõíÜìá åëÜ÷éó�á ñåáëéó�éêüåðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé áðüëõ�ç åîÜñ�çóç áíÜìåóá ó�çí åßóïäï êáé ó�çí åîÝëéîçò �ïõ õðïëïãéóìïýêáé �åëéêÜ ó�çí Ýîïäï ìéáò NDTM. Ó�á í�å�åñìéíéó�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá, êÜèå åßóïäïòêáèïñßæåé ìïíïóÞìáí�á �çí åîÝëéîç �ïõ õðïëïãéóìïý êáé �åëéêÜ �çí Ýîïäï / áðÜí�çóç �çò ìç-÷áíÞò. Áí�ßèå�á, ç åßóïäïò ìéáò NDTM åðé�ñÝðåé �çí åðéëïãÞ áíÜìåóá óå ðïëëÝò äéáöïñå�éêÝòõðïëïãéó�éêÝò åêäï÷Ýò (
omputation paths) êáé åîüäïõò / áðáí�Þóåéò. Áðü üëåò �éò äéáöïñå�éêÝòáðáí�Þóåéò, ç NDTM åðéëÝãåé êÜèå öïñÜ �çí ``ðëÝïí åðéèõìç�Þ''.Ìéá NDTM N çìéáðïöáóßæåé ìßá óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x 2 �� áí ìßá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �éòõðïëïãéó�éêÝò åêäï÷Ýò �çò N(x) �åñìá�ßæåé. Ç N áðïññßð�åé �ç x ìüíï áí êáìßá õðïëïãéó�éêÞåêäï÷Þ �çò N(x) äåí �åñìá�ßæåé.Èåùñïýìå �ïí õðïëïãéóìü ìéáò NDTM N ìå óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x 2 ��. Ìéá åêäï÷Þ�ïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x) êáëåß�áé õðïëïãéóìüò áðïäï÷Þò áí êá�áëÞãåé ó�çí �åëéêÞ êá�Üó�áóçÍÁÉ, êáé êáëåß�áé õðïëïãéóìüò áðüññéøçò áí êá�áëÞãåé ó�çí �åëéêÞ êá�Üó�áóç Ï×É. Èá ëÝìåü�é ç áðïäÝ÷å�áé �ï x áí ìßá �ïõëÜ÷éó�ïí åêäï÷Þ �ïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x) åßíáé õðïëïãéóìüòáðïäï÷Þò. Èá ëÝìå ü�é ç áðïññßð�åé �ï x áí êáìßá åêäï÷Þ �ïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x) äåíåßíáé õðïëïãéóìüò áðïäï÷Þò. Óå ðåñßð�ùóç áðïäï÷Þò, ãñÜöïõìå N(x) = ÍÁÉ, êáé óå ðåñßð�ùóçáðüññéøçò, ãñÜöïõìå N(x) = Ï×É.Ìßá NDTMN áðïöáóßæåé ìéá ãëþóóá L � �� áí ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x, (á) üëåòïé åêäï÷Ýò �ïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x) �åñìá�ßæïõí, êáé (â) x 2 L áí êáé ìüíï áí N(x) = ÍÁÉ.Ìéá ãëþóóá åßíáé NDTM-áðïöáóßóéìç (de
idable) áí õðÜñ÷åé ìéá NDTM ðïõ �çí áðïöáóßæåé.Ó�á ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá, ïé õðïëïãéóìïß áðïäï÷Þò åðéâÜëïõí �ç èÝ-ëçóÞ �ïõò áêüìá êáé áí áðï�åëïýí éó÷íÞ ìåéïøçößá. Áõ�Þ ç áóõììå�ñßá õðÝñ �ïõ ÍÁÉ åßíáé ðïëýóõíçèéóìÝíç ó�á ìáèçìá�éêÜ. Ìéá ìáèçìá�éêÞ ðñü�áóç åßíáé èåþñçìá (èåùñåß�áé äçëáäÞ áðï-äåäåéãìÝíç) áí Ý÷ïõìå âñåé ìéá óùó�Þ áðüäåéîç ãéá áõ�Þ. Áí�ßó�ñïöá, ìéá ðñü�áóç äåí éó÷ýåéáí Ý÷ïõìå âñåé Ýíá áí�é-ðáñÜäåéãìá.
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q0

 = 

µ

Ó÷Þìá 7.1: �áñÜäåéãìá äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý ìéáò NDTM. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á äßíå�áéáðü �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ.¸íáò �ñüðïò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ õðïëïãéóìïý �çòN(x) åßíáé ìÝóù �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý(
omputation tree). Ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ åßíáé ç áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç �çòN(x) ìå êá�Üó�áóç q0 êáéåßóïäï x. Ïé åíäéÜìåóåò äéáìïñöþóåéò ó�éò äéáöïñå�éêÝò õðïëïãéó�éêÝò åêäï÷Ýò áíáðáñßó�áí�áéáðü �éò êïñõöÝò �ïõ äÝí�ñïõ. Ôá ðáéäéÜ êÜèå êïñõöÞò / åíäéÜìåóçò äéáìüñöùóçò åßíáé ïéäéáìïñöþóåéò ðïõ (óýìöùíá ìå �ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò �) ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí óå Ýíá âÞìá.¸�óé êÜèå äéáöïñå�éêÞ õðïëïãéó�éêÞ åêäï÷Þ �çò N(x) áí�éó�ïé÷åß óå Ýíáí êëÜäï �ïõ äÝí�ñïõõðïëïãéóìïý (Ó÷Þìá 7.1). Áí üëåò ïé õðïëïãéó�éêÝò åêäï÷Ýò / êëÜäïé �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý�åñìá�ßæïõí, �ï äÝí�ñï åßíáé ðåðåñáóìÝíï. ÇN áðïäÝ÷å�áé �çí åßóïäï x áí �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü�á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ âñßóêå�áé ó�çí êá�Üó�áóç ÍÁÉ êáé áðïññßð�åé �ï x áí êáíÝíá áðü �á öýëëáäåí âñßóêå�áé óå êá�Üó�áóç ÍÁÉ. Åöüóïí Ýíáò �ïõëÜ÷éó�ïí êëÜäïò �ïõ äÝí�ñïõ áí�éó�ïé÷åß óåõðïëïãéóìü áðïäï÷Þò, èåùñïýìå ü�é ç N èá åðéëÝîåé ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ (èá ``ìáí�Ýøåé'') �éòêá�Üëëçëåò ìå�áâÜóåéò þó�å íá áðïäå÷èåß �ï x.Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáò NDTM N ìå åßóïäï x êáèïñßæå�áé áðü �ï ìÞêïò �çò ìåãá-ëý�åñçò õðïëïãéó�éêÞò åêäï÷Þò, Þ éóïäýíáìá áðü �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x).ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ìéá óõíÜñ�çóç õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò t : IN 7! IN. Ï ÷ñüíïò åê�Ý-ëåóçò Þ ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáò NDTM N åßíáé t(n) áí ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜx ìÞêïõò n, �ï ìÞêïò üëùí �ùí êëÜäùí õðïëïãéóìïý �çò N(x) åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ t(n).ËÝìå ü�é ìéá ãëþóóá áðïöáóßæå�áé óå ìç-í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï t(n) áí õðÜñ÷åé NDTM ìå ÷ñüíïåê�Ýëåóçò t(n) ðïõ �çí áðïöáóßæåé. Ìå âÜóç áõ�ü �ïí ïñéóìü, ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáòNDTM ìðïñåß íá åßíáé åêèå�éêÜ ìéêñü�åñç áðü �çí óõíïëéêÞ (í�å�åñìéíéó�éêÞ) õðïëïãéó�éêÞäñáó�çñéü�ç�á.7.1.2 Ç ÊëÜóç NTIMEÔï óýíïëï �ùí ãëùóóþí ðïõ áðïöáóßæïí�áé óå ìç-í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï O(t(n)) áðï�åëïýí �çíêëÜóç õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò NTIME[t(n)℄. Ç ïéêïãÝíåéá êëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áòðåñéïñéóìÝíïõ ìç-í�å�åñìéíéó�éêïý ÷ñüíïõ (non-deterministi
 time 
omplexity 
lass), NTIME[�℄ïñßæå�áé �õðéêÜ ùò:NTIME[t(n)℄ � fL : L åßíáé ãëþóóá áðïöáóßóéìç áðü ìßá NDTM O(t(n))-÷ñüíïõg



136 7. Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�áÁöïý ïé DTM áðï�åëïýí åéäéêÞ êá�çãïñßá �ùí NDTM, ç êëÜóç DTIME[t(n)℄ åßíáé õðï-óýíïëï �çò êëÜóçò NTIME[t(n)℄ ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç t(n). �éá ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðïëõðëï-êü�ç�áò, Ý÷åé áðïäåé÷èåß ü�é ç êëÜóç DTIME åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï �çò áí�ßó�ïé÷çò êëÜóçòNTIME (ð.÷. DTIME[n℄ � NTIME[n℄ [34℄). Èá Þ�áí åîáéñå�éêÜ óçìáí�éêü (êáé êá�Ü êïéíÞðåðïßèçóç áðïëý�ùò áðßèáíï) íá áðïäåé÷èåß ü�é ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò t(n), çêëÜóç NTIME[t(n)℄ åßíáé õðïóýíïëï �çò êëÜóçò DTIME[t0(n)℄, üðïõ t0(n) åßíáé Ýíá ðïëõþ-íõìï �çò t(n). �ñïò �ï ðáñüí, áò áðïäåßîïõìå åßíáé ü�é áõ�ü éó÷ýåé ü�áí t0(n) = O(
t(n)), ãéáêÜðïéá ó�áèåñÜ 
 > 1.Èåþñçìá 7.1. ÊÜèå ãëþóóá ðïõ áðïöáóßæå�áé óå ìç-í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï t(n) ìðïñåß íá áðï-öáóéó�åß óå í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï O(
t(n)) ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ 
 > 1.Áðüäåéîç. ¸ó�ù L ìéá �Ý�ïéá ãëþóóá, êáé Ýó�ù N ìéá NDTM ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò t(n) ðïõ áðï-öáóßæåé �çí L. ¸ó�ù d ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò åðé�ñåð�þí äéáìïñöþóåùí ðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøåéáðü ìéá äéáìüñöùóç �çò N . Ôï d ïíïìÜæå�áé ``âáèìüò ìç-í�å�åñìéíéóìïý'' �çò N . ÕðïèÝ�ïõìåü�é d > 1, ãéá�ß äéáöïñå�éêÜ ç N èá Þ�áí ìéá DTM. Èá äåßîïõìå ðùò ìéá DTM M ìðïñåß íáðñïóïìïéþóåé �ç ëåé�ïõñãßá �çò N ó�ï óõãêåêñéìÝíï ÷ñüíï.Ç í�å�åñìéíéó�éêÞ ðñïóïìïßùóç �çò N âáóßæå�áé ó�ï ãåãïíüò ü�é ìéá áêïëïõèßá áðü ìç-í�å�åñìéíéó�éêÝò åðéëïãÝò �çòN ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß áðü Ýíáí d-áäéêü áñéèìü ßäéïõ ìÞêïõò.�éá êÜèå ðéèáíü ýøïò t �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý, ç M ðñïóïìïéþíåé �ç ëåé�ïõñãßá �çò N ãéáüëåò �éò äéáöïñå�éêÝò áêïëïõèßåò ìç-í�å�åñìéíéó�éêþí åðéëïãþí. Áò óçìåéùèåß ü�é ç M ðñÝðåéíá ëåé�ïõñãåß ÷ùñßò åê �ùí ðñï�Ýñùí ãíþóç �ïõ ÷ñïíéêïý ïñßïõ t(n). Áõ�üò åßíáé ï ëüãïò ðïõç M äïêéìÜæåé üëá �á äõíá�Ü ÷ñïíéêÜ üñéá óå áýîïõóá óåéñÜ.�éá �çí åê�Ýëåóç �çò ðñïóïìïßùóçò, çM äéá�çñåß Ýíáí d-áäéêü áñéèìü (
1; : : : ; 
t) ó�ç äåý-�åñç �áéíßá �çò êáé ðñïóïìïéþíåé �ç ëåé�ïõñãßá �çòN êÜíïí�áò ó�ï âÞìá i �çí ìç-í�å�åñìéíéó�éêÞåðéëïãÞ 
i. Áí ç áí�ßó�ïé÷ç õðïëïãéó�éêÞ åêäï÷Þ êá�áëÞîåé óå áðïäï÷Þ, ç M áðïäÝ÷å�áé �çíåßóïäï êáé �åñìá�ßæåé. Äéáöïñå�éêÜ, ç M áõîÜíåé �ïí áñéèìü (
1; : : : ; 
t) êá�Ü 1 êáé óõíå÷ßæåé�çí ðñïóïìïßùóç. ¼�áí çM Ý÷åé èåùñÞóåé üëïõò �ïõò d-áäéêïýò áñéèìïýò ìÞêïõò t, áõîÜíåé �ït êá�Ü 1 êáé óõíå÷ßæåé. Ç M áðïññßð�åé �çí åßóïäï ìüíï áí ãéá êÜðïéï t, üëåò ïé õðïëïãéó�éêÝòåêäï÷Ýò ìÞêïõò �ï ðïëý t êá�áëÞãïõí ó�éò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò Ï×É Þ ÔÅËÏÓ.Áöïý ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çòN åßíáé t(n), çM èá Ý÷åé ïëïêëçñþóåé �çí ðñïóïìïßùóçü�áí èá Ý÷åé èåùñÞóåé üëïõò �ïõò d-áäéêïýò áñéèìïýò ìÞêïõò 1; 2; : : : ; t(n). Ç í�å�åñìéíéó�éêÞðñïóïìïßùóç ãéá êÜèå d-áäéêü áñéèìü ìÞêïõò t ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï O(dt). ÅðïìÝíùò, ç÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò M åßíáéPt(n)t=1 O(dt) = O(dt(n)+1). utÌéá éóïäýíáìç äéá�ýðùóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 7.1 åßíáé ü�é ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç õðïëïãéó�éêÞòðïëõðëïêü�ç�áò t(n), NTIME[t(n)℄ � [
>1DTIME[
t(n)℄Ìéá óçìáí�éêÞ óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 7.1 åßíáé ü�é �ï óýíïëï �ùí ãëùóóþí ðïõ áðï-öáóßæïí�áé áðü Ìç-Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing �áõ�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï �ùí ãëùóóþí ðïõãßíïí�áé áðïöáóßæïí�áé áðü �éò Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing. ÄçëáäÞ ç åðáýîçóç �ïõ õðï-ëïãéó�éêïý ìïí�Ýëïõ ìå Ýíá �üóï éó÷õñü ÷áñáê�çñéó�éêü üðùò ï ìç-í�å�åñìéíéóìüò äåí áõîÜíåé



7.2. Ç ÊëÜóç NP 137�ï óýíïëï �ùí ãëùóóþí ðïõ áðïöáóßæïí�áé áðü �éò Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing. Áðü áõ�Þ�çí Üðïøç �ï Èåþñçìá 7.1 ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí Ýíá áêüìç �åêìÞñéï õðÝñ �ïõ áîéþìá�ïò �ùíChur
h-Turing.¢óêçóç 7.1. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñüâëçìá �ïõ�åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ (óå ìïñöÞ ðñïâëÞìá�ïòáðüöáóçò) áíÞêåé ó�çí êëÜóç NTIME[n2℄.Ëýóç. Ïñßæïõìå ìéá NDTM ðïõ ``ìáí�åýåé'' (ëåé�ïõñãþí�áò ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ) êáé ãñÜöåé óåêÜðïéá �áéíßá �çí óõìâïëïóåéñÜ ðïõ êùäéêïðïéåß �çí ðåñéïäåßá åëÜ÷éó�ïõ ìÞêïõò. Áõ�ü ìðïñåßíá ãßíåé ïñßæïí�áò �ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò þó�å íá äçìéïõñãåß üëåò �éò äõíá�Ýò ðåñéïäåßåò. Ó�çóõíÝ÷åéá, ç ìç÷áíÞ (ëåé�ïõñãþí�áò í�å�åñìéíéó�éêÜ) áðïäÝ÷å�áé �çí åßóïäï áí êáé ìüíï áí çóõìâïëïóåéñÜ ðïõ Ýãñáøå áðï�åëåß �çí êùäéêïðïßçóç ìéáò ðåñéïäåßáò ìÞêïõò �ï ðïëý B. ÁíõðÜñ÷åé �Ý�ïéá ðåñéïäåßá, ç ìç÷áíÞ èá �ç ``ìáí�Ýøåé'' êáé èá áðïäå÷èåß �çí åßóïäï. Äéáöïñå�éêÜ,ç ìç÷áíÞ åßíáé õðï÷ñåùìÝíç íá áðïññßøåé �çí åßóïäï. Áõ�Ýò ïé åíÝñãåéåò ìðïñïýí íá ãßíïõí óå÷ñüíï O(n2). �éá �éò ëåð�ïìÝñåéåò, âë. [33, �áñÜäåéãìá 2.9℄. ut7.2 Ç ÊëÜóç NPÌéá áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ç êëÜóç NP, äçëáäÞ ç êëÜóç �ùíðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá ëõèïýí óå ðïëõùíõìéêü ìç-í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï. ÔõðéêÜ,NP = [k�0NTIME[nk℄¢óêçóç 7.2. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �çò k-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áíÞêåé ó�ïNP ãéá êÜèåöõóéêü áñéèìü k � 1. Ôé éó÷ýåé ãéá �ï ðñüâëçìá �çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò;Ëýóç. ¸ó�ù � ìéá ïðïéáäÞðï�å ëïãéêÞ ðñü�áóç óå k-ÓÊÌ. Ïñßæïõìå ìéá NDTM ðïõ ìå åßóïäï�çí ðñü�áóç �, ``ìáí�åýåé'' (ëåé�ïõñãþí�áò ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ) �çí ``êáëý�åñç äõíá�Þ'' áðï�ßìçóçãéá �éò ìå�áâëÞ�åò �çò � (ð.÷. �çí áðï�éìÞóç ðïõ éêáíïðïéåß �ïõò ðåñéóóü�åñïõò üñïõò). Ó�çóõíÝ÷åéá, ç NDTM ëåé�ïõñãåß í�å�åñìéíéó�éêÜ êáé áðïäÝ÷å�áé �ç � (äçëáäÞ áðáí�Üåé ü�é ç �åßíáé éêáíïðïéÞóéìç) áí êáé ìüíï áí ç áðï�ßìçóç ðïõ ``ìÜí�åøå'' éêáíïðïéåß �çí �. Áõ�Ýò ïéåíÝñãåéåò ìðïñïýí åýêïëá íá ãßíïõí óå ðïëõùíõìéêü ìç-í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï. utÕðÜñ÷åé Ýíáò éóïäýíáìïò (êáé ðïëý ðéï åíäéáöÝñïí) ïñéóìüò �ïõ NP ðïõ âáóßæå�áé ó�ïí�ñüðï ìå �ïí ïðïßï ëåé�ïõñãåß ìéá NDTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ. ¸ó�ù ìßá äõáäéêÞ ó÷ÝóçR � �� ���. H R êáëåß�áé ðïëõùíõìéêÜ áðïöáóßóéìç (polynomially de
idable) áí õðÜñ÷åé ìßáDTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå x; y 2 ��, áðïöáóßæåé áí (x; y) 2 R. H R êáëåß�áéðïëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç (polynomially balan
ed) áí ãéá êÜèå (x; y) 2 R, �ï ìÞêïò �ïõ y åßíáéðïëõùíõìéêü ó�ï ìÞêïò �ïõ x (�õðéêÜ, õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ k � 1 �Ý�ïéá þó�å jyj � jxjk).Èåþñçìá 7.2 (×áñáê�çñéóìüò �ïõ NP). Ìéá ãëþóóá L áíÞêåé ó�ï NP áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åéìßá ðïëõùíõìéêÜ áðïöáóßóéìç êáé ðïëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç ó÷Ýóç R �Ý�ïéá þó�åL = fx 2 �� : (x; y) 2 R ãéá êÜðïéï y 2 ��g



138 7. Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�áÁðüäåéîç. Áñ÷éêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷åé ìßá �Ý�ïéá ó÷Ýóç R. Ôü�å ç L áðïöáóßæå�áé áðüìéá NDTM N ðïõ ëåé�ïõñãåß ùò åîÞò: ÄåäïìÝíçò åéóüäïõ x, ç N ðñïóðáèåß íá ``ìáí�Ýøåé''(ëåé�ïõñãþí�áò ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ) êÜðïéá óõìâïëïóåéñÜ y ìå ìÞêïò jyj � jxjk �Ý�ïéá þó�å(x; y) 2 R. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ç N ëåé�ïõñãåß í�å�åñìéíéó�éêÜ êáé áðïäÝ÷å�áé �ï x áí êáé ìüíïáí (x; y) 2 R. Ìå Üëëá ëüãéá, áñ÷éêÜ ïé êëÜäïé õðïëïãéóìïý �çò N(x) äçìéïõñãïýí üëåò �éòäéáöïñå�éêÝò óõìâïëïóåéñÝò y ìå ìÞêïò �ï ðïëý jxjk . Ç N áðïäÝ÷å�áé �ï x áí êáé ìüíï áíêÜðïéïò áðü �ïõò êëÜäïõò õðïëïãéóìïý Ý÷åé äçìéïõñãÞóåé Ýíá y �Ý�ïéï þó�å (x; y) 2 R (âë.åðßóçò ÁóêÞóåéò 7.1 êáé 7.2).Åî' ïñéóìïý ç N áðïöáóßæåé �ç ãëþóóá L. ÅðåéäÞ ïé óõìâïëïóåéñÝò y Ý÷ïõí ìÞêïò �ï ðïëýjxjk êáé �ï (x; y) 2 R áðïöáóßæå�áé áðü ìßá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò�çò N åßíáé ðïëõùíõìéêüò ó�ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ x.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù ãëþóóá L 2 NP êáé ìßá NDTM N ðïõ áðïöáóßæåé �çí L óå ÷ñüíïnk. Ïñßæïõìå �ç ó÷Ýóç R ùò åîÞò: (x; y) 2 R áí êáé ìüíï áí �ï y åßíáé ç êùäéêïðïßçóç åíüòõðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò �çò N(x). Åî' ïñéóìïý,L = fx 2 �� : (x; y) 2 R ãéá êÜðïéï y 2 ��gÇ R åßíáé ðïëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç ãéá�ß êÜèå êëÜäïò õðïëïãéóìïý �çò N(x) Ý÷åé ìÞêïò �ïðïëý jxjk. H R åßíáé ðïëõùíõìéêÜ áðïöáóßóéìç ãéá�ß ìðïñåß íá åëåã÷èåß í�å�åñìéíéó�éêÜ óåãñáììéêü ÷ñüíï áí ìéá óõìâïëïóåéñÜ y áðï�åëåß �çí êùäéêïðïßçóç åíüò õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò�çò N(x). utÔï Èåþñçìá 7.2 áðï�åëåß �ïí êáëý�åñï ßóùò �ñüðï ãéá íá êá�áíïÞóïõìå �çí êëÜóç NP.Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 7.2, êÜèå ãëþóóá / ðñüâëçìá ðïõ áíÞêåé ó�ïNP Ý÷åé ìéá áîéïóçìåßù�çéäéü�ç�á: �éá êÜèå åßóïäï x ðïõ áíÞêåé ó�çí ãëþóóá, õðÜñ÷åé Ýíá ``óõíïð�éêü ðéó�ïðïéç�éêü'' yðïõ ìðïñåß íá åëåã÷èåß áðü ìßá DTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ êáé íá ðéó�ïðïéÞóåé ü�é �ï x áíÞêåéó�ç ãëþóóá. Áí�ßèå�á, êáíÝíá �Ý�ïéï ``ðéó�ïðïéç�éêü'' y äåí õðÜñ÷åé ãéá �á x ðïõ äåí áíÞêïõíó�ç ãëþóóá. Äåí ãíùñßæïõìå ðùò íá õðïëïãßóïõìå Ýíá �Ý�ïéï ``óõíïð�éêü ðéó�ïðïéç�éêü'' óåðïëõùíõìéêü (í�å�åñìéíéó�éêü) ÷ñüíï. �íùñßæïõìå üìùò ü�é ìéá óõìâïëïóåéñÜ áíÞêåé ó�ç ãëþóóááí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé Ýíá ``óõíïð�éêï ðéó�ïðïéç�éêü'' ãéá �ï ãåãïíüò áõ�ü.�éá ðáñÜäåéãìá, �ï ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ü�é ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç (äçëáäÞáíÞêåé ó�ç ãëþóóá ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �éò éêáíïðïéÞóéìåò ëïãéêÝò ðñï�Üóåéò óå ÓÊÌ) åßíáé ìéááðï�ßìçóç �ùí ìå�áâëç�þí ðïõ éêáíïðïéåß �çí �. Ç áðï�ßìçóç ðåñéãñÜöå�áé áðü ìéá äõáäéêÞóõìâïëïóåéñÜ ìå ìÞêïò ßóï ìå �ïí áñéèìü �ùí ìå�áâëç�þí �çò �. Åöüóïí ìéá áðï�ßìçóç ðïõéêáíïðïéåß �çí � åßíáé äéáèÝóéìç, ìðïñåß íá åëåãèåß êáé íá åðéâåâáéþóåé �çí éêáíïðïéçóéìü�ç�á�çò � óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ôï áí�ßó�ïé÷ï ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ãéá �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò�ùëç�Þ åßíáé ìßá ðåñéïäåßá ìå ìÞêïò ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï B. Ìéá ðåñéïäåßá åßíáé ìéá ìå�Üèåóç�ùí óçìåßùí åéóüäïõ. Ôï ìÞêïò �çò ìðïñåß åýêïëá íá õðïëïãéóèåß êáé íá óõãêñéèåß ìå �ï B óåãñáììéêü ÷ñüíï.¢óêçóç 7.3. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï NP åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �çí Ýíùóç êáé �çí �ïìÞ. ÄçëáäÞíá äåßîå�å ü�é áí äýï ãëþóóåò L1;L2 2 NP, �ü�å êáé ïé ãëþóóåò L1 [ L2;L1 \ L2 2 NP.



7.3. NP-�ëçñü�ç�á 139¢óêçóç 7.4. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ïNP åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ. ÄçëáäÞíá äåßîå�å ü�é áí �ï ðñüâëçìá �1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï ðñüâëçìá �2 êáé �ï �2 2 NP,�ü�å êáé �ï �1 2 NP.7.3 NP-�ëçñü�ç�áÇ êëÜóç P åßíáé õðïóýíïëï �çò êëÜóçò NP åðåéäÞ ïé DTM åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ùí NDTM.Ôá ðåñéóóü�åñá ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò ðïõ óõíáí�Þóáìå áíÞêïõí ó�ï NP êáé ëýíïí�áéóå ðïëõùíõìéêü í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìá�á ðïõ áíÞ-êïõí ó�ï NP êáé äåí åßíáé ãíùó�ü áí ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, üðùò �ï �ñüâëçìá �ïõ�åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ êáé �ï ðñüâëçìá �çò k-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò. Ôï óçìáí�éêü�åñï áíïéê�üåñþ�çìá ó�ç Èåùñç�éêÞ Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí åßíáé áí �á ðñïâëÞìá�á áõ�Þò �çò êá�ç-ãïñßáò ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï Þ ü÷é.Ìéá éóïäýíáìç äéá�ýðùóç �ïõ ßäéïõ åñù�Þìá�ïò áöïñÜ ó�ç äéáöïñå�éêü�ç�á �ùí êëÜóåùíP êáé NP. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï åñþ�çìá åßíáé áí åßíáé äõíá�Þ ç í�å�åñìéíéó�éêÞ ðñïóïìïßùóçêÜèå NDTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìå ðïëõùíõìéêÞ ÷ñïíéêÞò åðéâÜñõíóç. Ôï åñþ�çìá áõ�ü Ý÷åé�åñÜó�éá ðñáê�éêÞ êáé èåùñç�éêÞ óçìáóßá, áëëÜ ðñïò �ï ðáñüí äåí ìïéÜæåé þñéìï íá áðáí�çèåß.�áñüëá áõ�Ü, áðï�åëåß êïéíÞ åðéó�çìïíéêÞ ðåðïßèçóç ü�é �ï P åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï �ïõNP.Áí üí�ùò �ï P äéáöÝñåé áðü �ï NP, ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí êÜðïéá ðñïâëÞìá�á ó�ï NPðïõ äåí ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. �íùñßæïõìå ü�é �á ðëÞñç ðñïâëÞìá�á ìéáò êëÜóçò``óõíïøßæïõí'' �çí õðïëïãéó�éêÞ �çò äõóêïëßá. Áí ëïéðüí õðÜñ÷ïõí êÜðïéá ðñïâëÞìá�á ó�ïNP ðïõ äåí ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, �ü�å áíÜìåóá óå áõ�Ü ðñÝðåé íá åßíáé êáé üëá�á NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á (åöüóïí öõóéêÜ �Ý�ïéá ðñïâëÞìá�á õðÜñ÷ïõí). Õðåíèõìßæå�áé ü�éÝíá ðñüâëçìá � åßíáé NP-ðëÞñåò (NP-
omplete) áí áíÞêåé ó�ï NP êáé êÜèå Üëëï ðñüâëçìá�0 2 NP áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �.Èåþñçìá 7.3. ¸ó�ù � ÝíáNP-ðëÞñåò ðñüâëçìá. Ôï � ëýíå�áé óå ðïëõùíõìéêü í�å�åñìéíéó�éêü÷ñüíï áí êáé ìüíï áí P = NP.Áðüäåéîç. Áí P = NP, üëá �á ðñïâëÞìá�á ó�ï NP (êáé �á NP-ðëÞñç) ëýíïí�áé óå ðïëõùíõ-ìéêü ÷ñüíï. Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é �ï � ëýíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (ïðü�å � 2 P). ÁöïýêÜèå ðñüâëçìá �0 2 NP áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �, êÜèå ðñüâëçìá �0 2 NP ëýíå�áé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé áíÞêåé ó�ï P (âë. åðßóçò ¢óêçóç 6.7). Óõíåðþò, P = NP. utÅðéóÞìáíóç. Ìéá Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 7.3 åßíáé ü�é áí P 6= NP, êáíÝíá NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá äåí ëýíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Áí üðùò ðéó�åýå�áé, ïé êëÜóåéò P êáéNPäéáöÝñïõí, �ï óýíïëï �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ åßíáé ðëÞñç ãéá �ï NP áðï�åëïýí Ýíá õðïóýíïëï�ïõ NP îÝíï ìå �çí êëÜóç P. ÌÜëéó�á, ãíùñßæïõìå ü�é áí P 6= NP, õðÜñ÷ïõí êÜðïéá ðñïâëÞ-ìá�á, �á ëåãüìåíá NP-åíäéÜìåóá (intermediate) ðñïâëÞìá�á, ðïõ äåí áíÞêïõí ó�ï P êáé äåíåßíáé NP-ðëÞñç (âë. Ó÷Þìá 7.2). Ôï ðéï ãíùó�ü õðïøÞöéï NP-åíäéÜìåóï ðñüâëçìá åßíáé �ïðñüâëçìá �ïõ éóïìïñöéóìïý äýï ãñáöçìÜ�ùí (graph isomorphism).Ôï Èåþñçìá 7.3 åîçãåß óå Ýíá âáèìü ãéá�ß ç Èåùñßá �çò NP-ðëçñü�ç�áò Ý÷åé ðïëëÝò êáéóçìáí�éêÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò. ¸ó�ù ü�é ðñïóðáèïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí áðïäï�éêü áë-ãüñéèìï ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá ðïõ áíÞêåé ó�ï NP (ç óõí�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá �ùí ðñáê�éêþí
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Ó÷Þìá 7.2: Ç åéêüíá �çò êëÜóçò NP áí P 6= NP.ðñïâëçìÜ�ùí áíÞêåé ó�ï NP). ¸÷ïí�áò �áõ�ßóåé �ïõò áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò ìå �ïõò áë-ãüñéèìïõò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, åßíáé óçìáí�éêü íá áðïöáóßóïõìå áí �ï ðñüâëçìá ëýíå�áéóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (áíÞêåé ó�ï P) Þ åßíáé NP-ðëÞñåò. Ìå�Ü áðü ìåñéêÝò áðï�õ÷çìÝíåòðñïóðÜèåéåò ãéá áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, óõíÞèùò ó�ñÝöïõìå �ï åíäéáöÝñïí ìáò ó�çäéá�ýðùóç áðüäåéîçò NP-ðëçñü�ç�áò. Ç áé�ßá ðïõ äåí êá�áëÞãïõìå óå áëãüñéèìï ðïëõùíõìé-êïý ÷ñüíïõ óõ÷íÜ ïäçãåß áõ�üìá�á óå áðüäåéîç NP-ðëçñü�ç�áò. ¢ëëåò öïñÝò, ç áé�ßá ðïõ äåíêá�áöÝñíïõìå íá äéá�õðþóïõìå ìéá áðüäåéîç NP-ðëçñü�ç�áò ïäçãåß óå áëãüñéèìï ðïëõùíõìé-êïý ÷ñüíïõ.¢óêçóç 7.5. ¸ó�ù ðñïâëÞìá�á �1;�2 2 NP �Ý�ïéá þó�å �ï �1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �2.Íá åîçãÞóå�å ðïéåò áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò åßíáé áëçèåßò, øåõäåßò, Þ áðï�åëïýí áíïéê�ÜðñïâëÞìá�á.1. Áí �1 2 P, �ü�å êáé �2 2 P.2. Áí �2 2 P, �ü�å êáé �1 2 P.3. Áí �ï �2 äåí åßíáé NP-ðëÞñåò, ïý�å êáé �ï �1 åßíáé.4. Áí áìöü�åñá �á �1 êáé �2 åßíáé NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á, �ü�å êáé �ï �2 áíÜãå�áé ó�ï �1.Ëýóç. Ôï (1) áðï�åëåß áíïéê�ü ðñüâëçìá, áöïý áëçèåýåé ìüíï áí P = NP. Áí P 6= NP,Ýíá ðñüâëçìá �1P áíÜãå�áé óå êÜðïéï NP-ðëÞñåò �2 áëëÜ �ï �2 62 P. Ôá (2), (3), (4) åßíáéáëçèåßò ðñï�Üóåéò. ut¢óêçóç 7.6. Åßíáé �ï NP êëåéó�ü ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá; ÄçëáäÞ áí ìéá ãëþóóá L 2 NP,åßíáé áëÞèåéá ü�é �ï óõìðëÞñùìÜ �çò L áíÞêåé åðßóçò ó�ï NP;Ëýóç. Äåí ãíùñßæïõìå áí NP åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá. Áí P = NP, ãíùñßæïõìåÞäç ü�é �ï P åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá (âë. ¢óêçóç 6.5). Áí P 6= NP, áðï�åëåßêïéíÞ ðåðïßèçóç ü�é �ï NP äåí åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá. Ç áðüäåéîç áõ�Þò �çòðåðïßèçóçò áðï�åëåß óçìáí�éêü áíïéê�ü ðñüâëçìá. Ç äéáöïñÜ óå ó÷Ýóç ìå �ï P Ýãêåé�áé ó�çíáóõììå�ñßá �ïõ ïñéóìïý áðïäï÷Þò ìéáò NDTM. �éá ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò, âë. ð.÷. [33,ÊåöÜëáéï 10℄. ut



7.3. NP-�ëçñü�ç�á 1417.3.1 NP-�ëÞñç �ñïâëÞìá�á¸÷ïí�áò åðé÷åéñçìá�ïëïãÞóåé ãéá �éò óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò �çò NP-ðëçñü�ç�áò, áðïìÝíåé íááðïäåßîïõìå ü�é üí�ùò õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìá�á ðïõ åßíáé NP-ðëÞñç.Éêáíïðïéçóéìü�ç�á Ëïãéêþí �ñï�ÜóåùíÔï ðñþ�ï ðñüâëçìá ðïõ áðïäåß÷�çêå ðëÞñåò ãéá �ï NP åßíáé áõ�ü �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áòËïãéêþí �ñï�Üóåùí óå Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ (ÓÊÌ), ç áðëÜ �ï ðñüâëçìá �çò Éêáíï-ðïéçóéìü�ç�áò. Ó�ï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (Satisfiability), äßíå�áé ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç� óå ÓÊÌ (÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò ó�ïí áñéèìü á�üìùí óå êÜèå üñï). Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí ç �åßíáé éêáíïðïéÞóéìç, äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé ìéá áðï�ßìçóç �ùí ëïãéêþí ìå�áâëç�þí ðïõ åðáëçèåýåé�ç �. Ç Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áðïäåß÷�çêå NP-ðëÞñçò ó�éò áñ÷Ýò �çò äåêáå�ßáò �ïõ 70 áðü �ïíS. Cook [8℄ êáé �ïí L. Levin [28℄ óå áíåîÜñ�ç�åò åñãáóßåò. Ôï Èåþñçìá 7.4 åßíáé ãíùó�ü óáíÈåþñçìá �ùí Cook - Levin.Èåþñçìá 7.4. Ôï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò åßíáé NP-ðëÞñåò.Áðüäåéîç (âáóéêÞ éäÝá). Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß ü�é ç Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áíÞêåé ó�ï NP(âë. åðßóçò ¢óêçóç 7.2). ÅðïìÝíùò, áðïìÝíåé íá äåßîïõìå ü�é êÜèå ãëþóóá L 2 NP áíÜãå�áéðïëõùíõìéêÜ ó�çí Éêáíïðïéçóéìü�ç�á. Ç áðüäåéîç ïõóéáó�éêÜ êùäéêïðïéåß �ç ëåé�ïõñãßá ìéáòNDTM óå ìßá ëïãéêÞ ðñü�áóç óå ÓÊÌ.¸ó�ù ìéá ïðïéáäÞðï�å ãëþóóá L 2 NP, êáé Ýó�ù ìßá NDTM N ìå ìßá �áéíßá2 ðïõ áðï-öáóßæåé �çí L óå ÷ñüíï t(n). �éá êÜèå åßóïäï x, èá êá�áóêåõÜóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìßáëïãéêÞ ðñü�áóç �x óå ÓÊÌ ðïõ åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí x 2 L.¸ó�ù ü�é �ï áëöÜâç�ï �áéíßáò �çò N åßíáé fa1; : : : ; amg êáé �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí åßíáéfq0; q1; : : : ; q`�1g. Åðßóçò, Ýó�ù n �ï ìÞêïò �çò åéóüäïõ x. Áöïý ç N ïëïêëçñþíåé �ïí õðïëï-ãéóìü �çò óå ÷ñüíï t(n), ç êåöáëÞ �çò �áéíßáò äåí åðéóêÝð�å�áé ðåñéóóü�åñá áðü t(n) êåëéÜ. ÇëïãéêÞ ðñü�áóç �x ÷ñçóéìïðïéåß �ñßá åßäç ëïãéêþí ìå�áâëç�þí:1. ÊÅËÉ(i; j; t) ðïõ äçëþíåé ü�é ``�ï êåëß i ðåñéÝ÷åé �ï óýìâïëï aj �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t'', 1 �i � t(n), 1 � j � m, 1 � t � t(n). ÓõíïëéêÜ mt2(n) ìå�áâëç�Ýò.2. ÊÅÖÁËÇ(i; t) ðïõ äçëþíåé ü�é ``ç êåöáëÞ �çò �áéíßáò âñßóêå�áé ó�ï êåëß i �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞt'', 1 � i � t(n), 1 � t � t(n). ÓõíïëéêÜ t2(n) ìå�áâëç�Ýò.3. ÊÁÔÁÓÔÁÓÇ(k; t) ðïõ äçëþíåé ü�é ``ç N âñßóêå�áé ó�çí êá�Üó�áóç qk �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t'',0 � k � `� 1, 1 � t � t(n). ÓõíïëéêÜ `t(n) ìå�áâëç�Ýò.�éá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t, ç �ñÝ÷ïõóá äéáìüñöùóç �çò N ðåñéãñÜöå�áé ðëÞñùò áðü Ýíáóýíïëï (m + 1)t(n) + ` ëïãéêþí ìå�áâëç�þí. ÓõíïëéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå (m + 1)t2(n) + `t(n)ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå t(n) âÞìá�á (ìç-í�å�åñìéíéó�éêïý) õðïëïãéóìïý �çò N .2Ç õðüèåóç ü�é ç N Ý÷åé ìßá ìüíï �áéíßá ãßíå�áé ãéá ëüãïõò áðëü�ç�áò êáé ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò. ÊÜèåNDTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìå k �áéíßåò ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèåß áðü ìéá NDTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìå ìßá�áéíßá.



142 7. Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�áÇ ëïãéêÞ ðñü�áóç �x áðï�åëåß�áé áðü �ç óýæåõîç åðéìÝñïõò ëïãéêþí ðñï�Üóåùí ðïõ ãñÜöï-í�áé óå ÓÊÌ ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò ìå�áâëç�Ýò ðïõ ðåñéãñÜøáìå. ÊÜèå åðéìÝñïõò ëïãéêÞ ðñü�áóçäéá�õðþíå�áé þó�å íá åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ç áí�ßó�ïé÷ç áðü �éò ðáñáêÜ�ùóõíèÞêåò:1. ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, ç êåöáëÞ �çò �áéíßáò âñßóêå�áé óå Ýíá êáé ìüíï êåëß.2. ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, êÜèå êåëß ðåñéÝ÷åé Ýíá êáé ìüíï óýìâïëï �ïõ áëöÜâç�ïõ.3. ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, ç N âñßóêå�áé óå ìßá ìüíï êá�Üó�áóç.4. Áñ÷éêÜ �á ðñþ�á n êåëéÜ ðåñéÝ÷ïõí �çí åßóïäï x êáé �á õðüëïéðá t(n)� n ðåñéÝ÷ïõí �ïêåíü óýìâïëï. ÅðéðëÝïí, ç N îåêéíÜåé ó�çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç q0.5. ÊÜðïéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t � t(n), ç N ö�Üíåé óå êá�Üó�áóç áðïäï÷Þò.6. ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, ìüíï �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ êåëéïý ó�ï ïðïßï âñßóêå�áé ç êåöáëÞ �çò�áéíßáò ìðïñåß íá ìå�áâëçèåß.7. ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, ç åðüìåíç äéáìüñöùóç êáèïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò. ÄçëáäÞïé �éìÝò �ùí ìå�áâëç�þí ðïõ ðåñéãñÜöïõí �éò äéáìïñöþóåéò �çò N óå äýï äéáäï÷éêÝò÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò ðñÝðåé íá õðáêïýïõí ó�ïõò êáíüíåò ðïõ èÝ�åé ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò.Ïé ðáñáðÜíù óõíèÞêåò óõíïøßæïõí �ïõò êáíüíåò ëåé�ïõñãßáò ìéáò NDTM ìå ìßá �áéíßá.Ç N áðïäÝ÷å�áé �ï x áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá äéáìïñöþóåùí ðïõ éêáíïðïéåß�éò ðáñáðÜíù óõíèÞêåò. Áõ�ü óõìâáßíåé áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéá áðï�ßìçóç �ùí ëïãéêþíìå�áâëç�þí ðïõ åðáëçèåýåé �çí �x. Åäþ ïëïêëçñþíå�áé ç ðåñéãñáöÞ �çò âáóéêÞò éäÝáò.�éá íá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç áðáé�åß�áé íá äåßîïõìå ü�é ïé åðéìÝñïõò ðñï�Üóåéò äéá�õðþ-íïí�áé éóïäýíáìá óå ÓÊÌ êáé ü�é áõ�Þ ç ìïñöÞ ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß áðü �çí ðåñéãñáöÞ �çòN êáé �çí åßóïäï x óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ut¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ü�é ç 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á, üðïõ ç ëïãéêÞ ðñü�áóç Ý÷åé 2 �ï ðïëýÜ�ïìá óå êÜèå üñï, ëýíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (Èåþñçìá 6.3). Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá áðïäåßîïõìåü�é ç 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á, üðïõ ç ëïãéêÞ ðñü�áóç Ý÷åé 3 �ï ðïëý Ü�ïìá óå êÜèå üñï, åßíáéNP-ðëÞñçò.Èåþñçìá 7.5. Ôï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò åßíáé NP-ðëÞñåò.Áðüäåéîç. ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ü�é �ï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áíÞêåé ó�ï NP(âë. ¢óêçóç 7.2). Èá áðïäåßîïõìå áêüìç ü�é ç Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�çí3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á. ÓõãêåêñéìÝíá, èá äåßîïõìå ü�é ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç óå ÓÊÌ ìðïñåß íáìå�á�ñáðåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óå ìßá éóïäýíáìç ëïãéêÞ ðñü�áóç óå 3-ÓÊÌ.¸ó�ù � ìéá ðñü�áóç óå ÓÊÌ. Ç ìå�á�ñïðÞ óõíßó�á�áé ó�çí áí�éêá�Üó�áóç êÜèå üñïõ 
j ìåk � 4 Ü�ïìá áðü ìéá ïìÜäá üñùí 
0j ìå 3 Ü�ïìá áíÜ üñï. ¸ó�ù üñïò 
j = `j1 _ : : : _ `jk �çò �



7.3. NP-�ëçñü�ç�á 143ìå k � 4 Ü�ïìá. Ïñßæïõìå k � 3 íÝåò ìå�áâëç�Ýò zj1 ; : : : ; zjk�3 , êáé áí�éêáèéó�ïýìå �ïí üñï 
jìå �ïõò üñïõò:
0j = (`j1 _ `j2 _ zj1) ^ (:zj1 _ `j3 _ zj2) ^ (:zj2 _ `j4 _ zj3) ^ : : :^(:zjk�4 _ `jk�2 _ zjk�3) ^ (:zjk�3 _ `jk�1 _ `jk)Ç �0 ðñïêýð�åé áðü �ç � áí�éêáèéó�þí�áò êÜèå üñï 
j �çò � ìå k � 4 Ü�ïìá ìå �çí áí�ßó�ïé÷çïìÜäá üñùí 
0j . H �0 ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.Èá áðïäåßîïõìå ü�é ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç �0 åßíáé éêáíïðïéÞóéìç (äçë.ü�é ïé � êáé �0 åßíáé éóïäýíáìåò). Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ç éóïäõíáìßá éó÷ýåé ãéá êÜèå æåõãÜñéüñùí 
j êáé 
0j . ¸ó�ù ìéá áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �ïí üñï 
j , êáé Ýó�ù `p �ï ðñþ�ï Ü�ïìï ðïõãßíå�áé áëçèÝò áðü áõ�Þ �çí áðï�ßìçóç. Ç ïìÜäá üñùí 
0j éêáíïðïéåß�áé áí óõìðëçñþóïõìå �çíáðï�ßìçóç ìå �éò áêüëïõèåò �éìÝò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò zji , i = 1; : : : ; k � 3:zji =( 1 áí i < p� 10 áí i � p� 1�éá �ï áí�ßó�ñïöï, ðáñá�çñïýìå ü�é ç ïìÜäá üñùí 
0j åßíáé éêáíïðïéÞóéìç ìüíï áí �ïõëÜ÷é-ó�ïí Ýíá áðü �á Ü�ïìá `1; : : : ; `k åßíáé áëçèÝò. ÅðïìÝíùò, êÜèå áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �çíïìÜäá üñùí 
0j éêáíïðïéåß êáé �ïí üñï 
j . utÇ ìåèïäïëïãßá �çò áðüäåéîçò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 7.5 ÷ñçóéìïðïéåß�áé óõ÷íÜ ó�éò áðïäåßîåéòNP-ðëçñü�ç�áò. Åéäéêü�åñá, ãéá íá áíÜãïõìå Ýíá ðñüâëçìá óå Ýíá Üëëï åðé÷åéñïýìå íá ìå�á-ó÷çìá�ßóïõìå �ìÞìá�á �ùí ó�éãìéï�ýðùí �ïõ ðñþ�ïõ ðñïâëÞìá�ïò óå �ìÞìá�á �ùí ó�éãìéï�ýðùí�ïõ äåý�åñïõ ðñïâëÞìá�ïò. (ð.÷. ìå�áó÷çìá�éóìüò åíüò üñïõ ìå ðïëëÜ Ü�ïìá óå ïìÜäá üñùíìå 3 Ü�ïìá óå êÜèå üñï). Áí Ýíáò �Ý�ïéïò ìå�áó÷çìá�éóìüò äéá�çñåß �éò åðéèõìç�Ýò éäéü�ç�åò(ð.÷. éêáíïðïéçóéìü�ç�á), ìðïñåß íá åöáñìïó�åß �ìçìá�éêÜ óå ìåãáëý�åñá ó�éãìéü�õðá êáé íááðï�åëÝóåé �ç âÜóç ãéá ìéá áðüäåéîç NP-ðëçñü�ç�áò.¢óêçóç 7.7. Ó�ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (Maximum 2-Satisfiability) äßíå-�áé Ýíá óýíïëï üñùí � ðïõ êáèÝíáò áðï�åëåß�áé áðü �ç äéÜæåõîç äýï á�üìùí, êáé Ýíá öõóéêüòáñéèìüò . Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí õðÜñ÷åé áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �ïõëÜ÷éó�ïí B üñïõò �ïõ �.Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò åßíáé NP-ðëÞñåò.Ëýóç. ¢ðïäåéêíýå�áé åýêïëá ü�é ç ÌÝãéó�ç 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áíÞêåé ó�ï NP. �éá íá áðï-äåßîïõìå ü�é åßíáéNP-ðëÞñçò, èá áíÜãïõìå �ï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò ó�ç ÌÝãéó�ç2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á. Ç áíáãùãÞ ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå âáóßæå�áé ó�ï áêüëïõèï óýíïëï 10 üñùíðïõ áðï�åëïýí�áé áðü �Ýóóåñéò ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò:C = f(x); (y); (z); (w); (:x _ :y); (:y _ :z); (:x _ :z); (x _ :w); (y _ :w); (z _ :w)g�áñá�çñïýìå ü�é ç áðï�ßìçóç ðïõ äåí éêáíïðïéåß �ïí üñï x_y_z (äçëáäÞ äßíåé ó�á x, y, êáéz �éìÞ 0) ìðïñåß íá éêáíïðïéÞóåé �ï ðïëý 6 áðü �ïõò 10 üñïõò �ïõ C . Áí�ßèå�á, êÜèå áðï�ßìçóçðïõ éêáíïðïéåß �ïí üñï x _ y _ z ìðïñåß íá éêáíïðïéÞóåé �ïõëÜ÷éó�ïí 7 áðü �ïõò 10 üñïõò �ïõ



144 7. Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�áC (ãéá êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíç �éìÞ �ïõ w). Áõ�Þ ç ðáñá�Þñçóç áðï�åëåß êáé �çí êåí�ñéêÞ éäÝá�çò áðüäåéîçò.¸ó�ù � = 
1 ^ : : : 
m Ýíá ó�éãìéü�õðï �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é êÜèå üñïò�çò � Ý÷åé áêñéâþò �ñßá Ü�ïìá. Óå êÜèå üñï 
j = `j1 _ `j2 _ `j3 áí�éó�ïé÷ïýìå �ï óýíïëï üñùíCj = f(`j1); (`j2); (`j3); (wj); (:`j1 _ :`j2); (:`j2 _ :`j3);(:`j1 _ :`j3); (`j1 _ :wj); (`j2 _ :wj); (`j3 _ :wj)güðïõ ç ìå�áâëç�Þ wj åßíáé äéáöïñå�éêÞ ãéá êÜèå óýíïëï üñùí Cj . Ôï óýíïëï üñùí �0 ãéá �ïðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áðï�åëåß�áé áðü �çí Ýíùóç �ùí óõíüëùí üñùí Cj ,j = 1; : : : ;m. Ç �éìÞ �ïõ B åßíáé 7m. Ôï �0 ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðü �çí � óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï.Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù, õðÜñ÷åé áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �áõ�ü÷ñïíá 7m üñïõò �ïõ �0áí êáé ìüíï áí áõ�Þ ç áðï�ßìçóç éêáíïðïéåß �áõ�ü÷ñïíá üëïõò �ïõò üñïõò �çò �, äçëáäÞ áí êáéìüíï áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. utÕðïëïãéóìüò �ñáöïèåùñç�éêþí �áñáìÝ�ñùíÓ�ç óõíÝ÷åéá, èá áðïäåßîïõìå ü�é ï õðïëïãéóìüò áñêå�þí ãñáöïèåùñç�éêþí ðáñáìÝ�ñùí üðùò�ï ìÝãåèïò �ïõ ìÝãéó�ïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ, �ï ìÝãåèïò �çò åëÜ÷éó�çò êëßêáò, �ï ìÝãåèïò �ïõåëÜ÷éó�ïõ óõíüëïõ êÜëõøçò áí�éó�ïé÷åß óå NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò.¸íá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (independent set) åíüò ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò åßíáé Ýíáóýíïëï êïñõöþí ÷ùñßò áêìÝò ìå�áîý �ïõò. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ÌÝãéó�ïõ ÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ(Maximum Independent Set), äßíå�áé Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) êáé Ýíáò öõóéêüòáñéèìüò B. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí �ï G ðåñéÝ÷åé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìå B Þ ðåñéóóü�åñåòêïñõöÝò.Èåþñçìá 7.6. Ôï ðñüâëçìá �ïõ ÌÝãéó�ïõ ÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ åßíáé NP-ðëÞñåò.Áðüäåéîç. ÌéáNDTMðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìðïñåß íá ``ìáí�Ýøåé'' Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìåãÝ-èïõò B (åöüóïí õðÜñ÷åé) êáé íá åðéâåâáéþóåé ü�é üí�ùò ðñüêåé�áé ãéá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï óå÷ñüíï O(n2). ÅðïìÝíùò, �ï ÌÝãéó�ï ÁíåîÜñ�ç�ï Óýíïëï (ÌÁÓ) áíÞêåé ó�ï NP.�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ÌÁÓ åßíáé NP-ðëÞñåò, èá áíÜãïõìå �ï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò ó�ï ÌÁÓ. ¸ó�ù � ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç ìå m üñïõò êáé n ìå�áâëç�Ýò óå3-ÓÊÌ. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é êÜèå üñïò Ý÷åé áêñéâþò 3 Ü�ïìá. Èá êá-�áóêåõÜóïõìå Ýíá ãñÜöçìá G�(V;E), jV j = 3m, ðïõ èá Ý÷åé Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìåãÝèïõòm áí êáé ìüíï áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.�éá �çí êá�áóêåõÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïòG�, êÜèå üñïò �çò � áíáðáñßó�á�áé ìå Ýíá �ñßãùíï. ÊÜèåÜ�ïìï �ïõ üñïõ áí�éó�ïé÷åß óå ìßá êïñõöÞ �ïõ �ñéãþíïõ. Äýï êïñõöÝò äéáöïñå�éêþí �ñéãþíùíóõíäÝïí�áé ìå áêìÞ áí êáé ìüíï áí áí�éó�ïé÷ïýí óå óõìðëçñùìá�éêÜ Ü�ïìá, äçëáäÞ Ü�ïìá ðïõ�ï Ýíá åßíáé ç Üñíçóç �ïõ Üëëïõ, ð.÷. xi êáé :xi. ¸íá ðáñÜäåéãìá �çò áíáãùãÞò öáßíå�áé ó�ïÓ÷Þìá 7.3ÔõðéêÜ, Ýó�ù � = 
1^ : : :^
m, ìå êÜèå üñï íá Ý÷åé �ç ìïñöÞ 
j = `j1_`j2_`j3 . To ãñÜöçìáG�(V;E) Ý÷åé óýíïëï êïñõöþíV = fvji : j = 1; : : : ;m êáé i = 1; 2; 3g
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Ó÷Þìá 7.3: ¸íá ðáñÜäåéãìá �çò áíáãùãÞò áðü �çí 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á ó�ï ÌÝãéó�ï ÁíåîÜñ-�ç�ï Óýíïëï. Ç ëïãéêÞ ðñü�áóç åßíáé � = (x1_x2_x3)^ (:x1_:x2_:x3)^ (:x1_x2_x3)[33, Ó÷Þìá 9.2℄.êáé óýíïëï áêìþíE = ffvji; vjkg : j = 1; : : : ;m êáé i 6= kg [ ffvji; vpkg : j 6= p êáé `ji = :`pkgÕðÜñ÷åé ëïéðüí ìéá êïñõöÞ ãéá êÜèå åìöÜíéóç á�üìïõ óå êÜèå üñï. Ç ðñþ�ç ïìÜäá áêìþíäçìéïõñãåß �á m �ñßãùíá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõò üñïõò. Ç äåý�åñç ïìÜäá áêìþí óõíäÝåé üëåò�éò óõìðëçñùìá�éêÝò åìöáíßóåéò �çò ßäéáò ìå�áâëç�Þò ìå�áîý �ïõò. Ç êá�áóêåõÞ �ïõ G� ìðïñåßíá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.ÊÜèå �ñßãùíï óõíåéóöÝñåé �ï ðïëý ìßá êïñõöÞ óå Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï. ¢ñá êáíÝíááíåîÜñ�ç�ï óýíïëï �ïõG� äåí Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áðüm êïñõöÝò. Åðßóçò, äõï óõìðëçñùìá�éêÝòåìöáíßóåéò �çò ßäéáò ìå�áâëç�Þò (ð.÷. xi êáé :xi) äåí áíÞêïõí ó�ï ßäéï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ãéá�ßóõíäÝïí�áé ìå áêìÞ.Ç éäÝá åßíáé ü�é üëá �á Ü�ïìá åíüò áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõí �çí �éìÞ 1 óå ìßááðï�ßìçóç. Áí �ï G� Ý÷åé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìåãÝèïõò m, ç áðï�ßìçóç áõ�Þ éêáíïðïéåß �çí �ãéá�ß äßíåé �éìÞ 1 óå Ýíá Ü�ïìï áðü êÜèå üñï. Ç áðï�ßìçóç áõ�Þ åßáé óõíåðÞò ãéá�ß äåí Ý÷ïõìåóõìðëçñùìá�éêÝò åìöáíßóåéò �çò ßäéáò ìå�áâëç�Þò ó�ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, èåùñïýìå ìéá áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �çí � êáé åðéëÝãïõìå Ýíá Ü�ïìïìå �éìÞ 1 áðü êÜèå üñï. Ïé áí�ßó�ïé÷åò êïñõöÝò áðï�åëïýí Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï �ïõ G� ãéá�ßáíÞêïõí óå äéáöïñå�éêÜ �ñßãùíá êáé äåí ðñüêåé�áé ãéá óõìðëçñùìá�éêÝò åìöáíßóåéò �çò ßäéáòìå�áâëç�Þò, áöïý �á Ü�ïìá áëçèåýïõí �áõ�ü÷ñïíá. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå Ýíá Ü�ïìï áðü êÜèå üñï, �ïáíåîÜñ�ç�ï óýíïëï Ý÷åé m êïñõöÝò. utÓ�çí ðñáãìá�éêü�ç�á áðïäåßîáìå ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ ÌÝãéó�ïõ ÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ ðá-ñáìÝíåé NP-ðëÞñåò áêüìç êáé ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò åéóüäïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéó�ïýíóå îÝíá ìå�áîý �ïõò �ñßãùíá. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, õðÜñ÷ïõí áñêå�Ýò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò �ïõÌÝãéó�ïõ ÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ ðïõ åßíáé ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. �éá ðáñÜäåéãìá,ü�áí �ï ãñÜöçìá åéóüäïõ åßíáé äéìåñÝò, ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Konig (âë. ð.÷. [12℄)áðï�åëåß ïõóéáó�éêÜ Ýíá ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ãéá �ï ÌÝãéó�ï ÁíåîÜñ�ç�ï Óýíïëï.¢óêçóç 7.8. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ ÌÝãéó�ïõ ÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ åßíáé ó�ï Pü�áí üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò åéóüäïõ Ý÷ïõí âáèìü 2.



146 7. Ìç-Í�å�åñìéíéóìüò êáé NP-�ëçñü�ç�áËýóç. ¸íá ãñÜöçìá ìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ âáèìïý 2 áðï�åëåß�áé áðü �çí Ýíùóç îÝíùí ìå�áîý�ïõò áðëþí êýêëùí. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü,äçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá Ýíáí áðëü êýêëï (áí äåí åßíáé óõíåê�éêü, áí�éìå�ùðßæïõìå êÜèå êýêëïîå÷ùñéó�Ü). Ôï ÌÝãéó�ï ÁíåîÜñ�ç�ï Óýíïëï Ý÷åé bn=2
 êïñõöÝò, üðïõ n ï óõíïëéêüò áñéèìüò�ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöçìá�ïò. ut�åíéêü�åñá, ãéá üëá �á NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á, õðÜñ÷ïõí åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò ðïõ ëýíï-í�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. �éá ðáñÜäåéãìá, �á ðñïâëÞìá�á �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (Èåþ-ñçìá 7.4) êáé �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (Èåþñçìá 7.5) åßíáé NP-ðëÞñç, áëëÜ �ï ðñüâëçìá �çò2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò, äçëáäÞ ç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ êÜèå üñïò Ý÷åé �ï ðïëý 2 Ü�ïìá, åßíáéó�ï P (Èåþñçìá 6.3).¸÷ïí�áò óáí óçìåßï åêêßíçóçò �ï ðñüâëçìá �ïõ ÌÝãéó�ïõ ÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ, ìðïñïýìåíá áðïäåßîïõìå ü�é ìåñéêÜ áêüìç ãñáöïèåùñç�éêÜ ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-ðëÞñç.¢óêçóç 7.9. Óå Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, êëßêá (
lique) åßíáé Ýíá óýíïëï êïñõöþí üðïõêÜèå æåõãÜñé óõíäÝå�áé ìå áêìÞ (ìå Üëëá ëüãéá, �ï áí�ßó�ïé÷ï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá åßíáéðëÞñåò). Ó�ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò Êëßêáò (Maximum Clique), äßíå�áé Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíïãñÜöçìá G(V;E) êáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò B. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí �ï G ðåñéÝ÷åé êëßêá ìå BÞ ðåñéóóü�åñåò êïñõöÝò. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò Êëßêáò åßíáéNP-ðëÞñåò.Ëýóç. Ôï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò Êëßêáò ó�ï G åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï ðñüâëçìá �ïõ ÌÝãéó�ïõÁíåîÜñ�ç�ïõ Óõíüëïõ ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá G. ut¢óêçóç 7.10. Óå Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, Ýíá óýíïëï êïñõöþíC ïíïìÜæå�áé óýíïëï êÜ-ëõøçò (vertex 
over) ü�áí êÜèå áêìÞ Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á Üêñá �çò ó�ï C . Ó�ï ðñüâëçìá�ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí (Minimum Vertex Cover), äßíå�áé Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíïãñÜöçìá G(V;E) êáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò B. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí �ï G ðåñéÝ÷åé êÜëõììáêïñõöþí ìå B Þ ëéãü�åñåò êïñõöÝò. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Êáëýììá�ïòÊïñõöþí åßíáé NP-ðëÞñåò.Ëýóç. ¸íá óýíïëï êïñõöþí X � V åßíáé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï áí êáé ìüíï áí ïé õðüëïéðåòêïñõöÝò (äçë. �ï óýíïëï V n X) áðï�åëïýí Ýíá êÜëõììá êïñõöþí. �ñÜãìá�é, ïé êïñõöÝò �ïõX äåí Ý÷ïõí áêìÝò ìå�áîý �ïõò áí êáé ìüíï áí êÜèå áêìÞ Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Üêñï �çò ó�ïV nX . ÅðïìÝíùò �ï X � V áðï�åëåß Ýíá ÌÝãéó�ï ÁíåîÜñ�ç�ï Óýíïëï áí êáé ìüíï áí �ï V nXáðï�åëåß Ýíá ÅëÜ÷éó�ï ÊÜëõììá Êïñõöþí. Ç áíáãùãÞ åßíáé ëïéðüí �å�ñéììÝíç. Ôï G Ý÷åéêÜëõììá êïñõöþí ìå B Þ ëéãü�åñåò êïñõöÝò áí êáé ìüíï áí Ý÷åé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìå jV j �BÞ ðåñéóóü�åñåò êïñõöÝò. ut7.4 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝòÔï âéâëßï �ùíGarey êáé Johnson [20℄ åßíáé êëáóéêü êáé áðï�åëåß áíáìößâïëá óçìåßï áíáöïñÜò óåèÝìáNP-ðëçñü�ç�áò. Ôï [20℄ äéáðñáãìá�åýå�áé �çí Ýííïéá �çò NP-ðëçñü�ç�áò áðü èåùñç�éêÞêáé ðñáê�éêÞ óêïðéÜ êáé Ý÷åé ìéá åê�åíÝó�á�ç ëßó�á áðü NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á.



7.4. ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò 147Ç Èåùñßá NP-ðëçñü�ç�áò ðáñïõóéÜæå�áé äéåîïäéêÜ åí�áãìÝíç ó�ï ãåíéêü�åñï ðëáßóéï �çòÝííïéáò �çò ðëçñü�ç�áò ùò ðñïò ìßá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò ó�ï [33℄. Ôï [33℄ Ý÷åé óõí�åëÝóåéóçìáí�éêÜ ó�çí ðáñïõóßáóç �çò NP-ðëçñü�ç�áò óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï. Áñêå�Ü ðáñáäåßãìá�áêáé áóêÞóåéò Ý÷ïõí ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �ï [33℄.Éó�ïñéêÜ, ï Ja
k Edmonds (ð.÷. âë. [16, 15℄ êáé áí�ßó�ïé÷åò áíáöïñÝò ó�ï [33℄) äéá�ýðùóå ãéáðñþ�ç öïñÜ �çí åéêáóßá ü�é õðÜñ÷ïõí ðñáê�éêÜ ðñïâëÞìá�á ðïõ äåí ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï, êáé Üñá �ï P åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ïNP. Óáí ðñþ�ï õðïøÞöéï ðñüâëçìá, ï Edmondsðñü�åéíå �ï �ñüâëçìá �ïõ �åñéïäåýïí�ïò �ùëç�Þ. Ï Edmonds åðßóçò ðñïäéÝãñáøå ü�é ðïëëÜáðü �á ðñïâëÞìá�á ðïõ äåí ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óõíäÝïí�áé ó�åíÜ ìå�áîý �ïõò(Ýííïéá �ïõ NP-ðëÞñïõò ðñïâëÞìá�ïò).Ôï Èåþñçìá �ùí Cook-Levin êáé �á ðñþ�á NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á áðïäåß÷èçêáí ó�éò åñ-ãáóßåò [8, 28℄. �ïëëÜ èåìåëéþäç ðñïâëÞìá�á áðïäåß÷èçêáí NP-ðëÞñç ó�çí åñãáóßá [26℄.
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A Åðßëõóç Áíáäñïìéêþí Ó÷ÝóåùíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á èá ðáñïõóéÜóïõìå �ñåéò âáóéêÝò ìåèüäïõò ãéá �çí åê�ßìçóç �çò áóõìð�ù-�éêÞò óõìðåñéöïñÜò áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí ðïõ ðñïêýð�ïõí êá�Ü �çí áíÜëõóç áíáäñïìéêþí áë-ãïñßèìùí. ÓõãêåêñéìÝíá, èá ðáñïõóéÜóïõìå �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò, �ç ìÝèïäï �çò áí�é-êá�Üó�áóçò, êáé �ï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ (Master Theorem). �éá üëåò �éò áíáäñïìéêÝòó÷Ýóåéò áõ�Þò �çò åíü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é T (1) = �(1) üðïõ äåí áíáöÝñå�áé áñ÷éêÞ óõíèÞêç.A.1 ÌÝèïäïò �çò ÅðáíÜëçøçòÇ âáóéêÞ éäÝá �çò ìåèüäïõ �çò åðáíÜëçøçò åßíáé íá áíáð�ýîïõìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç óåÜèñïéóìá êáé íá õðïëïãßóïõìå �ïí êëåéó�ü �ýðï �ïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �çíðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:T (n) =( 2T (n=2) + n áí n = 2k ãéá êÜðïéï k � 22 áí n = 2 (A.1)Ç õðüèåóç ü�é �ï n ðñÝðåé íá åßíáé äýíáìç 2 ãßíå�áé ãéá íá áðïöýãïõìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ïn=2 äåí åßíáé áêÝñáéïò.Áíáð�ýóóïí�áò �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Ý÷ïõìå:T (n) = n+ 2T (n=2)= n+ 2n=2 + 22 T (n=4)= n+ 2n=2 + 22n=22 + 24 T (n=23)...= n+ 2n=2 + 22 n=22 + � � �+ 2i�1 n=2i�1 + 2i T (n=2i)= n i+ 2i T (n=2i)Áí èÝ�ïõìå i = logn� 1 ó�çí ðáñáðÜíù éóü�ç�á, ç áíÜð�õîç �çò áíáäñïìÞò �åñìá�ßæå�áé áöïýn=2log n�1 = 2. ÅðïìÝíùò, T (n) = n logn.Ç éäÝá �çò ìåèüäïõ �çò åðáíÜëçøçò åßíáé áðëÞ, áëëÜ ç åöáñìïãÞ �çò óõ÷íÜ ïäçãåß óåðïëýðëïêïõò áëãåâñéêïýò õðïëïãéóìïýò. Äýï åßíáé ïé óçìáí�éêü�åñåò ðáñÜìå�ñïé êá�Ü �çíåöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ: ï áñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí ãéá �çí ðëÞñç áíÜð�õîç �çò áíáäñïìÞò (äçë.ìÝ÷ñé �ï óçìåßï ðïõ åöáìñüæå�áé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç), êáé ï õðïëïãéóìüò �ïõ áèñïßóìá�ïò �ùíüñùí ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü êÜèå åðßðåäï áíÜð�õîçò �çò áíáäñïìÞò. Ç åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ �çòåðáíÜëçøçò ü�áí ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ïñßæå�áé ìå ðÜíù Þ êÜ�ù áêÝñáéá ìÝñç ìðïñåß íá ïäçãÞóåé153
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Ó÷Þìá A.1: Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò ãéá �çí ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) + n2.óå ðïëýðëïêåò áëãåâñéêÝò åêöñÜóåéò. �éá �çí åê�ßìçóç �çò áóõìð�ù�éêÞò óõìðåñéöïñÜò ìéáòáíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é �ï êëÜóìá íá äßíåé ðÜí�á áêÝñáéï áðï�Ýëåóìá(ð.÷. ó�çí ó÷Ýóç (A.1) õðïèÝóáìå ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2).Ìßá áðëÞ êáé ÷ñÞóéìç ìÝèïäïò ãéá �çí áíáðáñÜó�áóç �çò áíÜð�õîçò ìéáò áíáäñïìéêÞòó÷Ýóçò åßíáé �ï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò (re
ursion tree). Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò åðé�ñÝðåé �çíêáëý�åñç ïñãÜíùóç �ùí áëãåâñéêþí õðïëïãéóìþí êá�Ü �çí áíÜð�õîç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò.¸ó�ù ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) + n2. Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò ãéá áõ�Þ �çíó÷Ýóç öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá A.1. �áñá�çñïýìå ü�é ç óõíåéóöïñÜ êÜèå ãñáììÞò �ïõ äÝí�ñïõ óåýøïò i (ç ñßæá èåùñåß�áé ü�é âñßóêå�áé óå ýøïò 0) åßíáé n2=2i. Áöïý óå êÜèå åðßðåäï �ï nõðïäéðëáóéÜæå�áé, �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ åßíáé logn (äçëáäÞ �ï äÝí�ñï Ý÷åé log n + 1 åðßðåäá).Åßíáé ëïéðüí log nXi=0 n2=2i = n2 log nXi=0 2�i < 2n2 = �(n2)üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí k + 1 ðñþ�ùí üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìåðñþ�ï üñï 1 êáé ëüãï 1=2 åßíáé 2� 2�k.¢óêçóç A.1. Íá õðïëïãßóå�å ìéá áêñéâÞ áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç ãéá �ç ëýóç �çò áíáäñïìéêÞòó÷Ýóçò T (n) = 4T (n=2) + n ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = 1.Ëýóç. Ôï äÝí�ñï �çò áíáäñïìÞò Ý÷åé log n + 1 åðßðåäá åðåéäÞ �ï n õðïäéðëáóéÜæå�áé óå êÜèååðßðåäï. �éá êÜèå i, i = 0; : : : ; log n+ 1, ç óõíåéóöïñÜ �ïõ åðéðÝäïõ i åßíáé 2i n. ÅðïìÝíùò,T (n) = log nXi=0 2i n = n log nXi=0 2i = n(2n� 1) = �(n2)üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí k + 1 ðñþ�ùí üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìåðñþ�ï üñï 1 êáé ëüãï 2 åßíáé 2k+1 � 1. ut



A.2. ÌÝèïäïò �çò Áí�éêá�Üó�áóçò 155¢óêçóç A.2. Íá ëýóå�å �çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜ-ëçøçò: T (n) =( T (n=2) + 1 áí n = 2k ãéá êÜðïéï k � 11 áí n = 1 (A.2)Ëýóç. Áíáð�ýóóïí�áò �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç óå i åðßðåäá, ðáßñíïõìå T (n) = i + T (n=2i).ÈÝ�ïí�áò i = log n, ç áíÜð�õîç �çò áíáäñïìÞò �åñìá�ßæå�áé áöïý n=2log n = 1. ÅðïìÝíùò,T (n) = log n+ 1. utA.2 ÌÝèïäïò �çò Áí�éêá�Üó�áóçòÇ âáóéêÞ éäÝá �çò ìåèüäïõ �çò áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé íá ìáí�Ýøïõìå �ç ìïñöÞ �çò ëýóçò êáé íá÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é ç ëýóç åßíáé óùó�Þ. Ç ìÝèïäïòåßíáé áðëÞ êáé éó÷õñÞ, áëëÜ ìðïñåß íá åöáñìïó�åß ìüíï ü�áí ìðïñïýìå íá ìáí�Ýøïõìå �ç ìïñöÞ�çò ëýóçò.�éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) + �(n) ìå áñ÷éêÞóõíèÞêç T (1) = �(1). Ó�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á áðïäåßîáìå ìå �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò ü�éç ó÷Ýóç (A.1), ðïõ åßíáé áðëïýó�åñç áëëÜ ðáñüìïéá, Ý÷åé ëýóç�(n logn). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ç ìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é T (n) = �(n logn).Ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå �éò ìéêñÝò �éìÝò �ïõ n åðåéäÞ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ìéá áóõ-ìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç ãéá �ï T (n). ¸ó�ù 
1; 
2 2 IR�+ ïé ó�áèåñÝò ðïõ ``êñýâïí�áé'' ó�ïí ðñïóèå�éêüüñï �(n) �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò1. ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é
1 (n=2) log(n=2) � T (n=2) � 
2 (n=2) log(n=2)�ñÝðåé áðïäåßîïõìå ü�é 
1 n logn � T (n) � 
2 n logn�ñÜãìá�é, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ðáßñíïõìå:T (n) � 2 
1 (n=2) log(n=2) + 
1 n = 
1 n (log n� 1) + 
1 n = 
1 n lognêáé T (n) � 2 
2 (n=2) log(n=2) + 
2 n = 
2 n (log n� 1) + 
2 n = 
2 n lognüðùò áðáé�åß�áé. Áðïäåßîáìå ëïéðüí ü�é T (n) = �(n logn).A.2.1 ÁëëáãÞ Ìå�áâëç�þíÓå êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò, ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß óçìáí�éêÜ ìå áëëáãÞìå�áâëç�þí. �éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �çí ó÷Ýóç T (n) = 2T (pn) + logn ìå áñ÷éêÞóõíèÞêç T (1) = �(1). ÈÝ�ïí�áò m = log n, ðáßñíïõìå �çí ó÷Ýóç T (2m) = 2T (2m=2) +m. Ìðïñïýìå íá ìå�ïíïìÜóïõìå �ï T (2m) óå S(m) êáé íá ïäçãçèïýìå ó�çí ó÷Ýóç S(m) =2S(m=2) +m ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç S(1) = �(1). ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ü�é ç ëýóç áõ�Þò �çòó÷Ýóçò åßíáé S(m) = �(m logm). �ñáãìá�ïðïéþí�áò �çí áí�ßó�ñïöç áí�éêá�Üó�áóç, ðáßñíïõìåT (n) = �(log n log log n).1ÔõðéêÜ, èåùñïýìå ü�é ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç åßíáé T (n) = 2T (n=2) + f(n), üðïõ f(n) = �(n). Áðü �ïí ïñéóìü�ïõ áóõìð�ù�éêïý óõìâïëéóìïý �, õðÜñ÷ïõí ó�áèåñÝò 
1; 
2 2 IR�+ �Ý�ïéåò þó�å 
1 n � f(n) � 
2 n.



156 A. Åðßëõóç Áíáäñïìéêþí Ó÷Ýóåùí¢óêçóç A.3. Íá ëýóå�å �éò ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò èåùñþí�áò óáí áñ÷éêÞ óõíèÞêçT (1) = 1.1. T (n) = T (n� 1) + 3.2. T (n) = T (n� 1) + 2n.3. T (n) = 2T (n=2) + n.4. T (n) = T (n=3) + 1.5. T (n) = T (n=2) + n.6. T (n) = 2T (n� 1) + 1.Ëýóç.1. T (n) = 3(n� 1) + 1.2. T (n) = 2n(n� 1) + 1.3. T (n) = n logn.4. T (n) = log3 n.5. T (n) = 2n� 1.6. T (n) = 2n � 1.A.3 Ôï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõÔï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ (Master Theorem) áðï�åëåß ìéá åýêïëç óõí�áãÞ ãéá �çíåðßëõóç áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí �çò ìïñöÞò T (n) = aT (n=b)+f(n), üðïõ a êáé b åßíáé ó�áèåñÝòêáé f(n) åßíáé ìßá èå�éêÞ óõíÜñ�çóç.Ôï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ äéáêñßíåé �éò áêüëïõèåò �ñåéò ðåñéð�þóåéò:1. Áí f(n) = O(nlogb a�") ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ " > 0, �ü�å T (n) = �(nlogb a).2. Áí f(n) = �(nlogb a), �ü�å T (n) = �(nlogb a log n).3. Áí f(n) = 
(nlogb a+") ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ " > 0, êáé õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ n0 2 IN �Ý�ïéáþó�å ãéá êÜèå n � n0, a f(n=b) < f(n), �ü�å T (n) = �(f(n)).Êá�Ü �çò åöáñìïãÞ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Êõñßáñ÷ïõ¼ñïõ, ç ìåãáëý�åñç áðü �éò óõíáñ�Þóåéòf(n) êáé nlogb a (äçë. ï êõñßáñ÷ïò üñïò) êáèïñßæåé �ç ëýóç �çò ó÷Ýóçò. Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç,ç f(n) ðñÝðåé íá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñç (äçë. íá õðïëåßðå�áé êá�Ü Ýíáí ðáñÜãïí�á n")áðü �çí nlogb a. Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, ïé óõíáñ�Þóåéò f(n) êáé nlogb a ðñÝðåé íá Ý÷ïõí �çí ßäéá�Üîç ìåãÝèïõò. Ó�çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç, ç f(n) ðñÝðåé íá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëý�åñç áðü �çínlogb a êáé íá éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç a f(n=b) < f(n) ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. ÕðÜñ÷åé áêüìç �ï



A.3. Ôï Èåþñçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ ¼ñïõ 157åíäå÷üìåíï ç f(n) íá ìçí åí�Üóóå�áé óå êÜðïéá áðü �éò ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò êáé �ï èåþñçìáíá ìçí åöáñìüæå�áé.Óáí ðñþ�ï ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå �çí ó÷Ýóç T (n) = 9T (n=3) + n. Åßíáé a = 9, b = 3, êáénlogb a = nlog3 9 = n2. Áöïý f(n) = n, åöáñìüæïõìå �çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò êáéðáßñíïõìå T (n) = �(n2).Óáí äåý�åñï ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå �çí ó÷Ýóç T (n) = T (2n=3) + 1. Åßíáé a = 1, b = 3=2,êáé nlogb a = nlog3=2 1 = n0 = 1 = f(n). ÅðïìÝíùò åöáñìüæïõìå �ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç �ïõèåùñÞìá�ïò êáé ðáßñíïõìå T (n) = �(log n).�éá �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (n) = 3T (n=4) + n logn åßíáé a = 3, b = 4, êáé nlogb a =nlog4 3 � n0:793. Áöïý f(n) = n log n êáé 3 f(n=4) < f(n) åöáñìüæïõìå �çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç�ïõ èåùñÞìá�ïò êáé ðáßñíïõìå T (n) = �(n logn).Óáí Ýíá �åëåõ�áßï ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå �çí ó÷Ýóç T (n) = 2T (n=2) + n logn. �áñá�ç-ñïýìå ü�é äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ï èåþñçìá ãéá�ß ç ðïóü�ç�á nlogb a = nlog2 2 = n äåíåßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñç áðü �ç óõíÜñ�çóç f(n) = n log n. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï äÝí�ñï �çòáíáäñïìÞò, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é T (n) = �(n log2 n). Ïé ëåð�ïìÝñåéåò áöÞíïí�áé óáíÜóêçóç ãéá �ïí áíáãíþó�ç.¢óêçóç A.4. Íá õðïëïãßóå�å áêñéâåßò áóõìð�ù�éêÝò åê�éìÞóåéò ãéá �éò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò:1. T (n) = 6T (n=5) + n log6 n.2. T (n) = 5T (n=6) + n.3. T (n) = 3T (n=9) +pn.4. T (n) = T (n� 1) + n2.5. T (n) = T (n=5) + T (7n=10) + 3n.6. T (n) = T (5n=9) + T (4n=9) + n.Ëýóç.1. T (n) = �(nlog5 6).2. T (n) = �(n).3. T (n) = �(pn log n).4. T (n) = �(n3).5. T (n) = �(n).6. T (n) = �(n logn).
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B Óõíäå�éêÜ ÄÝí�ñáÊÜèå õðïãñÜöçìá ðïõ åßíáé äÝí�ñï êáé ðåñéëáìâÜíåé (êáëýð�åé, óõíäÝåé) üëåò �éò êïñõöÝò åíüòãñáöÞìá�ïò ïíïìÜæå�áé óõíäå�éêü äÝí�ñï (spanning tree) �ïõ ãñáöÞìá�ïò. ¢ëëåò åëëçíéêÝòáðïäüóåéò �ïõ ßäéïõ üñïõ åßíáé: ãåíå�éêü äÝí�ñï, ãåííç�ïñéêü äÝí�ñï, ðáñÜãïí äÝí�ñï, äéáíýïíäÝí�ñï, êáé äÝí�ñï-êÜëõììá äÝí�ñï.Èåþñçìá B.1. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü áí êáé ìüíï áí Ý÷åé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï.Áðüäåéîç. Áí õðÜñ÷åé õðïãñÜöçìá ðïõ êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé åßíáéäÝí�ñï (Üñá óõíåê�éêü), �ü�å �ï ãñÜöçìá äåí ìðïñåß ðáñÜ íá åßíáé óõíåê�éêü (áöïý ç ðñïóèÞêç�ùí áêìþí ðïõ ëåßðïõí áðëþò ``åíéó÷ýåé'' �ç óõíåê�éêü�ç�á).Áí �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü, èåùñïýìå Ýíá õðïãñÜöçìá T ðïõ áñ÷éêÜ óõìðßð�åé ìå �ïãñÜöçìá. ÅðïìÝíùò, �ï T êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Åíüóù �ï T Ý÷åé êýêëïõò,áöáéñïýìå ìßá áêìÞ ðïõ âñßóêå�áé óå êýêëï. Ôï T ðáñáìÝíåé óõíåê�éêü áöïý ç áöáßñåóç ìéáòáêìÞò ðïõ âñßóêå�áé óå êýêëï äåí åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá ïëïêëçñþíå�áéü�áí �ï T ãßíåé áêõêëéêü. Óå áõ�Þ �ç öÜóç, �ï T ðáñáìÝíåé óõíåê�éêü (áðü �çí êá�áóêåõÞ) êáéóõíå÷ßæåé íá êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò (áöïý ðï�Ý äåí áöáéñÝóáìåêÜðïéá êïñõöÞ). Óõíåðþò, �ï õðïãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü áõ�Þ �ç äéáäéêáóßá åßíáé Ýíáóõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò. utÁðü �ï Èåþñçìá 5.1, êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï åíüò ãñáöÞìá�ïò ìå n êïñõöÝò Ý÷åé n�1 áêìÝò.Ìå Üëëá ëüãéá, üëá �á óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷ïõí �ïí ßäéï áñéèìü áêìþí.Ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò B.1 äßíåé Ýíáí �ñüðï íá õðïëïãßóïõìå Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñïåíüò óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò. ¸íáò Üëëïò �ñüðïò åßíáé íá èåùñÞóïõìå �éò áêìÝò �ïõ G ìßá-ðñïò-ìßá óå ìéá (ïðïéáäÞðï�å) óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ êáé íá ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï äÝí�ñï êÜèå íÝááêìÞ ðïõ äåí ó÷çìá�ßæåé êýêëï ìå �éò õðÜñ÷ïõóåò. ¢ëëïé �ñüðïé åßíáé ç ÁíáæÞ�çóç �ñþ�á óå�ëÜ�ïò êáé ç ÁíáæÞ�çóç �ñþ�á óå ÂÜèïò.B.1 Èåìåëéþäåéò Êýêëïé êáé Óýíïëá ÔïìÞò¸ó�ù óõíåê�éêü ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáém áêìÝò, êáé Ýó�ù T (V;ET ) Ýíá óõíäå�éêüäÝí�ñï �ïõ G.�áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï T , êÜèå êýêëïò �ïõ G ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéááêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T (áëëéþò �ï T èá ðåñéåß÷å êýêëï). Áðü �ï Èåþñçìá 5.1.(6), ç ðñïóèÞêçêÜèå áêìÞò ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T (äçëáäÞ êÜèå áêìÞò ó�ï óýíïëï E nET ) ó÷çìá�ßæåé áêñéâþòÝíáí êýêëï. ÊÜèå �Ý�ïéïò êýêëïò ïíïìÜæå�áé èåìåëéþäçò êýêëïò �ïõ G ùò ðñïò �ï óõíäå�éêü159



160 B. Óõíäå�éêÜ ÄÝí�ñáäÝí�ñï T . Áöïý �ï óýíïëï E n ET ðåñéÝ÷åé m � n + 1 áêìÝò (áõ�Ýò ïé áêìÝò ëÝãïí�áé êáé÷ïñäÝò (
hords) �ïõ T ), õðÜñ÷ïõí m � n + 1 äéáöïñå�éêïß èåìåëéþäåéò êýêëïé �ïõ G ùò ðñïòêÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ.¸íá óýíïëï áêìþí �ùí ïðïßùí ç áöáßñåóç êÜíåé �ï G ìç-óõíåê�éêü ïíïìÜæå�áé óýíïëï�ïìÞò (
ut set). �áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï T , êÜèå óýíïëï �ïìÞò �ïõ GðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ ðïõ áíÞêåé ó�ï T (áëëéþò �ï T äåí èá Þ�áí óõíåê�éêü). Áðü �ïÈåþñçìá 5.1.(3), ç áöáßñåóç êÜèå áêìÞò �ïõ T äçìéïõñãåß äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ¸ó�ùe 2 ET ìéá áêìÞ �ïõ T , êáé Ýó�ù V1 êáé V2 ïé êïñõöÝò �ùí äýï óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí �ïõ T ne(äçë. ïé óõíéó�þóåò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çí áöáßñåóç �çò áêìÞò e). ¸ó�ù Æ(V1; V2) �ï óýíïëï�ùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí �ï Ýíá Üêñï �ïõò ó�ï V1 êáé �ï Üëëï ó�ï V2. �ñïöáíþò, e 2 Æ(V1; V2) êáé�ï Æ(V1; V2) áðï�åëåß Ýíá åëá÷éó�éêü óýíïëï �ïìÞò ãéá �ï ãñÜöçìá G. ÊÜèå óýíïëï �ïìÞò ðïõðñïêýð�åé ìå áõ�ü �ïí �ñüðï ïíïìÜæå�áé èåìåëéþäåò óýíïëï �ïìÞò �ïõ G ùò ðñïò �ï óõíäå�éêüäÝí�ñï T . Áöïý �ï óýíïëï ET ðåñéÝ÷åé n � 1 áêìÝò, õðÜñ÷ïõí n � 1 äéáöïñå�éêÜ èåìåëéþäçóýíïëá �ïìÞò �ïõ G ùò ðñïò êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ.Óå Ýíá ãñÜöçìá, �ï óýíïëï üëùí �ùí êýêëùí (óõíüëùí �ïìÞò) áðï�åëåß Ýíá äéáíõóìá�éêü÷þñï. Ç óçìáí�éêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é �ï óýíïëï �ùí èåìåëéùäþí êýêëùí (óõíüëùí �ïìÞò)ùò ðñïò Ýíá ïðïéïäÞðï�å óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G áðï�åëåß âÜóç ãéá �ï äéáíõóìá�éêü ÷þñï üëùí�ùí êýêëùí (áí�ßó�ïé÷á óõíüëùí �ïìÞò). ÅðïìÝíùò, ç äéÜó�áóç �ïõ äéáíõóìá�éêïý ÷þñïõ �ùíêýêëùí (óõíüëùí �ïìÞò) ãéá Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò åßíáé m�n+1(n� 1 áí�ßó�ïé÷á).Èåþñçìá B.2. ÊÜèå êýêëïò Ý÷åé Üñ�éï áñéèìü êïéíþí áêìþí ìå êÜèå åëá÷éó�éêü óýíïëï �ïìÞò.Áðüäåéîç. Ç áöáßñåóç åíüò åëá÷éó�éêïý óõíüëïõ �ïìÞò ÷ùñßæåé �éò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìá�ïòóå äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ÊÜèå êýêëïò ÷ñçóéìïðïéåß áêìÝò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò ãéá íá``åðéóêåöèåß'' êáé íá ``áíá÷ùñÞóåé'' áðü ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. ÅðéðëÝïí, ï áñéèìüò �ùí``åðéóêÝøåùí'' åíüò êýêëïõ óå ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá ðñÝðåé íá åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùí``áíá÷ùñÞóåùí''. ¸ó�ù "k = �k ï áñéèìüò �ùí ``åðéóêÝøåùí'' êáé �ùí ``áíá÷ùñÞóåùí'' åíüòêýêëïõ ó�ç ìßá áðü �éò äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Ï áñéèìüò �ùí êïéíþí áêìþí �ïõ êýêëïõ ìå�ï áí�ßó�ïé÷ï åëá÷éó�éêü óýíïëï �ïìÞò åßíáé "k + �k = 2"k, äçëáäÞ Üñ�éïò. ut¢óêçóç B.1. ¸ó�ù T êáé T 0 äýï óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò (óõíåê�éêïý) ãñáöÞìá�ïò G. �éá êÜèåáêìÞ e 2 T n T 0, õðÜñ÷åé áêìÞ e0 2 T 0 n T , �Ý�ïéá þó�å �ï (T 0 + e) n e0 åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï�ïõ G.Ëýóç. Áöïý e 2 T n T 0, �ï T 0 + e ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �çí e. ¸ó�ùe0 2 T 0 ìéá áêìÞ áõ�ïý �ïõ êýêëïõ ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T . Ìéá �Ý�ïéá áêìÞ e0 õðÜñ÷åé ãéá�ß �ïT ðåñéÝ÷åé �çí e áëëÜ äåí ðåñéÝ÷åé �ïí êýêëï. Ç áöáßñåóç �çò e0 áöáéñåß �ïí êýêëï êáé äåíåðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Óõíåðþò, �ï (T 0 + e) n e0 åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. ut¢óêçóç B.2. ¸ó�ù T êáé T 0 äýï óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò (óõíåê�éêïý) ãñáöÞìá�ïò G. �éá êÜèåáêìÞ e 2 T n T 0, õðÜñ÷åé áêìÞ e0 2 T 0 n T , �Ý�ïéá þó�å �ï (T n e) + e0 åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï�ïõ G.



B.1. Èåìåëéþäåéò Êýêëïé êáé Óýíïëá ÔïìÞò 161Ëýóç. Áöáéñïýìå �çí e áðü �ï T êáé ðñïêýð�ïõí äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ¸ó�ù S êáé V nS�á óýíïëá êïñõöþí �ùí äýï óõíéó�ùóþí. Áöïý �ï T 0 äåí ðåñéÝ÷åé �çí e áëëÜ åßíáé óõíåê�éêü,õðÜñ÷åé ìéá áêìÞ e0 2 T 0 ðïõ óõíäÝåé ìéá êïñõöÞ �ïõ S êáé ìå ìéá êïñõöÞ �ïõ V n S (ìå Üëëáëüãéá, ç e0 äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ Æ(S; V n S)). Ç e0 äåí áíÞêåé ó�ï T ãéá�ß ç ðñïóèÞêç �çò èáó÷çìÜ�éæå êýêëï. ÅðïìÝíùò, ç ðñïóèÞêç �çò e0 ó�ï T n e åðáíáöÝñåé �ç óõíåê�éêü�ç�á êáé �ï(T n e) + e0 åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. ut
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