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PRIMALITY ή  PRIMES: 

 

 

Γεδομένο: αθέξαηνο n,  

Εηηούμενο: είλαη ν n πξώηνο;  

 

Δλαιιαθηηθή δηαηύπσζε:  

Γεδομένο: αθέξαηνο n,  

Εηηούμενο: έρεη ην n πεξηζζόηεξνπο από 2 δηαηξέηεο;  
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Θεώπημα: Έλαο αξηζκόο p>1 είλαη πξώηνο αλλ ππάξρεη θπζηθόο 1<r<p, 

ώζηε  

r
p-1
1(mod p) θαη r

(p-1)/q
1(mod p)  

q: νπνηνζδήπνηε πξώηνο δηαηξέηεο ηνπ p-1. 

 

Θεώπημα: PRIMALITY   NPCoNP. 

 

Θεώπημα: (πξώησλ αξηζκώλ): Έζησ π(n) ε ζπλάξηεζε πνπ ζε θάζε 

θπζηθό n αληηζηνηρεί ην πιήζνο ησλ πξώησλ αξηζκώλ πνπ είλαη 

κηθξόηεξνη ή ίζνη κε n. Τόηε  1
nln/n

)nπ(
lim
n




.  
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Σπκπεξάζκαηα: 

 π(n)n/lnn 

P(n: πξώηνο)
nln

1

n

nln/n
   

εμεηάδνληαο πεξίπνπ lnn πξώηνπο αξηζκνύο θνληά ζην n είλαη πνιύ 

πηζαλό λα βξνύκε θάπνην πξώην  

πρ κε ln10
100
230 δνθηκέο  πηζαλό λα βξεζεί πξώηνο θνληά ζην 10

100
.  
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Αλγόπιθμορ1: 

Γηαίξεζε ην n κε ηνπο αθεξαίνπο 2, 3, 4, ...,  n   

Αλ βξεζεί δηαηξέηεο ηνπ n κεηαμύ απηώλ ηόηε ν n είλαη ζύλζεηνο αιιηώο 

είλαη πξώηνο. 

 

Πνιππινθόηεηα: Θ( n ). πνιπσλπκηθή?? 

ζε δπαδηθή γξαθή: Αλ b=[log(n+1)] ςεθία, ηόηε Θ( n )=Θ(2
b/2

)  
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Ύψωζη ζε εκθέηη mod n 

 

 

Γεδομένα: 

αθέξαηνο  a (βάζε) 

αθέξαηνο b=<bθ, ..., b1, b0> ζε δπαδηθή κνξθή (εθζέηεο) 

αθέξαηνο n (δηαηξέηεο) 

 Εηηούμενο: Υπνινγηζκόο ππνινίπνπ δηαίξεζεο ηνπ a
b
 κε ην n 
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Υψωζη_ζε_εκθέηη_mod_n(a, b, n) 

c:=0 

d:=1 

Γηα i:=k(-1)0 επαλάιαβε 

 c:=2c 

 d:=(dd) mod n 

 Αλ bi=1 ηόηε 

  c:=c+1 

  d:=(da) mod n 

Έμνδνο d 

Πνιππινθόηεηα: Ο(b
3
) 
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Παπάδειγμα: a=7, b=560=<1000110000> θαη n=561. 

 

 

i 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

bi 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 

c 1 2 4 8 17 35 70 10 280 560 

d 7 49 157 526 160 241 298 166 67 1 
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Κάζε εθζέηεο πνπ ππνινγίδεηαη θάζε θνξά, είηε είλαη δηπιάζηνο από ηνλ 

πξνεγνύκελν είηε θαηά έλα κεγαιύηεξόο ηνπ δηπιαζίνπ ηνπ. Σε θάζε 

επαλάιεςε ρξεζηκνπνηνύκε κία από ηηο παξαθάησ ηζόηεηεο: 

a
2i

 mod n=(a
i
)

2
 mod n, όηαλ bi=0 θαη  

a
2i+1

 mod n=(a
i
)

2
a mod n,όηαλ bi=1 

 

Ο αιγόξηζκνο ππνινγίδεη ηα δηαθνξεηηθά ππόινηπα θαζώο ν εθζέηεο 

ηνπ a κεγαιώλεη, κε ζθνπό λα κελ θζάζνπκε ζε κεγάια λνύκεξα.  
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Πνιππινθόηεηα: 

b επαλαιήςεηο  

ζε θάζε επαλάιεςε:  δύν ή ηξεηο πνιιαπιαζηαζκνί θαη κία ή δύν 

δηαηξέζεηο, πνπ έρνπλ πνιππινθόηεηα Ο(b
2
).  

Σπλνιηθή  πνιππινθόηεηα: O(b
3
). 
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Το ηεζη ηων ψεςδοππώηων 

 

Θεώπημα: (Fermat) Έζησ n έλαο πξώηνο, ηόηε γηα όια ηα a0 ηζρύεη  

a
n-1
1(mod n)     (1) 

 

Απηό ηζρύεη ηδηαίηεξα γηα όια ηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ηνπ δαθηύιηνπ 

ησλ αθεξαίσλ modulo n, Zn={0, 1, ..., n-1}. Αλ ινηπόλ  βξνύκε κε 

κεδεληθό ζηνηρείν ηνπ Ζn πνπ λα κελ ηθαλνπνηεί ηελ (1), ηόηε ν n δελ 

είλαη πξώηνο. Τν αληίζηξνθν, πσο δειαδή, αλ ν n είλαη ζύλζεηνο, ηόηε ε 

(1) δελ ηζρύεη γηα θαλέλα a, είλαη “ζρεδόλ” αιεζήο. Γειαδή αλ ν n δελ 
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είλαη πξώηνο, ηόηε ηα πεξηζζόηεξα a ζηνλ δαθηύιην Ζn  δελ ζα 

επαιεζεύνπλ ηελ (1).  Έηζη ειέγρνληαο ηελ (1) γηα a=2, κπνξνύκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε ηνλ αθόινπζν αιγόξηζκν:  

 

 

Αλγόπιθμορ2: 

Αλ 2
n-1
1(mod n) ηόηε ν n είλαη πξώηνο 

δηαθνξεηηθά ν n είλαη ζύλζεηνο. 
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Οπιζμόρ: Ο n είλαη ςεπδνπξώηνο κε βάζε ην a, αλ ν n ηθαλνπνηεί ηελ 

(1) θαη είλαη ζύλζεηνο.  

 

πηζαλόηεηα ζθάικαηνο: νη ςεπδνπξώηνη κε βάζε 2 πνπ είλαη 

κηθξόηεξνη από 10000 είλαη 22: 341, 561, 645, 1105…  

όηαλ n, ηόηε P(ζθάικαηνο)0 

πρ. P(ζθάικαηνο γηα |n|50) 10
-6

,  

      P(ζθάικαηνο γηα |n|100) 10
-13

, 
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Ο αλγόπιθμορ ηων Miller-Rabin 

 

Βειηίσζε1: 

 έιεγρνο ηεο (1) θαη γηα άιιεο βάζεηο, πρ. a=3, a=4.  

 

Οπιζμόρ: Αξηζκνί Carmichael ιέγνληαη νη ζύλζεηνη n, πνπ ηθαλνπνηνύλ 

ηελ (1) γηα όια ηα aΖn-{0}. Γηα  όινπο  ηνπο  πξώηνπο  δηαηξέηεο   p,  

ελόο ηέηνηνπ n ηζρύεη  όηη  p-1| n-1.  

Σπρλόηεηα εκθάληζεο Carmichael:255 πνπ λα είλαη κηθξόηεξνη από 10
9
. 

Πρ: 561, 1105, 1729.  
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Οπιζμόρ: Ο αθέξαηνο x, κε x1, x-1, είλαη κία κε ηεηξηκκέλε 

ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 1 modulo n αλ θαη κόλν αλ ηθαλνπνηεί ηελ 

εμίζσζε x
2
1(mod n). 

πρ ην 6 είλαη κία κε ηεηξηκκέλε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 1(mod 35). 

 

Θεώπημα: Αλ ην p είλαη πεξηηηόο πξώηνο,  ηόηε ε εμίζσζε x
2
1(mod p) 

έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο, ηηο x=1 θαη x=-1. 

 

Πόπιζμα: Αλ ππάξρεη κία κε ηεηξηκκκέλε ηεηξαγσληθή ξίδα 1(mod n) 

γηα θάπνην n θπζηθό, ηόηε ν n είλαη ζύλζεηνο. 
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Βειηίσζε 2: 

Καηά ηελ εθηέιεζε ηεο Υςσζε_ζε_εθζέηε_mod_n ειέγρνπκε ηελ 

ύπαξμε κε ηεηξηκκέλεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ηνπ 1 mod n.  

 

Σηνλ ςεπδνθώδηθα πνπ αθνινπζεί, ην n είλαη έλαο πεξηηηόο γηα ηνλ 

νπνίν ζέινπκε λα απνθαλζνύκε αλ είλαη πξώηνο, s είλαη ην πιήζνο ησλ 

αξηζκώλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζαλ βάζεηο θαη νη νπνίνη 

επηιέγνληαη ηπραία από ην Ζn
+
. 
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Ο αιγόξηζκνο ρξεζηκνπνηεί ηε δηαδηθαζία Μάπηςπαρ(a,n) κε 

παξακέηξνπο a θαη n πνπ επηζηξέθεη ηελ ηηκή ΑΛΗΘΗΣ όηαλ ην a 

δειώλεη όηη ην n είλαη ζύλζεηνο. Η δηαδηθαζία ρξεζηκνπνηεί ηε δπαδηθή 

αλαπαξάζηαζε <bk, bk-1, ..., b1, b0>  ηνπ n-1. Η δηαδηθαζία απηή είλαη ε 

αθόινπζε: 

 

 

 



 17 

Μάπηςπαρ(a,n) 

d:=1 

κάξηπξαο:=ΨΔΥΓΗΣ 

Γηα i:=k (-1) 0 επαλάιαβε 

 x:=d 

 d:=(dd) mod n 

 Αλ d:=1 θαη x1 θαη xn-1 ηόηε 

  κάξηπξαο:=ΑΛΗΘΗΣ 

 Αλ bi=1 ηόηε d:=(da)(mod n) 

Αλ d1 ηόηε witness:=ΑΛΗΘΗΣ 
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Η δηαδηθαζία ππνινγίδεη πξώηα ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ α
n-1

 κε 

ην n ελώ παξάιιεια ειέγρεη αλ ππάξρεη θάπνηα κε ηεηξηκκέλε ξίδα ηνπ 

1 (πξώην «Αλ»). Τν απνηειέζκα ηεο Μάξηπξαο(a, n)  είλαη ΑΛΗΘΗΣ 

αλ έρεη βξεζεί κε ηεηξηκκέλε ξίδα ηεο κνλάδαο ή αλ δελ ηζρύεη ην 

ζπκπέξαζκα ηνπ ζεσξήκαηνο FERMAT. Τόηε ζίγνπξα ην n ζα είλαη 

ζύλζεηνο. Αλ κεηά από ηνπο δύν απηνύο ειέγρνπο  ε Μάξηπξαο(a,n) 

έρεη αθόκα ηηκή ΨΔΥΓΗΣ, ην n κπνξεί λα είλαη πξώηνο, κε θάπνηα 

πηζαλόηεηα πνπ ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα. 

Τελ «Μάξηπξαο» ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα ηξέμνπκε ην ηεζη MILLER-

RABIN: 



 19 

Αλγόπιθμορ3 (MILLER-RABIN) 

Γηα j:=1 (1) s επαλάιαβε 

 a:=RANDOM(1, n-1) 

 Αλ Μάξηπξαο(a, n) ηόηε ν n είλαη ζύλζεηνο    (ζίγνπξν) 

 Αιιηώο ν n είλαη πξώηνο (πνιύ πηζαλό) 

 

H δηαδηθαζία απηή επηιέγεη s ηπραίνπο αξηζκνύο από ην Ζn
+
, θαη γηα 

θαζέλα από απηνύο ηξέρεη ηε δηαδηθαζία «κάξηπξαο».  
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Αληρλεύεη θαη Carmichael ζύλζεηνπο αξηζκνύο, γηα ηηο πεξηζζόηεξεο 

ηηκέο ηνπ a. 

 πρ. γηα n=561 θαη a=7:  

Σην πξνηειεπηαίν βήκα ε κάξηπξαο(7, 561) ππνινγίδεη 

α
280

=67(mod561) θαη α
560

=1(mod 561) άξα ν 561 είλαη ζύλζεηνο.  

 

Πνιππινθόηεηα: ε «κάξηπξαο» εθηειείηαη s θνξέο, 

Πνιππινθόηεηα γηα ύςσζε ζε εθζέηε: Ο(b
3
),  

Άξα ζπλνιηθά  Ο(sb
3
). 

Πηζαλόηεηα ζθάικαηνο: εμαξηάηαη από ην s θαη ηελ επηινγή βάζεσλ a 
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Θεώπημα: Αλ n είλαη έλαο πεξηηηόο πξώηνο αξηζκόο, ηόηε ην πιήζνο 

ησλ καξηύξσλ  γηα ηε ζπλζεηόηεηα ηνπ n είλαη ηνπιάρηζηνλ (n-1)/2.  

 

Θεώπημα: Γηα θάζε πεξηηηό αθέξαην n>2, ε πηζαλόηεηα ζθάικαηνο ηνπ 

αιγόξηζκνπ MILLER-RABIN(n,s) είλαη ην πνιύ 2
-s
. 

 

Απόδειξη: Κάζε εθηέιεζε ηεο Μάξηπξαο(a,n) έρεη πηζαλόηεηα 1/2 λα 

κε  βξεη κάξηπξα γηα ηε ζπλζεηόηεηα ηνπ n. Μεηά από s βήκαηα, ε 

πηζαλόηεηα λα κελ έρεη βξεζεί κάξηπξαο ζα είλαη (1/2)
s
. 
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Σρόιην 1: γηα s=50, ε πηζαλόηεηα ζθάικαηνο είλαη κηθξόηεξε από 10
-15

. 

 

Σρόιην 2: ην πιήζνο ησλ καξηύξσλ ζπλζεηόηεηαο είλαη ζπλήζσο πνιύ 

κεγαιύηεξν από (n-1)/2, όκσο, έρνπλ βξεζεί πεξηηηνί αθέξαηνη πνπ 

έρνπλ πιήζνο καξηύξσλ ζπλζεηόηεηαο (n-1)/4. 
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Άλλα αποηελέζμαηα για ηο PRIMALITY 

 

Α. ε παξαιιαγή νη Cohen-Lenstra ζε έλαλ αιγόξηζκν από ηνπο 

Adleman, Pomerance θαη Rumely ην 1984 κε πνιππινθόηεηα:  

(log n)
O(logloglogn)

, γηα έλαλ αθέξαην κήθνπο log(n+1)   είλαη κόιηο 

κεγαιύηεξε από πνιπσλπκηθή. 

Β. Τν 2002 δεκνζηεύζεθε απόδεημε (Agrawal, Kayal, Saxena) όηη  

Primality  P. Ο αιγόξηζκνο πνπ πξνηείλνπλ είλαη αξθεηά αξγόο ζε 

ζρέζε κε ηνπο πηζαλνηηθνύο θαη έηζη ζηελ πξάμε εμαθνινπζνύλ λα 

ρξεζηκνπνηνύληαη νη πηζαλνηηθνί.  
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Γ.  

Οπιζμόρ: Η ζπλάξηεζε δ ηνπ Riemann, νξίδεηαη σο δ(s)=


1n
sn

1
.  

 

Δικαζία ηος Riemann: Γηα s κηγαδηθό, ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο δ 

κεδελίδεηαη αξθεηέο θνξέο. Η εηθαζία ηνπ Riemann ιέεη πσο όιεο νη 

ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο δ έρνπλ πξαγκαηηθό κέξνο ίζν κε 1/2.  
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Οπιζμόρ: Υπνζέηνπκε όηη n-1=2
k
m, θαη όηη γηα θάπνην a<n ηζρύεη όηη 

a
m
1(mod n). Υπνζέηνπκε επίζεο όηη πςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν ηνλ 

αξηζκό απηό k-1 θνξέο ιακβάλνπκε αθέξαηνπο 
i2m2 , I=1, 2, ..., k-1 από 

ηνπο νπνίνπο θαλέλαο δελ είλαη ηζόηηκνο κε -1(mod n). Τόηε ην a 

θαιείηαη μάπηςπαρ Riemann. 

 

Οπιζμόρ: Έλαο   ζύλζεηνο  αξηζκόο  a, γηα   ηνλ  νπνίν   ηζρύεη   πσο   

a
n-1

=1(mod n) ζα θαιείηαη μάπηςπαρ Fermat. 

 

 



 26 

Ππόηαζη: Αλ θάπνην n έρεη κάξηπξα Riemann, ηόηε ην n είλαη 

ζύλζεηνο. 

 

 

Ππόηαζη: (Gary Miller) Αλ ε εηθαζία ηνπ Riemann αιεζεύεη, ηόηε 

ππάξρεη    κάξηπξαο   (Riemann   ή   Fermat) γηα   θάζε n, ν νπνίνο έρεη 

Ο(log logn) ςεθία. 
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Θεώπημα: Αλ ε εηθαζία ηνπ Riemann ηζρύεη ηόηε ζε (Ο(log logn)) 

βήκαηα κπνξνύκε λα απνθαλζνύκε αλ ην n είλαη πξώηνο. 

 

Απόδειξη: Έπεηαη από ηηο δύν ηειεπηαίεο πξνηάζεηο αθνύ έλαο 

αιγόξηζκνο πνπ ζα ειέγρεη ηελ ύπαξμε καξηύξσλ Riemann ή Fermat 

(κε αλάινγν ηξόπν όπσο ν αιγόξηζκνο ησλ Miller θαη Rabin ζα κπνξεί 

κεηά ιίγα βήκαηα (Ο(log logn)) λα απνθαζίζεη αλ ν αθέξαηνο n είλαη 

πξώηνο. 


