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1 ÂáóéêÞ ÉäÝá

Ïé ÃåííÞôñéåò ÓõíáñôÞóåéò (ÃÓ) åðéôñÝðïõí ôç óõìâïëéêÞ áíáðáñÜóôáóç üëùí ôùí åíäå÷üìåíùí

åíüò ``ðåéñÜìáôïò''. ¼ëá ôá äéáöïñåôéêÜ åíäå÷üìåíá åíüò ``ðåéñÜìáôïò'' ìðïñïýí íá

êùäéêïðïéçèïýí óå ìßá óõíÜñôçóç, ôç ëåãüìåíç ÃÓ. ¸÷ïíôáò ôç ÃÓ ðïõ áíôéóôïé÷åß óå Ýíá

``ðåßñáìá'', ìðïñþ íá áðáíôÞóù óå üôé ìå ñùôÞóïõí ãéá áõôü. Áöïý ó÷çìáôßóù ôç ÃÓ,

÷ñçóéìïðïéþ áëãåâñéêÜ ``åñãáëåßá'' ãéá íá ëýóù óõíäõáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá!

ÐáñÜäåéãìá: ¸÷ù ôñßá äéáöïñåôéêÜ áíôéêåßìåíá, ôá a, b, c. ÃñÜöù 1 (= a0 = b0 = c0) üôáí äåí

äéáëÝãù êÜðïéï áíôéêåßìåíï êáé a, b, c üôáí ôï äéáëÝãù. Ç

(1 + a)(1 + b)(1 + c) = 1 + (a + b + c) + (ab + ac + bc) + abc

åßíáé ç ÃÓ ðïõ ðåñéãñÜöåé üëá ôá äéáöïñåôéêÜ åíäå÷üìåíá ôïõ ``ðåéñÜìáôïò'' êáôÜ ôï ïðïßï

äéáëÝãù áíôéêåßìåíá áðü ôá a, b, c ÷ùñßò åðáíÜëçøç. Ìðïñþ íá äéáëÝîù Þ íá ìç äéáëÝîù ôï a,

íá äéáëÝîù Þ íá ìç äéáëÝîù ôï b, êáé íá äéáëÝîù Þ íá ìç äéáëÝîù ôï c. ×ñçóéìïðïéþ ôïí êáíüíá

ôïõ ãéíïìÝíïõ áöïý áõôÜ ôá ãåãïíüôá åßíáé áíåîÜñôçôá.

ÈÝëù íá áðïöýãù ôçí åîÜñôçóç áðü ôéò ôáõôüôçôåò ôùí óõãêåêñéìÝíùí áíôéêåéìÝíùí. Ãéá

áõôü ÷ñçóéìïðïéþ ôçí ßäéá ìåôáâëçôÞ x ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíá. Ï åêèÝôçò ôïõ x äçëþíåé ôïí

áñéèìü ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ åðéëÝãù óå êÜèå ðåñßðôùóç. ¸ôóé ç ÃÓ ãéá ôçí åðéëïãÞ áðü ôñßá

äéáöïñåôéêÜ áíôéêåßìåíá ÷ùñßò åðáíáëÞøåéò åßíáé

(1 + x)(1 + x)(1 + x) = 1 + 3x + 3x2 + x3

ÕðÜñ÷åé ëïéðüí 1 ôñüðïò íá äéáëÝîù êáíÝíá áíôéêåßìåíï (óõíôåëåóôÞò ôïõ x0), 3 ôñüðïé íá

äéáëÝîù Ýíá áíôéêåßìåíï (óõíôåëåóôÞò ôïõ x1), 3 ôñüðïé íá äéáëÝîù äýï áíôéêåßìåíá (óõíôåëåóôÞò

ôïõ x2), êáé 1 ôñüðïò íá äéáëÝîù ôñßá áíôéêåßìåíá (óõíôåëåóôÞò ôïõ x3).

2 ÓõíÞèåéò ÃåííÞôñéåò ÓõíáñôÞóåéò

Ç óõíÞèçò ÃåííÞôñéá ÓõíÜñôçóç ìéáò áêïëïõèßáò a0, a1, . . . , an, . . . äßíåôáé áðü ôç óåéñÜ A(x) =∑∞
i=0 aix

i. Ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xi åßíáé ï i-ïóôüò üñïò ôçò áêïëïõèßáò (äçë. ï ai). Ïé óõíÞèåéò ÃÓ

÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ áñéèìïý ôùí äéáöïñåôéêþí óõíäõáóìþí áíôéêåéìÝíùí.

Áí Ý÷ù íá åðéëÝîù áðü n áíôéêåßìåíá ÷ùñßò åðáíÜëçøç, ç ÃÓ åßíáé

(1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
xi



áöïý ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Ý÷ù äýï åíäå÷üìåíá: íá ôï åðéëÝîù ìßá öïñÜ (óõìâïëßæåôáé ìå x = x1)

Þ íá ôï åðéëÝîù êáìßá öïñÜ (óõìâïëßæåôáé ìå 1 = x0). Ôá äýï åíäå÷üìåíá ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï

åßíáé áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá, ãéá áõôü Ý÷ù Üèñïéóìá 1+x. Ôá åíäå÷üìåíá ãéá ôá n äéáöïñåôéêÜ

áíôéêåßìåíá åßíáé áíåîÜñôçôá, ãéá áõôü Ý÷ù ãéíüìåíï êáé êáôáëÞãù óôï (1+x)n. Ï óõíôåëåóôÞò

ôïõ xk, ðïõ åßíáé
(
n
k

)
= C(n, k), äßíåé ôïõò äéáöïñåôéêïýò óõíäõáóìïýò k áíôéêåéìÝíùí áðü n.

ÐáñÜäåéãìá: ÃÓ ãéá åðéëïãÞ áðü n áíôéêåßìåíá ìå áðåñéüñéóôåò åðáíáëÞøåéò (êÜèå áíôéêåßìåíï

ìðïñåß íá åðéëåãåß êáìßá Þ ìßá Þ äýï êïê. öïñÝò):

(1 + x + x2 + . . .)n = (1− x)−n = 1 +
∞∑

k=1

(−n)(−n− 1) · · · (−n− k + 1)
k!

(−x)k

= 1 +
∞∑

k=1

(n + 1) · · · (n + k − 1)
k!

xk

= 1 +
∞∑

k=1

(
n + k − 1

k

)
xk

Ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xk, ðïõ åßíáé
(
n+k−1

k

)
, äßíåé ôïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò íá åðéëÝîù k áðü n

áíôéêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç1

ÐáñÜäåéãìá: Áí èÝëù íá äéáëÝîù k áðü n áíôéêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç þóôå êÜèå áíôéêåßìåíï íá

åðéëåãåß ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ (k ≥ n), ç ÃÓ åßíáé:

(x + x2 + . . .)n = xn(1− x)−n = xn

[
1 +

∞∑
i=1

(
n + i− 1

i

)
xi

]

= xn +
∞∑

k=n+1

(
n + k − n− 1

k − n

)
xk

= xn +
∞∑

k=n+1

(
k − 1
n− 1

)
xk

Ç äåýôåñç éóüôçôá ðñïêýðôåé áíáëýïíôáò ôï (1 − x)−n üðùò ðáñáðÜíù, êáé ç ôñßôç éóüôçôá

ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ìå xn êáé áëëÜæïíôáò ôç ìåôáâëçôÞ i ìå k = n + i (äçëáäÞ áíôéêáèéóôþ ôï i

ìå k−n). Ï óõíôåëåóôÞò ôïõ xk, ðïõ åßíáé
(
k−1
n−1

)
, äßíåé ôïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò íá åðéëÝîù k

áðü n áíôéêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç üôáí êÜèå áíôéêåßìåíï åðéëÝãåôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ. Áõôü

öõóéêÜ åßíáé ßäéï ìå ôç äéáíïìÞ k ìç äéáêåêñéìÝíùí áíôéêåéìÝíùí óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò

üôáí êáìßá õðïäï÷Þ äåí ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíÞ.

ÐáñÜäåéãìá: ¸÷ù ôñåéò ïìÜäåò áíôéêåéìÝíùí: Á, Â, êáé Ã. ÈÝëù ôç ÃÓ ãéá ôçí åðéëïãÞ

áíôéêåéìÝíùí áðü áõôÝò ôéò ïìÜäåò þóôå (á) ôïõëÜ÷éóôïí 2 êáé ôï ðïëý 10 áíôéêåßìåíá íá

åðéëÝãïíôáé áðü ôçí ïìÜäá Á, (â) ðåñéôôüò áñéèìüò áíôéêåéìÝíùí íá åðéëÝãåôáé áðü ôçí ïìÜäá

Â, (ã) ï áñéèìüò ôùí áíôéêåéìÝíùí áðü ôçí ïìÜäá Ã íá åßíáé Üñôéïò êáé íá ìçí îåðåñíÜ ôï 20.

Ðïéüò óõíôåëåóôÞò äßíåé ôïí áñéèìü ôùí ôñüðùí íá åðéëÝîù 5 áíôéêåßìåíá;

1 Ç áðüäåéîç ôïõ ßäéïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå óõíäõáóôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá ðáñïõóéÜæåôáé óôéò óåëßäåò 92-93 ôïõ âéâëßïõ
ôïõ C.L. Liu, Ó÷Ýóç (3.3).
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Ç ÃÓ åßíáé:

(x2 + x3 + . . . + x10)(x + x3 + x5 + . . .)(1 + x2 + x4 + . . . + x20)

Ï æçôïýìåíïò óõíôåëåóôÞò åßíáé áõôüò ôïõ x5 êáé ç ôéìÞ ôïõ åßíáé 3. ÃåíéêÜ ï óõíôåëåóôÞò ôïõ

xk äßíåé ôïí áñéèìü ôùí ôñüðùí íá åðéëÝîù k áíôéêåßìåíá óýìöùíá ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò.

ÐáñÜäåéãìá: ¸÷ïõìå 5 ìðëå ìðÜëåò ôùí 5 êéëþí, 10 ðñÜóéíåò ôùí 2 êéëþí êáé áðåñéüñéóôï

áñéèìü áðü êüêêéíåò ìðÜëåò ôïõ 1 êéëïý. Æçôïýíôáé ïé ÃÓ ãéá ôá áêüëïõèá:

á) Äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò íá åðéëÝîïõìå n ìðÜëåò, êáé

â) Äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò íá åðéëÝîïõìå ìðÜëåò ðïõ ôï óõíïëéêü ôïõò âÜñïò åßíáé n.

á) Ç ÃÓ åßíáé:

(1 + x + x2 + x3 + x4 + x5)(1 + x + . . . + x10)(1 + x + x2 + . . .)

Ï æçôïýìåíïò óõíôåëåóôÞò åßíáé áõôüò ôïõ xn.

â) Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ïé åêèÝôåò ôïõ x êáèïñßæïíôáé áðü ôï âÜñïò êÜèå ìðÜëáò. ¸ôóé, ç ÃÓ

åßíáé:

(1 + x5 + x10 + x15 + x20 + x25)(1 + x2 + . . . + x20)(1 + x + x2 + . . .)

Ï æçôïýìåíïò óõíôåëåóôÞò åßíáé áõôüò ôïõ xn.
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