
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÄéáêñé�Ýò ÌÝèïäïé ãéá �çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þíÄéäÜóêïí�åò: Êáè. Ö. ÁöñÜ�ç, Ëåê�. Ä. Öù�Üêçò4ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí, Ó÷Ýäéï ËýóåùíÈÝìá 1 (ÊáíïíéêÝò ÅêöñÜóåéò). Íá ãñÜøå�å êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò ãéá �éò ãëþóóåò:1. L1 = fw 2 f0; 1g� : ç w äåí ðåñéÝ÷åé �ç óõìâïëïóåéñÜ 1111 g2. L2 = fw 2 f0; 1g� : ç w ðåñéÝ÷åé ìßá (áêñéâþò) åìöÜíéóç �çò óõìâïëïóåéñÜò 1111 g3. L3 = fw 2 f0; 1g� : ç w äåí ðåñéÝ÷åé �ç óõìâïëïóåéñÜ 101 gËýóç. Ìéá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çí L1 åßíáé:(0 [ 10 [ 110 [ 1110)�(" [ 1 [ 11 [ 111)Ìéá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çí L2 åßíáé:(0 [ 10 [ 110 [ 1110)�1111(0 [ 01 [ 011 [ 0111)��éá �çí L3, ðñÝðåé êÜèå åìöÜíéóç �çò óõìâïëïóåéñÜò 10 íá áêïëïõèåß�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá 0, åíþäåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ðåñéïñéóìüò ü�áí Ý÷ïõìå ìéá áêïëïõèßá áðü 0 Þ ìéá áêïëïõèßá áðü 1 Þ ìéááêïëïõèßá áðü 0 ðïõ áêïëïõèåß�áé áðü êÜðïéá 1. ¸�óé ìéá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çí L3åßíáé: 0�1�(1000�1�)�0�ÈÝìá 2 (�åðåñáóìÝíá Áõ�üìá�á). (á) Íá êá�áóêåõÜóå�å ðåðåñáóìÝíá áõ�üìá�á (ü÷é êá�' áíÜãêçí�å�åñìéíéó�éêÜ) ãéá �éò ðáñáêÜ�ù ãëþóóåò:1. L1 = fw 2 f0; 1g� : ç w ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï åìöáíßóåéò �çò óõìâïëïóåéñÜò 1111 g2. L2 = fw 2 f0; 1g� : ç w Ý÷åé Üñ�éï áñéèìü 0 êáé äåí ðåñéÝ÷åé �ç óõìâïëïóåéñÜ 111 g(â) Íá ìå�á�ñÝøå�å �á ìç í�å�åñìéíéó�éêÜ áõ�üìá�á �ùí Ó÷çìÜ�ùí 1.á êáé 1.â óå í�å�åñìéíéó�éêÜ.(ã) Íá ãñÜøå�å êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò ãéá �éò ãëþóóåò ðïõ áíáãíùñßæïí�áé áðü �á ðåðåñáóìÝíá áõ�ü-ìá�á �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1.
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0Ó÷Þìá 1. �åðåñáóìÝíá áõ�üìá�á ãéá �ï ÈÝìá 2.



Ëýóç. (á) (Í�å�åñìéíéó�éêÜ) áõ�üìá�á ãéá �éò ãëþóóåò L1 êáé L2 öáßíïí�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá.Ôï áõ�üìá�ï ãéá �çí ãëþóóá L2 ïõóéáó�éêÜ ðñïêýð�åé èåùñþí�áò �çí ``�ïìÞ'' �ùí áõ�ïìÜ�ùí ãéá�çí ãëþóóá ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �éò äõáäéêÝò óõìâïëïóåéñÝò ìå Üñ�éï ðëÞèïò 0 êáé �çí ãëþóóá ðïõðåñéëáìâÜíåé �éò äõáäéêÝò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï 111.
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2.(â) Ôï áðï�Ýëåóìá �çò ìå�á�ñïðÞò öáßíå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá:
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(ã) �éá �ï áõ�üìá�ï �ï Ó÷Þìá�ïò 1.á åßíáé: (11 [ 0)�(00 [ 1)�. �éá �ï áõ�üìá�ï �ï Ó÷Þìá�ïò 1.â åßíáé:((" [ 01�(0 [ 1))1)�. �éá �ï áõ�üìá�ï �ï Ó÷Þìá�ïò 1.ã åßíáé: 0(10)�. �éá �ï áõ�üìá�ï �ï Ó÷Þìá�ïò 1.äåßíáé: (10 [ 01)�. utÈÝìá 3 (ÊáíïíéêÝò êáé Ìç ÊáíïíéêÝò �ëþóóåò). Åßíáé êáíïíéêÝò ïé ðáñáêÜ�ù ãëþóóåò; Áí ìéáãëþóóá äåí åßíáé êáíïíéêÞ, íá �ï áðïäåßîå�å ÷ñçóéìïðïéþí�áò åß�å �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò åß�å êÜðïéáéäéü�ç�á êëåéó�ü�ç�áò. Áí ìéá ãëþóóá åßíáé êáíïíéêÞ, íá �ï áé�éïëïãÞóå�å êá�Üëëçëá.1. L1 = fw 2 f0; 1g� : �ï ðëÞèïò �ùí 0 ó�çí w åßíáé äéðëÜóéï áðü �ï ðëÞèïò �ùí 1 g2. L2 = fww : w 2 f0; 1g�; jwj � 10100 g3. L3 = fw 2 f0; 1g� : ç w äåí åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ g4. L4 = f0n1m : n 6= m g5. Ç ãëþóóá ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �çí ãñáììá�éêÞ G = (V;�; R; S), üðïõ V = fS;A;B; 0; 1g, � =f0; 1g, êáé �ï óýíïëï êáíüíùí åßíáé R = fS ! AA jB;A! 0A jA0 j 1; B ! 0B00 j 1g.Ëýóç. (1) Èá äåßîïõìå ü�é ç (Üðåéñç) ãëþóóá L1 äåí åßíáé êáíïíéêÞ ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ËÞììá¢í�ëçóçò. ÕðïèÝ�ïõìå ëïéðüí ü�é ç L1 åßíáé êáíïíéêÞ, êáé èá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, ðáñïõóéÜæïí�áòìéá áñêå�Ü ìåãÜëç óõìâïëïóåéñÜ �çò L1 ãéá �çí ïðïßá �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò äåí éó÷ýåé.¸ó�ù k � 1 �ï pumping length ãéá �ç ãëþóóá L1. Èåùñïýìå �ç óõìâïëïóåéñÜ w = 02k1k 2 L1.Óýìöùíá ìå �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò, ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí óõìâïëïóåéñÝò x, y, z �Ý�ïéåò þó�å (i) w = xyz,(ii) y 6= ", (iii) jxyj � k, êáé (iv) ãéá êÜèå n 2 IN, xynz 2 L1. Ëüãù �ùí (i), (ii), êáé (iii), ðñÝðåé x = 0`1 ,ãéá êÜðïéï `1 2 IN, y = 0`2 , ãéá êÜðïéï `2 2 IN, ìå `2 > 0 êáé `1+ `2 � k, êáé z = 02k�(`1+`2)1k. Ôü�å



üìùò äåí éó÷ýåé �ï (iv), áöïý xy0z = 02k�`21k 62 L1, åðåéäÞ �ï ðëÞèïò �ùí 0 åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ïäéðëÜóéï �ïõ ðëÞèïõò �ùí 1. Óõíåðþò ç L1 äåí åßíáé êáíïíéêÞ.(2) Ç ãëþóóá L2 åßíáé êáíïíéêÞ ãéá�ß åßíáé ðåðåñáóìÝíç. �íùñßæïõìå ü�é êÜèå ðåðåñáóìÝíç ãëþóóáåßíáé êáíïíéêÞ.(3) Ôï óõìðëÞñùìá L3 �çò L3 åßíáé ç ãëþóóá ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò ðáëéíäñïìéêÝò äõáäéêÝòóõìâïëïóåéñÝò. �íùñßæïõìå ü�é ç ãëþóóá L3 äåí åßíáé êáíïíéêÞ. ÅðåéäÞ ïé êáíïíéêÝò ãëþóóåò åßíáéêëåéó�Ýò ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá, ïý�å ç L3 åßíáé êáíïíéêÞ.(4) �áñá�çñïýìå ü�é L4 \ 0�1� = f0n1n : n � 0g (ìéá óõìâïëïóåéñÜ ðïõ áíÞêåé ó�çí 0�1� êáéäåí áíÞêåé ó�çí L4 ðñÝðåé íá áñ÷ßæåé ìå êÜðïéá 0 áêïëïõèïýìåíá áðü �ï ßäéï ðëÞèïò 1). ÅðåéäÞ ïéêáíïíéêÝò ãëþóóåò åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò �çí �ïìÞ êáé ç ãëþóóá f0n1n : n � 0g äåí åßíáé êáíïíéêÞ,ç ãëþóóá L4 äåí åßíáé êáíïíéêÞ. Óõíåðþò, åðåéäÞ ïé êáíïíéêÝò ãëþóóåò åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò �ïóõìðëÞñùìá, ïý�å ç L4 åßíáé êáíïíéêÞ.(5) �áñá�çñïýìå ü�é ç ãëþóóá L(G) ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �çí ãñáììá�éêÞ G åßíáé ç Ýíùóç äýï (îÝíùíìå�áîý �ïõò) ãëùóóþí: �çò L1 ðïõ áíáðáñßó�á�áé áðü �çí êáíïíéêÞ Ýêöñáóç 0�10�10� (ðñïêýð�åéáðü �ïõò êáíüíåò S ! AA êáé A ! 0A jA0 j 1, äåß�å ü�é ï äåý�åñïò êáíüíáò ðáñÜãåé �çí ãëþóóá0�10�), êáé �çò L2 = f0n102n : n � 0 g ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ïõò êáíüíåò S ! B êáé B ! 0B00 j 1.Èá äåßîïõìå ü�é ç (Üðåéñç) ãëþóóá L(G) = L1 [ L2 äåí åßíáé êáíïíéêÞ ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ËÞììá¢í�ëçóçò. ÕðïèÝ�ïõìå ëïéðüí ü�é ç L(G) åßíáé êáíïíéêÞ, êáé èá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï.¸ó�ù k � 1 �ï pumping length ãéá �ç ãëþóóá L(G). Èåùñïýìå �ç óõìâïëïóåéñÜ w = 0k102k 2L(G). Óýìöùíá ìå �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò, ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí óõìâïëïóåéñÝò x, y, z �Ý�ïéåò þó�å (i)w = xyz, (ii) y 6= ", (iii) jxyj � k, êáé (iv) ãéá êÜèå n 2 IN, xynz 2 L(G). Ëüãù �ùí (i), (ii), êáé(iii), ðñÝðåé x = 0`1 , ãéá êÜðïéï `1 2 IN, y = 0`2 , ãéá êÜðïéï `2 2 IN, ìå `2 > 0 êáé `1 + `2 � k, êáéz = 0k�(`1+`2)102k . Èåùñïýìå �çí xy0z = 0k�`2102k . �áñá�çñïýìå ü�é 0k�`2102k 62 L1, ãéá�ß ðåñéÝ÷åéìüíï Ýíá 1, êáé ü�é 0k�`2102k 62 L2, ãéá�ß �ï ðëÞèïò �ùí ìçäåíéêþí ðñéí �ï 1 åßíáé ìéêñü�åñï áðü�ï Þìéóõ �ïõ ðëÞèïõò �ùí ìçäåíéêþí ìå�Ü �ï 1. ¢ñá 0k�`2102k 62 L(G). Óõíåðþò ç L(G) äåí åßíáéêáíïíéêÞ. utÈÝìá 4 (�ñáììá�éêÝò). Íá äéá�õðþóå�å ãñáììá�éêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ðïõ ðáñÜãïõí �éò ðá-ñáêÜ�ù ãëþóóåò. Áí ìéá ãëþóóá åßíáé êáíïíéêÞ, ç áí�ßó�ïé÷ç ãñáììá�éêÞ ðñÝðåé íá åßíáé êáíïíéêÞ.1. L1 = fambnp : p �m+ n;m; n � 0 g2. L2 = fw 2 f0; 1g� : ç w Ý÷åé ðåñé��ü ìÞêïò êáé �ï ìåóáßï �çò óýìâïëï åßíáé 0 g3. L3 = fw 2 f0; 1g� : �ï ðëÞèïò �ùí 1 ó�çí w åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ï ðëÞèïò �ùí 0 g4. L4 = fw 2 f0; 1g� : ç w äåí ðåñéÝ÷åé �ñßá óõíå÷üìåíá 1 gËýóç. (1) Ç L1 åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (áëëÜ ü÷é êáíïíéêÞ). �áñÜãå�áé áðü ìéá ãñáì-ìá�éêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G1(V1; T1; S; P1) ìå áëöÜâç�ï V1 = fS;B;C; a; b; g, óýíïëï �åñìá�éêþíóõìâüëùí T1 = fa; b; g, êáé �ï ðáñáêÜ�ù óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞò :Êáíüíåò �áñáãùãÞò P1S ! aS j BB ! bB j CC ! C j "(2) Ç L2 åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (áëëÜ ü÷é êáíïíéêÞ, åðéâåâáéþó�å �ï). �áñÜãå�áé áðüìéá ãñáììá�éêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G2(V2; T; S; P2) ìå áëöÜâç�ï V2 = fS; 0; 1g, óýíïëï �åñìá�éêþíóõìâüëùí T = f0; 1g, êáé �ï ðáñáêÜ�ù óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞò :



Êáíüíåò �áñáãùãÞò P2S ! 0S0 j 0S1 j 1S0 j 1S1 j 0(3) Ç L3 åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (áëëÜ ü÷é êáíïíéêÞ). �áñÜãå�áé áðü ìéá ãñáììá�éêÞ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G3(V3; T; S; P3) ìå áëöÜâç�ï V3 = fS; S0+ ; S0; A0; B0; S1+ ; S1; A1; B1; 0; 1g,êáé óýíïëï �åñìá�éêþí óõìâüëùí T = f0; 1g.Ìðïñïýìå íá êá�áëÞîïõìå ó�ï P3 áí �ñïðïðïéÞóïõìå êá�Üëëçëá �ï óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞòP= , �ï ïðïßï ðáñÜãåé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò ìå �ï ßäéï ðëÞèïò 0 êáé 1 (êáé ìüíïí áõ�Ýò):Êáíüíåò �áñáãùãÞò P=S ! AB j BA j "A ! 0 j AS j SAB! 1 j BS j SBÇ éäÝá åßíáé íá ðñïóèÝóïõìå Ýíá íÝï áñ÷éêü óýìâïëï ìå áðïó�ïëÞ �çí ðáñáãùãÞ êÜðïéùí åðéðëÝïí0 (�ïõëÜ÷éó�ïí åíüò). Ôá åðéðëÝïí 0 èá ðëáéóéþíïí�áé áðü õðïóõìâïëïóåéñÝò ìå �ï ßäéï ðëÞèïò 0 êáé1. ¸�óé äçìéïõñãïýìå �ï óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞò P0+ ðïõ ðáñÜãåé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò üðïõ�ï ðëÞèïò �ùí 0 åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï ðëÞèïò �ùí 1 (êáé ìüíïí áõ�Ýò):Êáíüíåò �áñáãùãÞò P0+S0+ ! S00S0S0 ! A0B0 j B0A0 j S0+ j "A0 ! 0 j A0S0 j S0A0B0 ! 1 j B0S0 j S0B0Äåí åßíáé äýóêïëï íá äéáðéó�þóïõìå ü�é �ï óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞò P0+ ðáñÜãåé ìüíï óõì-âïëïóåéñÝò üðïõ �ï ðëÞèïò �ùí 0 åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï ðëÞèïò �ùí 1. ×ñåéÜæå�áé Ýíá åðáãùãéêüåðé÷åßñçìá ãéá íá åðéâåâáéþóïõìå ü�é �ï P0+ ðáñÜãåé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò üðïõ �ï ðëÞèïò �ùí 0åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï ðëÞèïò �ùí 1.Áí�ßó�ïé÷á äçìéïõñãïýìå �ï óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞò P1+ ðïõ ðáñÜãåé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝòüðïõ �ï ðëÞèïò �ùí 1 åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï ðëÞèïò �ùí 0 (êáé ìüíïí áõ�Ýò). Ôï æç�ïýìåíï óýíïëïêáíüíùí ðáñáãùãÞò P3 ðñïêýð�åé áðü �çí Ýíùóç �ùí P0+ êáé P1+ .Êáíüíåò �áñáãùãÞò P3S ! S0+ j S1+S0+ ! S00S0S0 ! A0B0 j B0A0 j S0+ j "A0 ! 0 j A0S0 j S0A0B0 ! 1 j B0S0 j S0B0S1+ ! S11S1S1 ! A1B1 j B1A1 j S1+ j "A1 ! 0 j A1S1 j S1A1B1 ! 1 j B1S1 j S1B1(4) Ç L4 åßíáé êáíïíéêÞ ãëþóóá êáé ðáñÜãå�áé áðü ìéá êáíïíéêÞ ãñáììá�éêÞ G4(V4; T; S; P4) ìåáëöÜâç�ï V = fS;A1; A2; 0; 1g, óýíïëï �åñìá�éêþí óõìâüëùí T = f0; 1g, êáé �ï ðáñáêÜ�ù óýíïëïêáíüíùí ðáñáãùãÞò :



Êáíüíåò �áñáãùãÞò P4S ! 0S j 1A1 j "A1 ! 0S j 1A2 j "A2 ! 0S j "ÈÝìá 5. �ïéåò áðü �éò ðáñáêÜ�ù ãëþóóåò åßíáé ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá; Áí ìéá ãëþóóá äåí åßíáé ÷ùñßòóõìöñáæüìåíá, íá �ï áðïäåßîå�å ÷ñçóéìïðïéþí�áò åß�å �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò åß�å êÜðïéá éäéü�ç�á êëåé-ó�ü�ç�áò. Áí ìéá ãëþóóá åßíáé ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, íá �ï áé�éïëïãÞóå�å êá�Üëëçëá.1. L1 = f0n1m : n 6= m g2. L2 = f0n1n0n1n : n � 0 g3. L3 = fauabwbv : u;w; v 2 fa; b; g�; juj = jwj = jvjg4. L4 = fw 2 f0; 1g� : ç w åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ êáé ðåñéÝ÷åé �ï ßäéï ðëÞèïò áðü 0 êáé 1 gËýóç. (1) ¸÷ïõìå áðïäåßîåé ü�é ç L1 äåí åßíáé êáíïíéêÞ. Èá äåßîïõìå ü�é ç L1 åßíáé ãëþóóá ÷ùñßòóõìöñáæüìåíá äéá�õðþíïí�áò ìéá ãñáììá�éêÞ G1(V1; T; S; P1) ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ðïõ �çí ðáñÜãåé.Ôï áëöÜâç�ï �çò G1 åßíáé V1 = fS; S0; A; S1; B; 0; 1g, êáé �ï óýíïëï �åñìá�éêþí óõìâüëùí åßíáéT = f0; 1g. �éá �ïõò êáíüíåò ðáñáãùãÞò, åñãáæüìáó�å üðùò ó�ï ÈÝìá 4.3, äçë. äéá�õðþíïõìå êáéóõíäõÜæïõìå äýï óýíïëá êáíüíùí ðáñáãùãÞò, Ýíá (ìå áñ÷éêü óýìâïëï S0) ðïõ ðáñÜãåé �çí ãëþóóáf0n1m : n > m g, êáé Ýíá (ìå áñ÷éêü óýìâïëï S1) ðïõ ðáñÜãåé �çí ãëþóóá f0n1m : n < m g.Êáíüíåò �áñáãùãÞò P1S ! S0 j S1S0 ! 0S01 j AA ! 0S0 j 0S1 ! 0S11 j BB ! S11 j 1(2) Èá äåßîïõìå ü�é ç (Üðåéñç) ãëþóóá L2 äåí åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ï áí�ßó�ïé÷ï ËÞììá ¢í�ëçóçò. ÕðïèÝ�ïõìå ëïéðüí ü�é ç L2 åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, êáéèá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï.¸ó�ù k � 1 �ï pumping length ãéá �çí ãëþóóáL2. Èåùñïýìå �ç óõìâïëïóåéñÜw = 0k1k0k1k 2 L2.Óýìöùíá ìå �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò, ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí óõìâïëïóåéñÝò u, v, x, y, z �Ý�ïéåò þó�å (i)w = uvxyz, (ii) jvyj > 0, (iii) jvxyj � k, êáé (iv) ãéá êÜèå n 2 IN, uvnxynz 2 L2. Äéáêñßíïõìå �éòðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:� Áí ç v åßíáé ìç êåíÞ êáé áðï�åëåß�áé áðü Ýíá ìüíï óýìâïëï, ð.÷. ç v áðï�åëåß�áé ìüíï áðü 0, �ü�åuv0xy0z 62 L2 ãéá�ß �ï ðëÞèïò �ùí 0 ó�ï Ýíá �ìÞìá �çò uv0xy0z åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ï ðëÞèïò�ùí 0 ó�ï Üëëï �ìÞìá �çò (ð.÷. áí ç v áðï�åëåß õðïóõìâïëïóåéñÜ �ïõ ðñþ�ïõ 0k, ç vxy áðï�åëåßõðïóõìâïëïóåéñÜ �ïõ ðñþ�ïõ ìéóïý �çò w åðåéäÞ jvxyj � k, ïðü�å �ï ðñþ�ï ìéóü �çò uv0xy0z Ý÷åéëéãü�åñá ìçäåíéêÜ áðü �ï äåý�åñï ìéóü �çò). Áí�ßó�ïé÷ç åßíáé ç ðåñßð�ùóç üðïõ ç v åßíáé ìç êåíÞêáé áðï�åëåß�áé ìüíï áðü 1.� ×åéñéæüìáó�å áí�ßó�ïé÷á �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ç y åßíáé ìç êåíÞ êáé áðï�åëåß�áé áðü Ýíá ìüíïóýìâïëï.� Äéáöïñå�éêÜ, �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá áðü �éò v, y åßíáé ìç êåíÞ êáé áðï�åëåß�áé �üóï áðü 0 üóï êáé áðü1. Ôü�å uv2xy2z 62 L2 ãéá�ß ó�çí uv2xy2z õðÜñ÷ïõí ðåñéóóü�åñá áðü äýï óçìåßá üðïõ êÜðïéï 0áêïëïõèåß�áé áðü êÜðïéï 1.



Óõíåðþò ç L2 äåí åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.(3) �áñá�çñïýìå ü�é L3\a�b�� = fanbnn : n � 2 g. ÅðåéäÞ ç �ïìÞ ìéá ãëþóóáò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíáìå ìéá êáíïíéêÞ ãëþóóá åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, êáé åðåéäÞ ç fanbnn : n � 2 g äåí åßíáéãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç L3 äåí åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.(4) Èá äåßîïõìå ü�é ç (Üðåéñç) ãëþóóá L4 äåí åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ï áí�ßó�ïé÷ï ËÞììá ¢í�ëçóçò. ÕðïèÝ�ïõìå ëïéðüí ü�é ç L4 åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, êáéèá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï.¸ó�ù k � 1 �ï pumping length ãéá �çí ãëþóóáL4. Èåùñïýìå �ç óõìâïëïóåéñÜw = 0k1k1k0k 2 L4.Óýìöùíá ìå �ï ËÞììá ¢í�ëçóçò, ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí óõìâïëïóåéñÝò u, v, x, y, z �Ý�ïéåò þó�å (i)w = uvxyz, (ii) jvyj > 0, (iii) jvxyj � k, êáé (iv) ãéá êÜèå n 2 IN, uvnxynz 2 L4. Äéáêñßíïõìå �éòðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:� Áí ç vy áðï�åëåß�áé ìüíï áðü 0 (Þ áí�ßó�ïé÷á ìüíï áðü 1), �ü�å uv2xy2z 62 L4 ãéá�ß ðåñéÝ÷åéäéáöïñå�éêü ðëÞèïò áðü 0 êáé 1.� Áí ç v åßíáé ìç êåíÞ êáé áðï�åëåß�áé ìüíï áðü 0 êáé ç y åßíáé ìç êåíÞ êáé áðï�åëåß�áé ìüíï áðü1 (Þ áí�ßó�ñïöá), �ü�å uv2xy2z 62 L4 ãéá�ß äåí åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ.� Áí ìéá ìüíï áðü �éò v, y áðï�åëåß�áé �üóï áðü 0 üóï êáé áðü 1 (ç Üëëç ìðïñåß íá åßíáé êåíÞ Þ íááðï�åëåß�áé áðü Ýíá ìüíï óýìâïëï), �ü�å uv2xy2z 62 L4 ãéá�ß äåí åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ.� ÔÝëïò ðáñá�çñïýìå ü�é åðåéäÞ jvxyj � k, äåí åßíáé äõíá�üí áìöü�åñåò ïé v êáé y íá åßíáé ìç êåíÝòêáé íá áðï�åëïýí�áé �üóï áðü 0 üóï êáé áðü 1.Óõíåðþò ç L4 äåí åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá. ut


