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¢óêçóç 1 (�ñáöÞìá�á). Íá äåßîå�å ü�é �ï óõìðëçñùìá�éêü êÜèå ìç óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò åßíáé

óõíåê�éêü.

Ëýóç. ¸ó�ù ìç óõíåê�éêü ãñÜöçìá G(V;E) êáé Ýó�ù u, w äýï ïðïéåóäÞðï�å êïñõöÝò �ïõ G. Èá

ðñÝðåé íá äåßîù ü�é ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá �ïõ G, õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ùí u êáé w.

Áöïý �ï G åßíáé ìç óõíåê�éêü, èá áðï�åëåß�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Äéáêñßíù �éò

áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò.

�åñßð�ùóç 1. Ïé êïñõöÝò u êáé w áíÞêïõí óå äéáöïñå�éêÞ óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. Ôü�å ç áêìÞ fu;wg

äåí õðÜñ÷åé ó�ï ãñÜöçìá G (áëëéþò ïé äýï êïñõöÝò äåí èá Þ�áí óå äéáöïñå�éêÝò, áëëÜ ó�çí ßäéá

óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá). ÅðïìÝíùò ç áêìÞ fu;wg õðÜñ÷åé ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá �ïõ G.

�åñßð�ùóç 2. Ïé êïñõöÝò u êáé w áíÞêïõí ó�çí ßäéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. ¸ó�ù êïñõöÞ v ðïõ

áíÞêåé óå äéáöïñå�éêÞ óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá áðü áõ�Þ ðïõ áíÞêïõí ïé u êáé w. �áñá�çñþ ü�é ðÜí�á

õðÜñ÷åé ìéá �Ý�ïéá êïñõöÞ v äéü�é �ï G åßíáé ìç óõíåê�éêü ãñÜöçìá. ¼ðùò êáé ó�çí �åñßð�ùóç 1,

ïé áêìÝò fu; vg êáé fv; wg äåí õðÜñ÷ïõí ó�ï G, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ó�ï óõìðëçñùìá�éêü

ãñÜöçìá �ïõ G. Óõíåðþò, ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá, ïé êïñõöÝò u êáé w óõíäÝïí�áé ìÝóù �ïõ

ìïíïðá�éïý u� v � w. ut

¢óêçóç 2 (�ñáöÞìá�á). Íá áðïäåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé

53 áêìÝò äåí Ý÷åé êýêëï Euler êáé Ý÷åé êýêëï Hamilton.

Ëýóç. Ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò Ý÷åé 55 áêìÝò. Óõíåðþò, êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò

êáé 53 áêìÝò ðñïêýð�åé áðü �ï K

11

ìå �çí áöáßñåóç äýï áêìþí. �éá íá áðïêëåßóù �çí ýðáñîç êýêëïõ

Euler, ÷ñåéÜæå�áé íá äéáêñßíù äýï ðåñéð�þóåéò:

�åñßð�ùóç 1. Ïé äýï áêìÝò ðïõ áöáéñÝèçêáí áðü �ï K

11

ðñïóðßð�ïõí ó�çí ßäéá êïñõöÞ. Áöïý �ï

ãñÜöçìá åßíáé áðëü, ïé äýï áêìÝò ìðïñïýí íá Ý÷ïõí ìüíï �ï Ýíá Üêñï �ïõò êïéíü. Óõíåðþò, �ï

ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò Ý÷åé ìßá êïñõöÞ âáèìïý 8, äýï êïñõöÝò âáèìïý 9, êáé 8

êïñõöÝò ìå âáèìü 10. Óõíåðþò, äåí ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Euler, áöïý ðåñéÝ÷åé êÜðïéåò êïñõöÝò

ìå ðåñé��ü âáèìü.

�åñßð�ùóç 2. Äéáöïñå�éêÜ, �ï ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò ðñÝðåé íá Ý÷åé 4 êïñõöÝò âáèìïý

9 êáé 7 êïñõöÝò âáèìïý 10. Êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, �ï ãñÜöçìá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Euler.

Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, ç ýðáñîç êýêëïõ Hamilton ðñïêýð�åé Üìåóá, ìå åöáñìïãÞ �ïõ ÈåùñÞ-

ìá�ïò �ïõ Dira
. ut

¢óêçóç 3 (�ñáöÞìá�á). �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí ðïõ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü

äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò.



Ëýóç. �ñïöáíþò �ï ðëÞèïò áêìþí ìåãéó�ïðïéåß�áé ó�ï ðëÞñåò ãñÜöçìá. Áöïý üëåò ïé êïñõöÝò åßíáé n,

áí �ï Ýíá óýíïëï áíåîÜñ�ç�ï êïñõöþí ðåñéÝ÷åé k êïñõöÝò, �ï äåý�åñï èá ðåñéÝ÷åé n�k. Ï óõíïëéêüò

áñéèìüò áêìþí �ïõ K

k;n�k

åßíáé k(n � k). Ç ðïóü�ç�á áõ�Þ ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá k = n=2, áí �ï n

åßíáé Üñ�éïò, êáé ãéá k = (n� 1)=2, áí �ï n åßíáé ðåñé��üò. Óõíåðþò, áí �ï n åßíáé Üñ�éïò, ï ìÝãéó�ïò

áñéèìüò áêìþí åßíáé n

2

=4, åíþ áí �ï n åßíáé ðåñé��üò, ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí åßíáé (n

2

� 1)=4.

�áñá�çñÞó�å ü�é ïé áí�ßó�ïé÷ïé áñéèìïß åßíáé ðÜí�á áêÝñáéïé. ut

¢óêçóç 4 (�ñáöÞìá�á). Íá ÷áñáê�çñßóå�å �çí êëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí ó�á ïðïßá êÜèå êýêëïò Euler

åßíáé êáé êýêëïò Hamilton.

Ëýóç. ¸íáò êýêëïò ï ïðïßïò åßíáé �üóï êýêëïò Euler üóï êáé êýêëïò Hamilton ðñÝðåé íá äéÝñ÷å�áé

áðü êÜèå êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (åðåéäÞ åßíáé êýêëïò Hamilton) êáé áðü êÜèå

áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (åðåéäÞ åßíáé êýêëïò Euler). Áõ�ü ìðïñåß íá óõìâåß ìüíï áí

�ï ãñÜöçìá åßíáé Ýíáò áðëüò êýêëïò C

n

ìå n êïñõöÝò êáé n áêìÝò.

ÓõãêåêñéìÝíá, áí �ï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n + 1 Þ ðåñéóóü�åñåò áêìÝò, ï êýêëïò Euler äåí èá Þ�áí

êýêëïò Hamilton (èá ðåñéåß÷å ðåñéóóü�åñåò áðü n áêìÝò êáé óõíåðþò èá äéåñ÷ü�áí áðü êÜðïéá êïñõöÞ

ðåñéóóü�åñåò áðü ìßá öïñÝò). Áí �ï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n� 1 Þ ëéãü�åñåò áêìÝò, åß�å äåí èá ðåñéåß÷å

êáíÝíá êýêëï (èá Þ�áí äÝí�ñï) åß�å äåí èá Þ�áí óõíåê�éêü. Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, �ï ãñÜöçìá äåí

èá åß÷å ïý�å êýêëï Euler ïý�å êýêëï Hamilton. ÔÝëïò, �ï C

n

åßíáé �ï ìïíáäéêü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò

êáé n áêìÝò ðïõ ðåñéÝ÷åé êýêëï Euler Þ / êáé êýêëï Hamilton.

�éá �ï áí�ßó�ñïöï, åßíáé ðñïöáíÝò ü�é �ï C

n

ðåñéÝ÷åé áêñéâþò Ýíáí êýêëï ï ïðïßïò åßíáé �üóï

êýêëïò Euler üóï êáé êýêëïò Hamilton. ut

¢óêçóç 5 (�ñáöçìá�éêÝò Áêïëïõèßåò). Ç áêïëïõèßá âáèìþí (degree sequen
e) åíüò ãñáöÞìá�ïò åß-

íáé ç áêïëïõèßá �ùí âáèìþí �ùí êïñõöþí �ïõ, óõíÞèùò óå öèßíïõóá óåéñÜ. Ìéá áêïëïõèßá n � 1

öõóéêþí áñéèìþí ïíïìÜæå�áé ãñáöçìá�éêÞ (graphi
 sequen
e) áí áðï�åëåß �çí áêïëïõèßá âáèìþí

åíüò áðëïý ìç êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò n êïñõöþí. Ç ìïíáäéêÞ ãñáöçìá�éêÞ áêïëïõèßá ìå Ýíá

ó�ïé÷åßï åßíáé ç d

1

= 0.

Íá äåßîå�å ü�é ìéá áêïëïõèßá n > 1 öõóéêþí d = (d

1

; : : : ; d

n

), d

1

� � � � � d

n

, åßíáé ãñáöçìá�éêÞ

áí êáé ìüíï áí ç áêïëïõèßá d

0

ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí d áí áöáéñÝóïõìå �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï d

1

êáé ìåéþóïõìå �á d

1

åðüìåíá ìåãáëý�åñá ó�ïé÷åßá �çò d êá�Ü 1 åßíáé åðßóçò ãñáöçìá�éêÞ.

Ëýóç. ¸ó�ù d = (d

1

; : : : ; d

n

), d

1

� � � � � d

n

, áêïëïõèßá n > 1 öõóéêþí áñéèìþí, êáé Ýó�ù d

0

ç

áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí d áí áöáéñÝóïõìå �ï d

1

êáé ìåéþóïõìå �á d

1

åðüìåíá ìåãáëý�åñá

ó�ïé÷åßá d

2

; : : : ; d

d

1

+1

�çò êá�Ü 1. �ñÝðåé âÝâáéá d

1

� n � 1, äéáöïñå�éêÜ ç d

0

äåí èá Þ�áí êáëþò

ïñéóìÝíç.

Èá äåßîïõìå ðñþ�á ü�é ç óõíèÞêç åßíáé éêáíÞ. ¸ó�ù ü�é ç áêïëïõèßá d

0

åßíáé ãñáöçìá�éêÞ, êáé

Ýó�ù G

0

áðëü ãñÜöçìá ìå n � 1 êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí �çí d

0

. Áí ðñïóèÝóïõìå

ó�ï G

0

ìéá íÝá êïñõöÞ âáèìïý d

1

êáé �çí óõíäÝóïõìå ìå �éò d

1

êïñõöÝò �ïõ G

0

ðïõ Ý÷ïõí âáèìü

d

2

� 1; : : : ; d

d

1

+1

� 1, ðñïêýð�åé Ýíá áðëü ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí

�çí d. ¢ñá êáé ç d åßíáé ãñáöçìá�éêÞ.

Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ç óõíèÞêç åßíáé áíáãêáßá. ¸ó�ù ü�é ç áêïëïõèßá d åßíáé ãñá-

öçìá�éêÞ, êáé Ýó�ù G áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí �çí d. Èåùñïýìå

êïñõöÞ v �ïõ G ìå âáèìü d

1

. ¸ó�ù N(v) �ï óýíïëï �ùí ãåé�üíùí �çò v ó�ï G, êáé Ýó�ù S óýíïëï d

1

êïñõöþí �ïõ G ìå (�ïõò åðéèõìç�ïýò) âáèìïýò d

2

; : : : ; d

d

1

+1

áí�ßó�ïé÷á (áí õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ �Ý�ïéá

óýíïëá, åðéëÝãïõìå áõ�ü ìå �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò êïñõöþí �ïõ N(v)). Áí N(v) = S, áöáéñþí�áò �çí v

áðü �ï G ðñïêýð�åé áðëü ãñÜöçìá G

0

ìå n� 1 êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí �çí d

0

.



Áí N(v) 6= S, èá �ñïðïðïéÞóïõìå �ï G þó�å íá áõîÞóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ S ðïõ

áíÞêïõí ó�ï N(v), äçë. �ï jN(v) \ Sj, ÷ùñßò íá ìå�áâÜëïõìå �ïí âáèìü êáìßá êïñõöÞò. Èåùñïýìå

êïñõöÝò x 2 S nN(v) êáé y 2 N(v) nS. Áöïý ï âáèìüò �çò x åßíáé ìåãáëý�åñïò áðü �ïí âáèìü �çò y

(åðåéäÞ ç y åßíáé ãåß�ïíáò �çò v áëëÜ äåí áíÞêåé ó�ï S), õðÜñ÷åé êïñõöÞ z ðïõ óõíäÝå�áé ìå �çí x áëëÜ

ü÷é ìå �çí y. Ôñïðïðïéïýìå �ï G áí�éêáèéó�þí�áò �çí áêìÞ fz; xg ìå �çí áêìÞ fv; xg êáé �çí áêìÞ

fv; yg ìå �çí áêìÞ fz; yg. Ïé âáèìïß �ùí åìðëåêüìåíùí êïñõöþí äåí áëëÜæïõí êáé �ï ãñÜöçìá ðïõ

ðñïêýð�åé åßíáé áðëü. ÅðáíáëáìâÜíïõìå áõ�Þ �çí äéáäéêáóßá üóåò öïñÝò ÷ñåéáó�åß êáé êá�áëÞãïõìå

óå Ýíá áðëü ãñÜöçìá

^

G ìå n êïñõöÝò êáé áêïëïõèßá âáèìþí d, üðïõ ç êïñõöÞ ìÝãéó�ïõ âáèìïý v

Ý÷åé N(v) = S. Áöáéñþí�áò �çí v áðü �ï

^

G ðñïêýð�åé áðëü ãñÜöçìá ìå áêïëïõèßá âáèìþí d

0

. ut

¢óêçóç 6 (Äéá÷ùñéó�Ýò ÄÝí�ñùí). Óå Ýíá äÝíäñï ÷ùñßò ðñïêáèïñéóìÝíç ñßæá Ýíáò êüìâïò ëÝãå�áé

1=k-äéá÷ùñéó�Þò áí ìå�Ü �çí áöáßñåóÞ �ïõ, ïé óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò ðïõ áðïìÝíïõí Ý÷ïõí �ï ðïëý

n=k êüìâïõò, üðïõ n ï áñ÷éêüò áñéèìüò �ùí êüìâùí �ïõ äÝíäñïõ.

(á) Íá äåßîå�å ü�é óå êÜèå äÝíäñï õðÜñ÷åé 1=2-äéá÷ùñéó�Þò.

(â) Íá äåßîå�å ü�é áí óå Ýíá äÝíäñï õðÜñ÷åé 1=k-äéá÷ùñéó�Þò (k < n), �ü�å õðÜñ÷åé êüìâïò ìå âáèìü

�ïõëÜ÷éó�ïí k. Íá åîå�Üóå�å áí éó÷ýåé �ï áí�ßó�ñïöï.

(á) Èá äåßîïõìå ó�ï åñþ�çìá áõ�ü ü�é êÜèå äÝí�ñï Ý÷åé

1

2

-äéá÷ùñéó�Þ. �éá �çí áðüäåéîç áõ�Þ èá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ. �éá äÝí�ñï ìåãÝèïõò 2, Ý÷ïõìå �å�ñéììÝíç ðåñßð�ùóç êáé âëÝðïõìå ü�é

êáé ïé äýï êïñõöÝò åßíáé

1

2

-äéá÷ùñéó�Ýò ãéá �ï äÝí�ñï.

¸ó�ù �þñá ü�é õðïèÝ�ïõìå ü�é êÜèå äÝí�ñï T

0

ìåãÝèïõò n Ý÷åé

1

2

-äéá÷ùñéó�Þ. Èá äåßîïõìå ü�é

êáé êÜèå äÝí�ñï ìåãÝèïõò n+ 1 Ý÷åé

1

2

-äéá÷ùñéó�Þ. ¸ó�ù äÝí�ñï ìåãÝèïõò n+ 1 (�ï ïíïìÜæïõìå T )

áðü �ï ïðïßï áöáéñïýìå Ýíá öýëëï `, ïðü�å ðñïêýð�åé Ýíá äÝí�ñï ìåãÝèïõò n, áò �ï ïíïìÜóïõìå áõ�ü

T

0

. ¸ó�ù åðßóçò ü�é ï

1

2

-äéá÷ùñéó�Þò �ïõ äÝí�ñïõ T

0

åßíáé ï êüìâïò u. Äéáêñßíïõìå �þñá �éò åîÞò

ðåñéð�þóåéò:

� Ìå�Ü �çí ðñïóèÞêç �ïõ öýëëïõ `, ï u ðáñáìÝíåé

1

2

-äéá÷ùñéó�Þò ãéá �ï T .

� Ìå�Ü �çí ðñïóèÞêç �ïõ öýëëïõ `, ï u äåí åßíáé

1

2

-äéá÷ùñéó�Þò ãéá �ï T . Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß �ï

` ðñïó�ßèå�áé ó�ç ìåãáëý�åñç óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ T

0

� fug ç ïðïßá Ý÷åé n=2 êïñõöÝò (êáé

Üñá �ï óõíïëéêü ðëÞèïò �ùí êïñõöþí ó�éò Üëëåò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõ T

0

�fug åßíáé �ï ðïëý

(n� 1)=2). Ôü�å ï ãåß�ïíáò �ïõ u ó�çí óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá üðïõ ðñïó�Ýèçêå �ï öýëëï ` áðï�åëåß

1

2

-äéá÷ùñéó�Þ �ïõ T .

(â) ¸ó�ù ü�é êÜðïéï äÝí�ñï Ý÷åé

1

k

-äéá÷ùñéó�Þ. Èá äåßîïõìå ü�é ó�ï äÝí�ñï õðÜñ÷åé êüìâïò ìå âáèìü

�ïõëÜ÷éó�ïí k. �ñÜãìá�é, Ýó�ù ü�é ìå�Ü �çí áöáßñåóç �ïõ

1

k

-äéá÷ùñéó�Þ õðÜñ÷ïõím óõíåê�éêÝò óõíé-

ó�þóåò, ç êáèåìßá ìå �ï ðïëý n=k êïñõöÝò. Áöïý ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí êïñõöþí ó�éò óõíåê�éêÝò

óõíéó�þóåò åßíáé n� 1, ðñÝðåé m � k. �éá íá ðñïêýøïõí üìùò �üóåò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, ðñÝðåé

ï êüìâïò ðïõ áöáéñåß�áé íá Ý÷åé áí�ßó�ïé÷á ìåãÜëï âáèìü.

Ôï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé. ¸íá áí�éðáñÜäåéãìá äÝí�ñïõ ðïõ Ý÷åé êïñõöÞ âáèìïý 3, áëëÜ ü÷é êáé

1

3

-äéá÷ùñéó�Þ öáßíå�áé ðñïêýð�åé áí ó�ï ìïíïðÜ�é P

n

, ãéá n � 5, ðñïóèÝóïõìå Ýíá áêüìç öýëëï ó�çí

ãåé�ïíéêÞ êïñõöÞ åíüò áðü �á Üêñá �ïõ. ¸�óé Ý÷ïõìå Ýíá äÝí�ñï ýøïõò n� 1 ìå �ñßá öýëëá, �á äýï

áðü �á ïðïßá Ý÷ïõí êïéíü ðá�Ýñá. ut

¢óêçóç 7 (ÄéÜâáóç �ïõ �ï�áìïý). (á) Ó�çí ü÷èç åíüò ðï�áìïý âñßóêïí�áé Ýíáò ëýêïò, Ýíá ðñüâá�ï

êé Ýíá êáöÜóé ìå ìáñïýëéá. ÕðÜñ÷åé ìüíï ìéá âÜñêá, ç ïðïßá åê�üò áðü �ï âáñêÜñç ìðïñåß íá

ìå�áöÝñåé ìüíï Ýíá áðü �á ðñïçãïýìåíá öïñ�ßá êÜèå öïñÜ. ¼�áí ï âáñêÜñçò åßíáé ðáñþí �ü�å

åðéêñá�åß çñåìßá. ÁëëÜ ü�áí ï âáñêÜñçò áðïõóéÜæåé, êÜðïéá áðü �á ðáñáðÜíù ìðïñïýí �ï Ýíá íá

öÜåé �ï Üëëï. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýïõí �á åîÞò:



� Áí ï ëýêïò êáé �ï ðñüâá�ï ìåßíïõí áöýëáê�á ó�çí ü÷èç üóï ï âáñêÜñçò ìå�áöÝñåé �ï êáöÜóé ìå

�á ìáñïýëéá, ï ëýêïò ìðïñåß íá öÜåé �ï ðñüâá�ï.

� Áí �ï ðñüâá�ï ìåßíåé áöýëáê�ï ìáæß ìå �á ìáñïýëéá ó�çí ü÷èç üóï ï âáñêÜñçò ìå�áöÝñåé �ï ëýêï,

�ï ðñüâá�ï èá öÜåé �á ìáñïýëéá.

�åñéãñÜø�å Ýíáí �ñüðï ãéá íá ìå�áöÝñåé ï âáñêÜñçò êáé �á �ñßá öïñ�ßá Üèéê�á ó�çí áðÝíáí�é ü÷èç.

(â) �åíéêåýïí�áò, Ýó�ù ü�é õðÜñ÷ïõí n áí�éêåßìåíá fx

1

; x

2

; : : : x

n

g �á ïðïßá ï âáñêÜñçò åðéèõìåß íá

ðåñÜóåé ó�çí áðÝíáí�é ü÷èç. Äßíå�áé ãé' áõ�Ü Ýíá ãñÜöçìá áóõìâá�ï�Þ�ùí, �ïõ ïðïßïõ ïé êïñõöÝò

åßíáé �á n áí�éêåßìåíá êáé �ï x

i

óõíäÝå�áé ìå �ï x

j

ü�áí �á x

i

êáé x

j

äåí åðé�ñÝðå�áé íá ìåßíïõí

áöýëáê�á ìáæß ó�çí ßäéá ü÷èç (äçëáäÞ ü�áí êÜðïéï áðü �á äýï ìðïñåß íá öÜåé �ï Üëëï).

Âñåß�å ðïéá åßíáé ç åëÜ÷éó�ç ÷ùñç�éêü�ç�á �çò âÜñêáò þó�å �ï ðñüâëçìá íá ëýíå�áé ü�áí �ï

ãñÜöçìá áóõìâá�ï�Þ�ùí åßíáé:

� Ôï áðëü ìïíïðÜ�é P

n

� Ï êýêëïò C

n

� Ï áó�Ýñáò S

n

�üóåò öïñÝò ðñÝðåé ï âáñêÜñçò íá äéáó÷ßóåé �ïí ðï�áìü óå êÜèå ìéá áðü �éò ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò;

Ëýóç. (á) Ç áðÜí�çóç ðñïêýð�åé ùò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ (â).

(â) �áñá�çñïýìå ü�é ü�áí ï âáñêÜñçò ìå�áêéíåß êÜðïéá áí�éêåßìåíá ó�çí Üëëç ìåñéÜ ìéáò ü÷èçò, �á

áí�éêåßìåíá ðïõ ìÝíïõí ó�ç ìéá ü÷èç èá ðñÝðåé íá åßíáé áóýìâá�á ìå�áîý �ïõò, þó�å íá ìçí õðÜñ÷åé

êßíäõíïò. Óõíåðþò, êÜèå öïñÜ èá ðñÝðåé íá áðïìáêñýíå�áé Ýíá óýíïëï êïñõöþí, þó�å ïé êïñõöÝò

ðïõ áðïìÝíïõí íá ìçí Ý÷ïõí êáìßá áêìÞ ìå�áîý �ïõò (äçë. íá áðï�åëïýí áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï). �éá �éò

ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõìå (ó�ç ÷ùñç�éêü�ç�á �çò âÜñêáò äåí ðñïóìå�ñïýìå �ïí âáñêÜñç):

ÌïíïðÜ�é P

n

. ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ï ìïíïðÜ�é fx

1

; x

2

; :::; x

n

g. Áí �ï n åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò, ï âáñêÜñçò

ìðïñåß íá ìå�áöÝñåé üëá �á áí�éêåßìåíá ìå âÜñêá ÷ùñç�éêü�ç�áò n=2 ìå 3 äéáäñïìÝò: ìå�áöÝñåé

ðñþ�á �á ìéóÜ (ð.÷. �éò êïñõöÝò ìå ðåñé��ü äåßê�ç), ãõñßæåé ìüíïò �ïõ, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá ìå�áöÝñåé

�á õðüëïéðá.

¼�áí �ï n åßíáé ðåñé��ü, èá ÷ñåéáó�åß âÜñêá ÷ùñç�éêü�ç�áò (n� 1)=2 êáé 7 äéáäñïìÝò óõíïëéêÜ:

ìå�áöÝñåé ðñþ�á �á x

2

; x

4

; : : : x

n�1

, åðéó�ñÝöåé ìüíïò �ïõ, ìå�áöÝñåé �ï áí�éêåßìåíï x

1

, ðáßñíåé

üëá �á ``Üñ�éá'' áí�éêåßìåíá ìáæß �ïõ ó�çí áñéó�åñÞ ü÷èç, ìå�Ü ìå�áöÝñåé �á x

3

; x

5

; : : : ; x

n

ó�ç

äåîéÜ ü÷èç, åðéó�ñÝöåé, êáé �åëéêÜ ìå�áöÝñåé üëá �á ``Üñ�éá'' áí�éêåßìåíá êáé ðÜëé ó�ç äåîéÜ ü÷èç.

Êýêëïò C

n

. Ç ðåñßð�ùóç �ïõ êýêëïõ åßíáé ðáñüìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç �ïõ ìïíïðá�éïý. Áí �ï n åßíáé

Üñ�éï, êÜíïõìå ü�é êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ìïíïðá�éïý Üñ�éïõ ìÞêïõò. Áí �ï n åßíáé ðåñé��ü, ç

âÜñêá ðñÝðåé íá Ý÷åé ÷ùñç�éêü�ç�á (n+ 1)=2.

Áó�Ýñáò S

n

. ×ñåéÜæïí�áé 2n � 3 äéáäñïìÝò ìå âÜñêá ÷ùñç�éêü�ç�áò 2. Ôï ``êåí�ñéêü'' áí�éêåßìåíï

åßíáé ìüíéìá öïñ�ùìÝíï ó�ç âÜñêá, êáé êÜèå öïñÜ ìå�áöÝñå�áé Ýíá ``ðåñéöåñåéáêü'' áí�éêåßìåíï.

ut


