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1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

Äéáéóèç�éêÜ, ãñÜöçìá åßíáé ï�éäÞðï�å ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß (``æùãñáöéó�åß'') ìå óçìåßá

(êïñõöÝò) êáé ãñáììÝò (áêìÝò - êá�åõèõíüìåíåò Þ ìç) ìå�áîý �ùí óçìåßùí.

ÔõðéêÜ, Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá (Þ ãñÜöïò, undireted graph) G åßíáé Ýíá äéá�å-

�áãìÝíï æåýãïò G � (V;E), üðïõ V = fv

1

; : : : v

n

g åßíáé �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí �ïõ êáé

E = fe

1

; : : : ; e

m

g åßíáé �ï óýíïëï �ùí áêìþí �ïõ. ÊÜèå áêìÞ åßíáé Ýíá äéìåëÝò óýíïëï êï-

ñõöþí, e = fv

1

; v

2

g, ü÷é áðáñáß�ç�á äéáöïñå�éêþí ìå�áîý �ïõò. Ó�á êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á

(direted graphs), êÜèå áêìÞ åßíáé Ýíá äéá�å�áãìÝíï æåýãïò êïñõöþí, e = (v

1

; v

2

). Ôá ìåãÝèç ðïõ

÷áñáê�çñßæïõí Ýíá ãñÜöçìá G(V;E) åßíáé ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí �ïõ, óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé

ìå n Þ jV j, êáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí �ïõ, óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå m Þ jEj.

Ç (ìç-êá�åõèõíüìåíç) áêìÞ e = fv

1

; v

2

g ëÝìå ü�é óõíäÝåé �éò êïñõöÝò v

1

êáé v

2

, ïé ïðïßåò

ïíïìÜæïí�áé êáé Üêñá �çò. Ç êá�åõèõíüìåíç áêìÞ e = (v

1

; v

2

) ëÝìå ü�é óõíäÝåé �çí êïñõöÞ

v

1

ìå �çí v

2

. Ç v

1

ïíïìÜæå�áé ïõñÜ (Þ áñ÷Þ) �çò áêìÞò e êáé ç v

2

ïíïìÜæå�áé êåöáëÞ (Þ �Ý-

ëïò) �çò e. Äýï êïñõöÝò ðïõ óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ ïíïìÜæïí�áé ãåé�ïíéêÝò. Ìßá áêìÞ ðïõ �á äýï

Üêñá �çò �áõ�ßæïí�áé (Þ ç áñ÷Þ �çò �áõ�ßæå�áé ìå �ï �Ýëïò �çò áí åßíáé êá�åõèõíüìåíç) ïíïìÜ-

æå�áé áíáêýêëùóç (Þ âñü÷ïò, loop). Äýï áêìÝò ìå êïéíÜ Üêñá (Þ êïéíÞ áñ÷Þ êáé �Ýëïò áí åßíáé

êá�åõèõíüìåíåò) ïíïìÜæïí�áé ðáñÜëëçëåò.

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé áðëü ü�áí äåí Ý÷åé ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé áíáêõêëþóåéò. Ó�ï åîÞò,

èá èåùñïýìå ðÜí�á áðëÜ ãñáöÞìá�á (åê�üò áí óáöþò äçëþíå�áé êÜ�é äéáöïñå�éêü). Åéäéêü�åñá,

ìå �ïí üñï ãñÜöçìá èá áíáöåñüìáó�å óå Ýíá áðëü, ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Åðßóçò, èá

áíáöåñèïýìå ìüíï óå ðåðåñáóìÝíá ãñáöÞìá�á ðïõ ïñßæïí�áé óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá êïñõöþí.

Ôï óõìðëçñùìá�éêü åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E), óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå G, åßíáé Ýíá ãñÜ-

öçìá ó�ï ßäéï óýíïëï êïñõöþí V ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ìéá áêìÞ áí êáé ìüíï áí áõ�Þ äåí áíÞêåé ó�ï

E. ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé êëßêá (Þ ðëÞñåò ãñÜöçìá) áí êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí �ïõ óõíäÝå�áé

ìå áêìÞ. Ç êëßêá n êïñõöþí óõìâïëßæå�áé ìå K

n

êáé Ý÷åé áêñéâþò

n(n�1)

2

áêìÝò. ¸íá óýíïëï

êïñõöþí ÷ùñßò êáìßá áêìÞ ìå�áîý �ïõò ïíïìÜæå�áé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (independent set). Óõ-

íåðþò, �ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá ìéáò êëßêáò åßíáé Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (ó�ï ßäéï óýíïëï

êïñõöþí).

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé äéìåñÝò (Þ äé÷ï�ïìßóéìï, bipartite) áí ïé êïñõöÝò �ïõ ìðïñïýí íá

÷ùñéó�ïýí óå äýï áíåîÜñ�ç�á óýíïëá. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é Ýíá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò áíí

äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñé��ïý ìÞêïõò. ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé ðëÞñåò áí êÜèå êïñõöÞ ó�ï

Ýíá ìÝñïò (áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï) óõíäÝå�áé ìå êÜèå êïñõöÞ ó�ï Üëëï ìÝñïò. Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò ó�ï Ýíá ìÝñïò êáé m êïñõöÝò ó�ï Üëëï ìÝñïò óõìâïëßæå�áé ìå K

n;m

êáé

Ý÷åé n �m áêìÝò.



¢óêçóç 1. �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí ðïõ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü äéìåñÝò

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò; Éóïäýíáìá, íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ðåñéó-

óü�åñåò áðü n

2

=4 áêìÝò äåí åßíáé äéìåñÝò.

Ëýóç. Ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí óõìâáßíåé ü�áí Ý÷ïõìå �ï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá. Áöïý üëåò

ïé êïñõöÝò åßíáé n, áí �ï Ýíá óýíïëï êïñõöþí ðåñéÝ÷åé k êïñõöÝò, �ï äåý�åñï èá ðåñéÝ÷åé

(n�k). Ï óõíïëéêüò áñéèìüò áêìþí �ïõ K

k;n�k

åßíáé k(n�k). Ôï ãéíüìåíï ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá

k = n=2 áí �ï n åßíáé Üñ�éïò êáé ãéá k = (n�1)=2 áí �ï n åßíáé ðåñé��üò. Óõíåðþò, áí �ï n åßíáé

Üñ�éïò, ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí åßíáé n

2

=4, åíþ áí �ï n åßíáé ðåñé��üò, ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò

áêìþí åßíáé (n

2

� 1)=4. �áñá�çñåßó�å ü�é ïé áí�ßó�ïé÷ïé áñéèìïß åßíáé ðÜí�á áêÝñáéïé. ut

Ìéá áêïëïõèßá ``äéáäï÷éêþí'' áêìþí ïíïìÜæå�áé äéáäñïìÞ (walk). ÄçëáäÞ, äéáäñïìÞ åßíáé

ìéá áêïëïõèßá áêìþí (e

1

; : : : ; e

k

) üðïõ ãéá êÜèå i, 1 � i � k � 1, �ï Ýíá Üêñï (�ï �Ýëïò ãéá

êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á) �çò áêìÞò e

i

óõìðßð�åé ìå �ï Üëëï Üêñï (�çí áñ÷Þ) �çò áêìÞò e

i+1

.

Ï áñéèìüò �ùí áêìþí ó�ç äéáäñïìÞ ïíïìÜæå�áé ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò. Ìßá äéáäñïìÞ ïíïìÜæå�áé

ìïíïêïíäõëéÜ (trail) ü�áí üëåò ïé áêìÝò �çò åßíáé äéáöïñå�éêÝò êáé ïíïìÜæå�áé ìïíïðÜ�é (path)

ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò áðü �éò ïðïßåò äéÝñ÷å�áé åßíáé äéáöïñå�éêÝò. ÌåñéêÝò öïñÝò, ÷ñçóéìïðïéåß-

�áé ï üñïò ìïíïðÜ�é ãéá �ç ìïíïêïíäõëéÜ (äéáäñïìÞ äéáöïñå�éêþí áêìþí) êáé áðëü ìïíïðÜ�é

(simple path) ãéá �ç äéáäñïìÞ ìå äéáöïñå�éêÝò êïñõöÝò (êáé Üñá áêìÝò).

Ìßá äéáäñïìÞ ÷áñáê�çñßæå�áé óáí êëåéó�Þ ü�áí ç áñ÷éêÞ êáé ç �åëéêÞ �çò êïñõöÞ óõìðßð�ïõí.

Ìéá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ ïíïìÜæå�áé êýêëïò (yle Þ êýêëùìá, iruit) ü�áí üëåò ïé áêìÝò �çò

åßíáé äéáöïñå�éêÝò, êáé ïíïìÜæå�áé áðëüò êýêëïò (simple yle) ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò �çò åßíáé

äéáöïñå�éêÝò. Ìå Üëëá ëüãéá, ï êýêëïò (Þ êýêëùìá) åßíáé ìßá êëåéó�Þ ìïíïêïíäõëéÜ êáé ï áðëüò

êýêëïò åßíáé Ýíá êëåéó�ü ìïíïðÜ�é.

Ç áðüó�áóç D(u; v) ìå�áîý äýï êïñõöþí u; v åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý

ìå�áîý �ïõò. Ç äéÜìå�ñïò D(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé ç ìÝãéó�ç áðüó�áóç ìå�áîý äýï

êïñõöþí ó�ï G, D(G) � max

u;v2V

fD(u; v)g.

¢óêçóç 2. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ìßá äéáäñïìÞ áðü ìéá êïñõöÞ u óå ìéá êïñõöÞ

w áí êáé ìüíï áí ðåñéÝ÷åé Ýíá ìïíïðÜ�é áðü �ç u ó�ç w.

Ëýóç. Ç ìßá êá�åýèõíóç åßíáé ðñïöáíÞò, ãéá�ß êÜèå ìïíïðÜ�é åßíáé åî' ïñéóìïý äéáäñïìÞ. �éá

�çí áí�ßó�ñïöç êá�åýèõíóç, ðáñá�çñïýìå ü�é áí ç äéáäñïìÞ ìå�áîý u êáé w äåí áí�éó�ïé÷åß óå

ìïíïðÜ�é, �ü�å áõ�Þ ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé êïñõöÝò ðïõ åðáíáëáìâÜíïí�áé. ¼ìùò, �ï �ìÞìá �çò

äéáäñïìÞò áíÜìåóá óå äýï äéáöïñå�éêÝò åìöáíßóåéò �çò ßäéáò êïñõöÞò åßíáé Ýíáò êýêëïò (ü÷é

êá�' áíÜãêç áðëüò). Áöáéñþí�áò üëïõò áõ�ïýò �ïõò êýêëïõò, êá�áëÞãïõìå óå Ýíá ìïíïðÜ�é áðü

�ç u ó�ç w. Ìå áðïëý�ùò ðáñüìïéï �ñüðï ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é Ýíá ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé

ìßá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ (Þ Ýíáí êýêëï) áí êáé ìüíï áí ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï. ut

¢óêçóç 3. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå êýêëïò ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï êáé ü�é êÜèå ìïíïêïíäõëéÜ

ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü ìïíïðÜ�é.

¸íá (ìç-êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü (Þ óõíäåüìåíï, Þ óõíäåäåìÝíï, onneted)

ü�áí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí. ÄçëáäÞ, óå Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá

ìðïñïýìå íá ìå�áâïýìå áðü ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ óå ïðïéáäÞðï�å Üëëç áêïëïõèþí�áò �éò áêìÝò

�ïõ ãñáöÞìá�ïò.

2



Óõíåê�éêÝò Óõíéó�þóåò. Äßíå�áé Ýíá (ìç-êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá G(V;E). Èåùñþ �ç äéìåëÞ

ó÷Ýóç �

G

� V � V �Ý�ïéá þó�å (u; v) 2 �

G

áíí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ç u ó�ç v.

Ç ó÷Ýóç �

G

åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ãéá�ß åßíáé áíáêëáó�éêÞ (8u 2 V; (u; u) 2 �

G

- ãéá

êÜèå êïñõöÞ õðÜñ÷åé Ýíá �å�ñéììÝíï ìïíïðÜ�é ðñïò �ïí åáõ�ü �çò ìå ìçäåíéêü ìÞêïò), óõììå�ñéêÞ

(8u; v 2 V; (u; v) 2 �

G

) (v; u) 2 �

G

- �ï ãñÜöçìá åßíáé ìç êá�åõèõíüìåíï êáé óõíåðþò áí

õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ç u ó�ç v, èá õðÜñ÷åé êáé ìïíïðÜ�é áðü �ç v ó�ç u), êáé ìå�áâá�éêÞ

(8u; v; w 2 V; (u;w) 2 �

G

êáé (w; v) 2 �

G

) (u; v) 2 �

G

- ìå�áâáßíïõìå áðü �ç u ó�ç w êáé

áðü åêåß ó�ç v áêïëïõèþí�áò �á áí�ßó�ïé÷á ìïíïðÜ�éá).

Ç ó÷Ýóç �

G

÷ùñßæåé �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò óå êëÜóåéò éóïäõíáìßåò (ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí

ó�á ìåãéó�ï�éêÜ (maximal) óõíåê�éêÜ õðïãñáöÞìá�á �ïõ G) ðïõ ïíïìÜæïí�áé óõíåê�éêÝò óõíé-

ó�þóåò (onneted omponents). ÊÜèå óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá åßíáé Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá, åíþ

äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý êïñõöþí ðïõ áíÞêïõí óå äéáöïñå�éêÝò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Óå

ðïëëÝò êá�çãïñßåò áóêÞóåùí, êÜèå óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá ìðïñåß íá áí�éìå�ùðéó�åß óáí áíåîÜñ-

�ç�ï ãñÜöçìá. ut

¸íá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü ü�áí ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí �ïõ u; v 2 V ,

õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é (ðïõ óÝâå�áé �éò êá�åõèýíóåéò �ùí áêìþí) åß�å áðü �ç u ó�ç v åß�å áðü �ç v

ó�ç u. ¸íá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé éó÷õñÜ óõíåê�éêü (strongly onneted) ü�áí ãéá êÜèå

æåõãÜñé êïñõöþí �ïõ u; v 2 V , õðÜñ÷ïõí ìïíïðÜ�éá (ðïõ óÝâïí�áé �éò êá�åõèýíóåéò �ùí áêìþí)

êáé áðü �ç u ó�ç v êáé áðü �ç v ó�ç u. Éóïäýíáìá, óå Ýíá éó÷õñÜ óõíåê�éêü ãñÜöçìá, êÜèå

æåõãÜñé êïñõöþí âñßóêå�áé óå êá�åõèõíüìåíï êýêëï.

�éá íá åßíáé ç �

G

ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�á êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á, ðñÝðåé íá åîáóöáëß-

óïõìå �ç óõììå�ñéêÞ éäéü�ç�á (äåí éó÷ýåé ðëÝïí áõ�ïíüç�á, ãéá�ß ïé áêìÝò åßíáé êá�åõèõíüìåíåò).

¸�óé ïñßæïõìå �ç �

G

ùò �

G

� V � V : (u; v) 2 �

G

áíí õðÜñ÷åé êá�åõèõíüìåíï ìïíïðÜ�é �üóï

áðü �çí u ó�çí v üóï êáé áðü �çí v ó�çí u. Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ðïõ ïñßæïí�áé áðü �ç ó÷Ýóç

�

G

óå êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ïíïìÜæïí�áé éó÷õñÜ óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò (strongly onneted

omponents) êáé áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìåãéó�ï�éêÜ éó÷õñÜ óõíåê�éêÜ õðïãñáöÞìá�á �ïõ G.

�áñá�çñïýìå åðßóçò ü�é ï áñéèìüò �ùí (éó÷õñÜ) óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí äåí ìðïñåß íá ìå-

ãáëþóåé áí ðñïóèÝóïõìå íÝåò áêìÝò ó�ï ãñÜöçìá áöïý ç ðñïóèÞêç íÝùí áêìþí äåí ìðïñåß íá

áöáéñÝóåé áðü �ï ãñÜöçìá êÜðïéï ìïíïðÜ�é ðïõ Þäç õðÞñ÷å.

¢óêçóç 4. Íá äåßîå�å ü�é Ýíá ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü áíí ãéá êÜèå äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí

�ïõ óå äýï õðïóýíïëá õðÜñ÷åé ðÜí�á áêìÞ ìå�áîý �ùí äýï õðïóõíüëùí.

Ëýóç. Áí �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü, èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé áêìÞ ðïõ èá åðé�ñÝðåé �ç ``ìå�Ü-

âáóç'' áðü �ï Ýíá óýíïëï ó�ï Üëëï. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, îåêéíÜìå áðü ìßá ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ,

åðåê�åéíüìáó�å �ïõò ãåé�üíïõò �çò, ó�ïõò ãåé�üíïõò �ùí ãåé�üíùí �çò, êïê. Ç éäéü�ç�á ðïõ õðïèÝ-

óáìå åîáóöáëßæåé ü�é áõ�Þ ç äéáäéêáóßá äåí èá �åëåéþóåé ðñéí åðéóêåöèïýìå üëåò �éò êïñõöÝò

�ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç óõãêåêñéìÝíç äéáäéêáóßá åßíáé ìéá ðáñáëëáãÞ �çò ÁíáæÞ�çóçò êá�Ü �ëÜ�ïò

(Breadth First Searh). ut

¢óêçóç 5. Íá äåßîå�å ü�é �ï óõìðëçñùìá�éêü êÜèå ìç óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò åßíáé óõíåê�éêü

(êáé ìÜëéó�á Ý÷åé äéÜìå�ñï �ï ðïëý 2).
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Ëýóç.¸ó�ù ìç óõíåê�éêü ãñÜöçìáG(V;E) êáé Ýó�ù u;w äýï ïðïéåóäÞðï�å êïñõöÝò �ïõ G. Èá

äåßîù ü�é ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá �ïõ G, Ýó�ù G, õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ùí u êáé w.

Áöïý �ï G åßíáé ìç óõíåê�éêü, èá áðï�åëåß�áé áðü ðåñéóóü�åñåò �çò ìßáò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò.

Äéáêñßíù �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò.

�åñßð�ùóç 1. Ïé êïñõöÝò u êáé w áíÞêïõí óå äéáöïñå�éêÞ óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ G. Ôü�å ç

áêìÞ fu;wg äåí õðÜñ÷åé ó�ï ãñÜöçìá G (áëëéþò ïé äýï êïñõöÝò èá Þ�áí ó�çí ßäéá óõíåê�éêÞ

óõíéó�þóá). ÅðïìÝíùò, ç áêìÞ fu;wg õðÜñ÷åé ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá G êáé ç áðüó�áóç

�ùí u; v åßíáé 1.

�åñßð�ùóç 2. Ïé êïñõöÝò u êáé w áíÞêïõí ó�çí ßäéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ G. ¸ó�ù êïñõöÞ

v ðïõ áíÞêåé óå äéáöïñå�éêÞ óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá áðü áõ�Þ ðïõ áíÞêïõí ïé u êáé w (åäþ

÷ñçóéìïðïéþ �çí õðüèåóç ãéá �ç ìç óõíåê�éêü�ç�á �ïõ G). ¼ðùò êáé ó�çí �åñßð�ùóç 1, ïé áêìÝò

fu; vg êáé fv; wg äåí õðÜñ÷ïõí ó�ï G, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìáG.

Óõíåðþò, ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá G, ïé êïñõöÝò u êáé w óõíäÝïí�áé ìÝóù �ïõ ìïíïðá�éïý

u v w. H áðüó�áóç �ùí u; v åßíáé 2. ut

2 Âáèìüò ÊïñõöÞò

Óå Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò v, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå d(v),

åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí ðïõ åöÜð�ïí�áé ó�ç v. Óå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, äéáêñßíïõìå

�ï âáèìü åéóüäïõ (in-degree) �çò v, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå d

in

(v) êáé åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí

ðïõ êá�áëÞãïõí ó�ç v, êáé �ï âáèìü åîüäïõ (out-degree) �çò v, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå d

out

(v) êáé

åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêìþí ðïõ îåêéíïýí áðü �ç v.

Ï åëÜ÷éó�ïò âáèìüò Æ(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé ï ìéêñü�åñïò âáèìüò êÜðïéáò

êïñõöÞò �ïõ, Æ(G) � min

v2V

fd(v)g. Ï ìÝãéó�ïò âáèìüò �(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé

ï ìåãáëý�åñïò âáèìüò êÜðïéáò êïñõöÞò �ïõ, �(G) � max

v2V

fd(v)g.

Óå êÜèå ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, �ï Üèñïéóìá �ïõ âáèìïý üëùí �ùí êïñõöþí åßíáé äé-

ðëÜóéï �ïõ áñéèìïý �ùí áêìþí:

P

v2V

d(v) = 2 jEj. Ï ëüãïò åßíáé ü�é êÜèå áêìÞ óõíåéóöÝñåé 1

ó�ï âáèìü �ùí äýï Üêñùí �çò. Áðü áõ�Þ �çí éóü�ç�á ðñïêýð�åé ü�é ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí ìå

ðåñé��ü âáèìü óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé Üñ�éïò.

Óå êÜèå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, �ï Üèñïéóìá �ïõ âáèìïý åéóüäïõ üëùí �ùí êïñõöþí åß-

íáé ßóï ìå �ï Üèñïéóìá �ïõ âáèìïý åîüäïõ êáé ßóï ìå �ïí áñéèìü �ùí áêìþí:

P

v2V

d

in

(v) =

P

v2V

d

out

(v) = jEj. Ï ëüãïò åßíáé ü�é êÜèå áêìÞ óõíåéóöÝñåé 1 ó�ï âáèìü åéóüäïõ �ïõ �Ýëïõò

�çò êáé 1 ó�ï âáèìü åîüäïõ �çò áñ÷Þò �çò.

�áñÜäåéãìá 1. ÕðÜñ÷åé ãñÜöçìá ìå 9 êïñõöÝò ðïõ üëåò Ý÷ïõí âáèìü 3

1

; Ç áðÜí�çóç åßíáé ü÷é

ãéá�ß Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá èá Ýðñåðå íá Ý÷åé 3� 9 = 27=2 = 13:5 áêìÝò. ut

¢óêçóç 6. Íá äåßîå�å ü�é äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé áðëü ãñÜöçìá ìå (á) 6 êïñõöÝò ìå âáèìü 2,

3, 3, 4, 4, êáé 5 áí�ßó�ïé÷á, (â) 5 êïñõöÝò ìå âáèìü 2, 3, 4, 4, êáé 5 áí�ßó�ïé÷á, (ã) 4 êïñõöÝò ìå

âáèìü 1, 3, 3, êáé 3 áí�ßó�ïé÷á, (ä) 7 êïñõöÝò ìå âáèìü 1, 3, 3, 4, 5, 6 êáé 6 áí�ßó�ïé÷á.

1

¸íá ãñÜöçìá �ïõ ïðïßïõ üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí �ïí ßäéï âáèìü ïíïìÜæå�áé êáíïíéêü (regular). ¼�áí ï âáèìüò

üëùí �ùí êïñõöþí åßíáé k, �ï ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé k-êáíïíéêü. ¼�áí ï âáèìüò üëùí �ùí êïñõöþí åßíáé 3, �ï

ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé êõâéêü (ubi). ¸íáò k-êáíïíéêüò ãñÜöïò ðåñéÝ÷åé kn=2 áêìÝò.
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Ëýóç. (á) Ôï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí åßíáé ðåñé��üò. (â) Ï ìÝãéó�ïò âáèìüò åßíáé ßóïò ìå �ïí

áñéèìü �ùí êïñõöþí. (ã) Êáé ïé �ñåéò êïñõöÝò âáèìïý 3 ðñÝðåé íá óõíäÝïí�áé ó�çí �Ý�áñ�ç ðïõ

Ý÷åé âáèìü 1. (ä) Ïé äýï êïñõöÝò âáèìïý 6 ðñÝðåé íá óõíäÝïí�áé óå üëåò �éò êïñõöÝò, Üñá êáé

óå áõ�Þ ìå âáèìü 1. ut

¢óêçóç 7. ¸ó�ù áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ó�ï ïðïßï �ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí

êÜèå æåýãïõò êïñõöþí åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ n� 1 (n � jV j). Íá äåßîå�å ü�é �ï ãñÜöçìá

G åßíáé óõíåê�éêü (êáé ìÜëéó�á Ý÷åé äéÜìå�ñï �ï ðïëý 2). Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé áí Æ(G) �

n�1

2

.

Ëýóç.¸ó�ù u; v äýï áõèáßñå�á åðéëåãìÝíåò êïñõöÝò ðïõ äåí óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ (áí óõíäÝïí�áé

ìå áêìÞ, ðñïöáíþò õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ïõò êáé ç áðüó�áóÞ �ïõò åßíáé 1). Èá äåßîïõìå

ü�é õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ùí u êáé v áðïäåéêíýïí�áò ü�é �ï G åßíáé óõíåê�éêü.

¸ó�ù � (u) êáé � (v) �á óýíïëá �ùí êïñõöþí ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò ìå �éò u êáé v áí�ßó�ïé÷á.

Áðü õðüèåóç v; u 62 � (u)[� (v). Èá äåßîïõìå ü�é � (u)\� (v) 6= ;, äçëáäÞ ü�é ïé u êáé v Ý÷ïõí

Ýíá êïéíü ãåß�ïíá. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìÞêïõò 2 ìå�áîý �ïõò.

�ñÜãìá�é, áí � (u)\� (v) = ;, èá åß÷áìå j� (u)j+ j� (v)j = d(u) + d(v) � n� 1. Áõ�ü åßíáé

Ü�ïðï åðåéäÞ v; u 62 � (u) [ � (v) êáé üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò åßíáé n. ut

¢óêçóç 8. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ðåñéóóü�åñåò

áðü

1

2

(n� 1)(n� 2) áêìÝò åßíáé óõíåê�éêü.

Ëýóç. ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé �Ý�ïéï ãñÜöçìá ðïõ äåí åßíáé óõíåê�éêü. Èá áðï�åëåß�áé áðü �ïõëÜ÷é-

ó�ïí äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò (÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå ü�é ïé óõíåê�éêÝò �ïõ

óõíéó�þóåò åßíáé áêñéâþò äýï). ¸ó�ù k, 1 � k � n � 1, ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí �çò ìßáò êáé

(n� k) ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí �çò Üëëçò. Ç ðñþ�ç èá Ý÷åé �ï ðïëý

k(k�1)

2

áêìÝò êáé ç äåý�åñç

�ï ðïëý

(n�k)(n�k�1)

2

áêìÝò. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò áêìþí åßíáé

n(n�1)�2k(n�k)

2

. Ôï êëÜóìá áõ�ü

ìåãéó�ïðïåß�áé ãéá k = 1 êáé k = n� 1 (Ç ìéêñü�åñç êáé ç ìåãáëý�åñç �éìÞ �ïõ k ðïõ áí�éó�ïé-

÷åß óå ìç óõíåê�éêü ãñÜöçìá. Ôï áí�ßó�ïé÷ï ãñÜöçìá åßíáé ìßá êëßêá ìå n� 1 êïñõöÝò êáé ìßá

áðïìïíùìÝíç êïñõöÞ.) �ñïêýð�åé ëïéðüí ü�é �ï ãñÜöçìá Ý÷åé �ï ðïëý

(n�1)(n�2)

2

áêìÝò. Áõ�ü

Ýñ÷å�áé óå áí�ßöáóç ìå �çí õðüèåóç ü�é �ï ãñÜöçìá Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áðü

1

2

(n � 1)(n � 2)

áêìÝò. ut

¢óêçóç 9. ¸ó�ù ãñÜöçìá ìå áêñéâþò äýï êïñõöÝò ðåñé��ïý âáèìïý. Ôü�å áõ�Ýò áíÞêïõí ó�çí

ßäéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá (Þ éóïäýíáìá, õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ïõò).

Ëýóç. Áí Üíçêáí óå äéáöïñå�éêÞ óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá, èá åß÷áìå ìßá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá ìå

ìßá êïñõöÞ ðåñé��ïý âáèìïý, �ï ïðïßï åßíáé Ü�ïðï. ut

3 Êýêëïò Euler

Êýêëïò Euler óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé êÜèå êýêëïò (ü÷é áðáñáß�ç�á áðëüò) ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü êÜèå

áêìÞ áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé áðü êÜèå êïñõöÞ �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ.

ÕðÜñ÷åé Ýíáò ðïëý êïìøüò ÷áñáê�çñéóìüò �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõí êýêëï Euler: ¸íá

óõíåê�éêü (ìç-êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler áíí üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò
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Ý÷ïõí Üñ�éï âáèìü. ÌÜëéó�á, Ýíá óõíåê�éêü (ìç-êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler áíí

ïé áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò ìðïñïýí íá äéáìåñéó�ïýí óå Ýíá óýíïëï îÝíùí ìå�áîý �ïõò áðëþí

êýêëùí.

�éá íá áí�éëçöèïýìå äéáéóèç�éêÜ �çí éóïäõíáìßá ìå�áîý �çò ýðáñîçò êýêëïõ Euler êáé �çò

áðáß�çóçò ãéá Üñ�éï âáèìü �ùí êïñõöþí, áò åðéó�ñÝøïõìå ó�ïí ïñéóìü. Ï êýêëïò Euler äéÝñ÷å�áé

áðü êÜèå áêìÞ áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé áðü êÜèå êïñõöÞ �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ. ÅðïìÝíùò, êÜèå

öïñÜ ðïõ ï êýêëïò åðéóêÝð�å�áé ìßá êïñõöÞ (áðü ìßá áêìÞ) �çí åãêá�áëåßðåé áðü ìßá Üëëç

áêìÞ êáé ó�ï �Ýëïò üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß áêñéâþò ìßá öïñÜ. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é

êÜèå êïñõöÞ ðñÝðåé íá Ý÷åé Üñ�éï âáèìü (áêñéâþò äéðëÜóéï áðü �ïí áñéèìü �ùí öïñþí ðïõ �çí

åðéóêÝöèçêå ï êýêëïò Euler). Ôï áí�ßó�ñïöï, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ.

�éá íá êá�áóêåõÜóïõìå ëïéðüí Ýíá ãñÜöçìá ìå êýêëï Euler, ðñÝðåé üëåò ïé áêìÝò �ïõ íá

Ý÷ïõí Üñ�éï âáèìü. �éá íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äåí Ý÷åé êýêëï Euler, áñêåß êÜðïéåò

êïñõöÝò �ïõ íá Ý÷ïõí ðåñé��ü âáèìü. Ïìïßùò, ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï

Euler, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é üëåò �ïõ ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí Üñ�éï âáèìü. �éá íá áðïäåßîïõìå ü�é

Ýíá ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëï Euler, áñêåß íá áðïäåßîå�å ü�é êÜðïéåò êïñõöÝò �ïõ Ý÷ïõí ðåñé��ü

âáèìü.

¢óêçóç 10. Íá äåßîå�å ü�é áí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé k êïñõöÝò ìå ðåñé��ü âáèìü (�ï k åßíáé Üñ�éï

áíáãêáó�éêÜ), �ï óýíïëï �ùí áêìþí �ïõ ìðïñåß íá äéáìåñéó�åß óå k=2 ìïíïêïíäõëéÝò.

Õðüäåéîç:ÕðÜñ÷åé ìßá ëýóç ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ.Ìéá äåý�åñç ëýóç åßíáé íá ``æåõãáñþóïõìå''

�éò êïñõöÝò ðåñé��ïý âáèìïý ÷ñçóéìïðïéþí�áò k=2 íÝåò áêìÝò. Ôþñá üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí

Üñ�éï âáèìü êáé �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler. Áöáéñþí�áò �éò áêìÝò ðïõ ðñïóèÝóáìå, ï êýêëïò

``äéáóðÜ�áé'' óå k=2 ìïíïêïíäõëéÝò. ut

¢óêçóç 11. �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí åíüò áðëïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò

ìå n êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé êýêëï Euler.

Ëýóç. Áí �ï n åßíáé ðåñé��üò, �ï n�1 åßíáé Üñ�éï. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, �ï ðëÞñåò ãñÜöçìáK

n

Ý÷åé êýêëï Euler êáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí åßíáé

n(n�1)

2

(áöïý �ï ãñÜöçìá åßíáé áðëü). Áí

�ï n åßíáé Üñ�éïò, �ï ãñÜöçìá üðïõ üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí âáèìü n�2 õðÜñ÷åé, åßíáé óõíåê�éêü, êáé

óõíåðþò Ý÷åé êýêëï Euler (Ôï ãåãïíüò ü�é Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá õðÜñ÷åé áðïäåéêíýå�áé ðáßñíïí�áò

�ï K

n

, ``æåõãáñþíïí�áò'' �éò êïñõöÝò �ïõ, êáé áöáéñþí�áò �çí áêìÞ ðïõ óõíäÝåé êÜèå æåõãÜñé

êïñõöþí. Ôï ãåãïíüò ü�é Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü ðñïêýð�åé áðü �çí ðñïêýð�åé

áðü �çí ¢óêçóç 7.) Ôï ãñÜöçìá áõ�ü Ý÷åé

n(n�2)

2

áêìÝò. ÊÜèå ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé

ðåñéóóü�åñåò áêìÝò, èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ìßá �ïõëÜ÷éó�ïí êïñõöÞ ìå âáèìü n � 1 (ðåñé��üò) êáé

óõíåðþò äåí èá Ý÷åé êýêëï Euler. Áí ëïéðüí �ï n åßíáé Üñ�éïò, ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí åßíáé

n(n�2)

2

. ut

¸íá óõíåê�éêü êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler áíí óå êÜèå êïñõöÞ, ï âáèìüò

åéóüäïõ åßíáé ßóïò ìå �ï âáèìü åîüäïõ. Áí ëïéðüí ðÜñïõìå Ýíá óõíåê�éêü ìç-êá�åõèõíüìåíï

ãñÜöçìá êáé áí�éêá�áó�Þóïõìå êÜèå áêìÞ �ïõ ìå äýï êá�åõèõíüìåíåò áêìÝò, ìßá óå êÜèå êá-

�åýèõíóç, �ï áðï�Ýëåóìá èá åßíáé Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå êýêëï Euler (Ç óõíåê�éêü�ç�á

åßíáé äåäïìÝíç. Ï âáèìüò åéóüäïõ êáé ï âáèìüò åîüäïõ êÜèå êïñõöÞò ó�ï êá�åõèõíüìåíï ãñÜ-

öçìá åßíáé ßóïé ìå �ï âáèìü �çò êïñõöÞò ó�ï áñ÷éêü (ìç-êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá).
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4 Êýêëïò Hamilton

Êýêëïò Hamilton óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé êÜèå áðëüò êýêëïò ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü üëåò �éò êïñõöÝò

�ïõ ãñáöÞìá�ïò (éóïäýíáìá, êýêëïò Hamilton åßíáé êÜèå áðëüò êýêëïò ìÞêïõò n Þ êÜèå êýêëïò

ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü êÜèå êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò áêñéâþò ìßá öïñÜ). ¸íá ãñÜöçìá ìå êýêëï

Hamilton ïíïìÜæå�áé êáé Hamiltonian ãñÜöçìá.

Äåí åßíáé ãíùó�ü êáíÝíá óýíïëï éêáíþí êáé áíáãêáéþí óõíèçêþí ðïõ íá ÷áñáê�çñßæåé �á

ãñáöÞìá�á ìå êýêëï Hamilton. Áñêå�Ýò áíáãêáßåò óõíèÞêåò åßíáé ãíùó�Ýò. �éá ðáñÜäåéãìá,

êÜèå Hamiltonian ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü êáé äåí Ý÷åé ãÝöõñåò

2

ïý�å óçìåßá êïðÞò

3

. ÊÜèå

äéìåñÝò Hamiltonian ãñÜöçìá Ý÷åé �ïí ßäéï áñéèìü êïñõöþí êáé ó�á äýï ìÝñç. Áí Ýíá ãñÜöçìá

äåí éêáíïðïéåß êÜðïéá áíáãêáßá óõíèÞêç, äåí ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Hamilton. ÕðÜñ÷ïõí üìùò

ãñáöÞìá�á ðïõ éêáíïðïéïýí �éò áíáãêáßåò óõíèÞêåò êáé äåí Ý÷ïõí êýêëï Hamilton.

Ïé ðéï ãíùó�Ýò éêáíÝò óõíèÞêåò åßíáé �á èåùñÞìá�á �ïõ Dira êáé �ïõ Ore. Ôï èåþñçìá �ïõ

Dira åßíáé: ÊÜèå (áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá ìå åëÜ÷éó�ï âáèìü êïñõöÞò ìåãáëý�åñï

Þ ßóï �ïõ n=2 åßíáé Hamiltonian. Ôï Èåþñçìá �ïõ Ore áðï�åëåß ãåíßêåõóç �ïõ èåùñÞìá�ïò �ïõ

Dira: Áí �ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí êÜèå æåýãïõò êïñõöþí åíüò (áðëïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ)

ãñáöÞìá�ïò åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí n, �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton. ÊÜèå ãñÜöçìá ðïõ éêáíï-

ðïéåß êÜðïéá áðü �éò éêáíÝò óõíèÞêåò Ý÷åé êýêëï Hamilton. ÕðÜñ÷ïõí üìùò ãñáöÞìá�á ðïõ äåí

éêáíïðïéïýí �éò éêáíÝò óõíèÞêåò êáé Ý÷ïõí êýêëï Hamilton.

ÅðïìÝíùò, áí ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�é êÜðïéï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton, ç ðñþ�ç

óêÝøç åßíáé íá âñïýìå Ýíáí êýêëï Hamilton ó�ï ãñÜöçìá. Áí áõ�ü äåí åßíáé äõíá�üí (ð.÷. �ï

ãñÜöçìá åßíáé ðïëý ìåãÜëï), ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é éêáíïðïéåß êÜðïéá áðü �éò éêáíÝò óõíèÞêåò

(ð.÷. èåþñçìá �ïõ Dira). Áí èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ü�é Ýíá ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëï Hamilton,

ðñÝðåé íá âñïýìå êÜðïéá áíáãêáßá óõíèÞêç ðïõ äåí éêáíïðïéåß�áé áðü �ï ãñÜöçìá (ð.÷. Ý÷åé

óçìåßï êïðÞò).

¢óêçóç 12. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò

äåí Ý÷åé êýêëï Euler, áëëÜ Ý÷åé êýêëï Hamilton.

Ëýóç. Ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò Ý÷åé 55 áêìÝò. Óõíåðþò, êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå 11

êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò ðñïêýð�åé áðü �ï K

11

ìå �çí áöáßñåóç äýï áêìþí. �éá íá áðïêëåßóù �çí

ýðáñîç êýêëïõ Euler, ÷ñåéÜæå�áé íá äéáêñßíù äýï ðåñéð�þóåéò:

�åñßð�ùóç 1. Ïé äýï áêìÝò ðïõ áöáéñÝèçêáí áðü �ï K

11

ðñïóðßð�ïõí ó�çí ßäéá êïñõöÞ. Áöïý

�ï ãñÜöçìá åßíáé áðëü, ïé äýï áêìÝò ìðïñïýí íá Ý÷ïõí ìüíï �ï Ýíá Üêñï �ïõò êïéíü. Ôï ãñÜöçìá

Ý÷åé ìßá êïñõöÞ âáèìïý 8, äýï êïñõöÝò âáèìïý 9, êáé 8 êïñõöÝò ìå âáèìü 10. Óõíåðþò, äåí

ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Euler, áöïý ðåñéÝ÷åé êÜðïéåò êïñõöÝò ìå ðåñé��ü âáèìü.

�åñßð�ùóç 2. Áí ïé äýï áêìÝò ðïõ áöáéñÝèçêáí áðü �ï K

11

ðñïóðßð�ïõí óå �Ýóóåñéò äéáöïñå-

�éêÝò êïñõöÝò, �ï ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò ðñÝðåé íá Ý÷åé 4 êïñõöÝò âáèìïý 9 êáé

7 êïñõöÝò âáèìïý 10. Êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, �ï ãñÜöçìá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Euler.

2

Ìéá áêìÞ åíüò óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò ïíïìÜæå�áé ãÝöõñá áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ íá �çí ðåñéÝ÷åé. Ç áöáßñåóç

�çò ãÝöõñáò áßñåé �ç óõíåê�éêü�ç�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò.

3

Ìßá êïñõöÞ åíüò óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò ïíïìÜæå�áé óçìåßï êïðÞò (Þ óçìåßï Üñèñùóçò) áí ç áöáßñåóç �çò áßñåé

�ç óõíåê�éêü�ç�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò.
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Ç ýðáñîç êýêëïõ Hamilton ðñïêýð�åé áðü �ï èåþñçìá �ïõ Ore, áöïý óå êÜèå ðåñßð�ùóç,

�ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí êÜèå æåýãïõò êïñõöþí åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí 17 > 11. ut

¢óêçóç 13. Íá ÷áñáê�çñßóå�å �çí êëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí ó�á ïðïßá êÜèå êýêëïò Euler åßíáé

åðßóçò êáé êýêëïò Hamilton.

Ëýóç. ¸íáò êýêëïò ï ïðïßïò åßíáé �üóï êýêëïò Euler üóï êáé êýêëïò Hamilton ðñÝðåé íá äéÝñ-

÷å�áé áðü êÜèå êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (åðåéäÞ åßíáé êýêëïò Hamilton) êáé

áðü êÜèå áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (åðåéäÞ åßíáé êýêëïò Euler). Áõ�ü ìðïñåß íá

óõìâåß ìüíï áí �ï ãñÜöçìá åßíáé Ýíáò áðëüò êýêëïò C

n

ìå n êïñõöÝò êáé n áêìÝò (õðåíèõìß-

æïõìå ü�é ï áðëüò êýêëïò C

n

, n � 3, áðï�åëåß�áé áðü n êïñõöÝò u

1

; u

2

; : : : ; u

n

êáé n áêìÝò

fu

1

; u

2

g; fu

2

; u

3

g; : : : ; fu

n�1

; u

n

g; fu

n

; u

1

g).

ÓõãêåêñéìÝíá, áí �ï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n+ 1 Þ ðåñéóóü�åñåò áêìÝò, ï êýêëïò Euler äåí èá

Þ�áí êýêëïò Hamilton (èá ðåñéåß÷å ðåñéóóü�åñåò áðü n áêìÝò êáé óõíåðþò èá äéåñ÷ü�áí áðü

êÜðïéá êïñõöÞ ðåñéóóü�åñåò áðü ìßá öïñÝò). Áí �ï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n� 1 Þ ëéãü�åñåò áêìÝò,

åß�å äåí èá ðåñéåß÷å êáíÝíá êýêëï (èá Þ�áí äÝí�ñï) åß�å äåí èá Þ�áí óõíåê�éêü, êáé äåí èá åß÷å

ïý�å êýêëï Euler ïý�å êýêëï Hamilton. ÔÝëïò, áí �ï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n áêìÝò áëëÜ äåí Þ�áí

�ï C

n

, �ü�å èá ðåñéåß÷å Ýíá êýêëï ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï �ïõ n êáé äåí èá ìðïñïýóå íá ðåñéÝ÷åé

ïý�å êýêëï Euler ïý�å êýêëï Hamilton. ut

¢óêçóç 14. Ìéá áêìÞ ïíïìÜæå�áé ãÝöõñá áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ �çí ðåñéÝ÷åé. Äåßî�å ü�é

áí Ýíá áðëü ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton, �ü�å äå ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ãÝöõñá. Éó÷ýåé �ï ßäéï

óõìðÝñáóìá áí áí�ß ãéá êýêëï Hamilton õðïèÝóïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler;

Ëýóç.¸ó�ù G(V;E) Ýíá ïðïéïäÞðï�å ãñÜöçìá ìå êýêëï Hamilton êáé fu; vg 2 E ìßá ïðïéáäÞ-

ðï�å áêìÞ �ïõ G. Áöïý �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton, õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é � ìå�áîý �ùí u êáé

v ðïõ äåí äéÝñ÷å�áé áðü �çí áêìÞ fu; vg. Ôï ìïíïðÜ�é � ìáæß ìå �çí fu; vg ó÷çìá�ßæåé êýêëï.

Óõíåðþò, êáìßá áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G äåí ìðïñåß íá åßíáé ãÝöõñá.

Ìå �ï ßäéï óêåð�éêü, ìéá áêìÞ fu; vg äåí ìðïñåß íá åßíáé ãÝöõñá áêüìç êáé ó�çí ðåñßð�ùóç

ðïõ áðëþò õðÜñ÷åé êÜðïéïò êýêëïò ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �éò u êáé v (áêüìç êáé áí áõ�üò ï êýêëïò

äåí åßíáé êýêëïò Hamilton).

¼óï ãéá �ïí êýêëï Euler, áõ�üò äéÝñ÷å�áé áðü üëåò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Óõíåðþò, êÜèå

ãñÜöçìá ìå êýêëï Euler äåí ìðïñåß åðßóçò íá ðåñéÝ÷åé ãÝöõñá. ut

¢óêçóç 15. Íá äåßîå�å ü�é óå êÜèå (ìç êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ãÝöõñá, õðÜñ÷åé

êÜðïéá êïñõöÞ ìå ðåñé��ü âáèìü.

Ëýóç. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå óõíåê�éêü ãñÜöçìá G (áí �ï ãñÜöçìá äåí åßíáé

óõíåê�éêü, �á ðáñáêÜ�ù éó÷ýïõí ãéá �çí óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ ãñáöÞìá�ïò ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí

ãÝöõñá). Áí üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ G Ý÷ïõí Üñ�éï âáèìü, �ï G Ý÷åé êýêëï Euler. Óõíåðþò üëåò ïé

áêìÝò áíÞêïõí óå êýêëï, Üñá êáìßá äåí åßíáé ãÝöõñá. ut

¢óêçóç 16. ¸íá �ñéìåñÝò ãñÜöçìá åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ó�ï ïðïßï ïé êüìâïé �ïõ äéáìåñßæïí�áé

óå �ñßá áíåîÜñ�ç�á óýíïëá. Ôï K

m;n;k

åßíáé �ï �ñéìåñÝò ãñÜöçìá ó�ï ïðïßï �á �ñßá áíåîÜñ�ç�ï

óýíïëá, Ýó�ù A, B êáé � , Ý÷ïõí áí�ßó�ïé÷á m, n êáé k êïñõöÝò, êáé ó�ï ïðïßï êÜèå êïñõöÞ
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óå êÜèå óýíïëï áðü �á A, B êáé � åßíáé óõíäåäåìÝíç ìå üëåò �éò Üëëåò êïñõöÝò ó�á Üëëá äýï

óýíïëá. (á) Íá äåßîå�å ü�é �ï K

2;4;6

åßíáé Hamiltonian. (â) Íá äåßîå�å ü�é �ï K

n;2n;3n

åßíáé

Hamiltonian ãéá êÜèå èå�éêü áêÝñáéï n.

Ëýóç. Áí A = f�

1

; : : : ; �

n

g, B = f�

1

; : : : ; �

2n

, êáé � = f

1

; : : : ; 

3n

g, Ýíáò êýêëïò Hamilton

åßíáé ï (�

1

; 

1

; �

2

; 

2

; : : : ; �

n

; 

n

; �

1

; 

n+1

; �

2

; 

n+2

; : : : ; �

2n

; 

3n

; �

1

) (äçë. ðñþ�á Ý÷ïõìå Ýíá ìï-

íïðÜ�é ìÞêïõò 2n� 1 ðïõ îåêéíÜ áðü �çí �

1

, êá�áëÞãåé ó�çí 

n

, êáé êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò

�ïõ A êáé �éò n ðñþ�åò êïñõöÝò �ïõ � , Ýðåé�á Ý÷ïõìå Ýíá ìïíïðÜ�é ìÞêïõò 4n ðïõ îåêéíÜ áðü

�çí 

n

, êá�áëÞãåé ó�çí 

3n

, êáé êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ B êáé �éò 2n êïñõöÝò �ïõ � ðïõ

äåí ``êáëýð�ïí�áé'' áðü �ï ðñþ�ï ìïíïðÜ�é, êáé �Ýëïò ``åðéó�ñÝöïõìå'' áðü �çí 

3n

ó�çí �

1

).

�éá ìéá ðéï áðëÞ ëýóç ðáñá�çñïýìå ü�é �ï K

n;2n;3n

ðåñéÝ÷åé ùò åðéêáëýð�ïí (spanning)

õðïãñÜöçìá �ï K

3n;3n

. Áõ�ü ðñïêýð�åé áí èåùñÞóïõìå �çí äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí óå A [ B

êáé � , êáé áãíïÞóïõìå �éò áêìÝò ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõ A êáé �ïõ B. Áöïý �ï K

3n;3n

Ý÷åé

êýêëï Hamilton, êáé �ï K

n;2n;3n

Ý÷åé êýêëï Hamilton (ï ïðïßïò ìÜëéó�á äåí ÷ñçóéìïðïéåß �éò

áêìÝò ìå�áîý êïñõöþí �ïõ A êáé �ïõ B). ut

5 ÁíáðáñÜó�áóç �ñáöçìÜ�ùí

5.1 �ßíáêáò �åé�íßáóçò

Ï �ßíáêáò �åé�íßáóçò ÞÌç�ñþï Óýíäåóçò (Adjaeny Matrix) A åíüò ãñáöÞìá�ïòG(V;E)

4

åßíáé

Ýíáò �å�ñáãùíéêüò ðßíáêáò jV j � jV j, ïé ãñáììÝò êáé ïé ó�Þëåò �ïõ ïðïßïõ áñéèìïýí�áé ìå âÜóç

�éò êïñõöÝò �ïõ. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò ïñßæïí�áé ìå âÜóç �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò

áðü �ç ó÷Ýóç:

A[i; j℄ =

(

1 áí fv

i

; v

j

g 2 E

0 äéáöïñå�éêÜ

Åßíáé åýêïëï íá äåß�å ü�é ãéá �ï ßäéï ãñÜöçìá, ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí äéáöïñå�éêïß ðßíáêåò

ãåé�íßáóçò áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äéáöïñå�éêÞ áñßèìçóç êïñõöþí. ÂÝâáéá áí èåùñÞóïõìå äýï

ðßíáêåò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï ßäéï ãñÜöçìá êáé êÜíïõìå �çí áí�ßó�ñïöç äéáäéêáóßá (äçë.

êá�áóêåõÜóïõìå �ï ãñÜöçìá ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå êÜèå ðßíáêá), èá êá�áëÞîïõìå óå éóïìïñöéêÜ

ãñáöÞìá�á!

Ïé âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò åíüò áðëïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò

G(V;E) åßíáé

1. Ôá äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá åßíáé 0 (ãéá�ß äåí õðÜñ÷ïõí áíáêõêëþóåéò) êáé ï ðßíáêáò

åßíáé óõììå�ñéêüò ùò ðñïò �ç äéáãþíéï (ïé áêìÝò äåí Ý÷ïõí êá�åýèõíóç).

2. Ôï Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí �çò ãñáììÞò Þ �çò ó�Þëçò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå êÜèå êïñõöÞ v

i

åßíáé ßóï ìå �ï âáèìü �çò êïñõöÞò, äçë.

P

v

j

2V

A[v

i

; v

j

℄ =

P

v

j

2V

A[v

j

; v

i

℄ = deg(v

i

).

3. Ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò åßíáé ßóï ìå �ï äéðëÜóéï �ïõ

áñéèìïý �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò, äçë.

P

v

i

2V

P

v

j

2V

A[v

i

; v

j

℄ = 2 jEj.

4

Óå áõ�Ýò �éò óçìåéþóåéò áíáöåñüìáó�å ìüíï ó�çí áíáðáñÜó�áóç áðëþí ìç-êá�åõèõíüìåíùí ãñáöçìÜ�ùí. Ìðï-

ñïýìå åýêïëá íá ãåíéêåýóïõìå ü�é ðáñïõóéÜæå�áé åäþ ó�éò ðåñéð�þóåéò �ùí êá�åõèõíüìåíùí ãñáöçìÜ�ùí êáé �ùí

ãñáöçìÜ�ùí ìå áíáêõêëþóåéò êáé ðáñÜëëçëåò áêìÝò.
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Ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï [i; j℄-ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá A

`

(äçë. �çò `-ïó�Þò äýíáìçò

�ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò) åßíáé ßóï ìå �ïí áñéèìü �ùí äéáäñïìþí (ìðïñåß íá Ý÷ïõí åðáíáëáìâá-

íüìåíåò áêìÝò) ðïõ óõíäÝïõí �éò êïñõöÝò v

i

êáé v

j

. �éá ðáñÜäåéãìá, A

2

[i; i℄ = deg(v

i

) ãéá

êÜèå êïñõöÞ v

i

2 V åðåéäÞ ïé ìïíáäéêÝò äéáäñïìÝò ìÞêïõò 2 ðïõ îåêéíïýí êáé �åëåéþíïõí ó�çí

ßäéá êïñõöÞ áðï�åëïýí�áé áðü �éò áêìÝò ðïõ ðñïóðßð�ïõí ó�çí êïñõöÞ, Ý÷ïõí äçëáäÞ �ç ìïñöÞ

fv

i

; ug; fu; v

i

g.

Èåùñïýìå �þñá �ïí ðßíáêá Y =

P

n�1

`=1

A

`

, üðïõ n = jV j åßíáé ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí �ïõ

ãñáöÞìá�ïò.

�ñü�áóç 1. Y [i; j℄ > 0 áíí õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ áðü �çí êïñõöÞ v

i

ó�çí êïñõöÞ v

j

.

Áðüäåéîç.Áí õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ áðü �ç v

i

ó�ç v

j

, �ü�å ãíùñßæïõìå ü�é õðÜñ÷åé êáé (áðëü) ìïíïðÜ�é

ìÞêïõò ` � n�1. ÅðïìÝíùò, èá åßíáéA

`

[i; j℄ > 0 ðïõ óçìáßíåé ü�é Y [i; j℄ > 0 (åðåéäÞ ïé äõíÜìåéò

�ïõ ðßíáêá A äåí Ý÷ïõí áñíç�éêÜ ó�ïé÷åßá). Áí�ßó�ñïöá, ãéá íá åßíáé Y [i; j℄ > 0, èá ðñÝðåé íá

õðÜñ÷åé êÜðïéïò áêÝñáéïò `, 1 � ` � n � 1, ãéá �ïí ïðïßï A

`

[i; j℄ > 0. Óõíåðþò, õðÜñ÷åé

äéáäñïìÞ ìÞêïõò ` �ç v

i

ó�ç v

j

. ut

Ìå âÜóç �çí �ñü�áóç 1, áí êÜðïéï ó�ïé÷åßï �ïõ Y åßíáé 0, �ï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåê�éêü.

�ñÜãìá�é, áí õðÜñ÷åé ìç-äéáãþíéï ó�ïé÷åßï Y [i; j℄ = 0, äåí õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ ìå�áîý �ùí áí�ß-

ó�ïé÷ùí êïñõöþí. Åðßóçò, áí õðÜñ÷åé äéáãþíéï ó�ïé÷åßï Y [i; i℄ = 0, ç áí�ßó�ïé÷ç êïñõöÞ ðñÝðåé

íá åßíáé áðïìïíùìÝíç. Áí�ßó�ñïöá, áí �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü, üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Y åßíáé

èå�éêÜ.

Áò èåùñÞóïõìå �þñá �ïí n� n ðßíáêá X ðïõ ïñßæå�áé ùò:

X[i; j℄ =

(

1 áí i 6= j êáé Y [i; j℄ > 0

0 äéáöïñå�éêÜ

Óáí Üóêçóç, íá äåßîå�å ü�é �ï ãñÜöçìáG (áðü �ï ïðïßï ðñïêýð�åé ï ðßíáêáò Y ) åßíáé óõíåê�éêü

áíí �ï ãñÜöçìá ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò �ïí X åßíáé �ï K

n

. Åðßóçò íá äåßîå�å ü�é áí �ï ãñÜöçìá

G äåí åßíáé óõíåê�éêü, �ü�å �ï ãñÜöçìá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí ðßíáêá X Ý÷åé ìßá êëßêá ãéá êÜèå

óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ G.

¢óêçóç. ¸ó�ù A ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò åíüò áðëïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G ìå n

êïñõöÝò, êáé A ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò �ïõ óõìðëçñùìá�éêïý ãñáöÞìá�ïò G. ¸ó�ù åðßóçò Y =

P

n�1

`=1

A

`

êáé Y =

P

n�1

`=1

A

`

. �ïéï åßíáé �ï ãñÜöçìá ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò �ïí A+ A êáé ãéá�ß;

ÕðÜñ÷ïõí ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá ó�ïí ðßíáêá Y + Y ; (Ïé áðáí�Þóåéò åßíáé K

n

êáé ü÷é áí�ßó�ïé÷á.

ÁðïìÝíåé íá áé�éïëïãçèïýí).

5.2 �ßíáêáò �ñüóð�ùóçò

Ï �ßíáêáò �ñüóð�ùóçò Þ �ßíáêáò Åöáð�üìåíùí Áêìþí (Inidene Matrix)M åíüò ãñáöÞìá�ïò

G(V;E) åßíáé Ýíáò ðßíáêáò jV j � jEj, ïé ãñáììÝò �ïõ ïðïßïõ áñéèìïýí�áé ìå âÜóç �éò êïñõöÝò

êáé ïé ó�Þëåò ìå âÜóç �éò áêìÝò. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá ðñüóð�ùóçò ïñßæïí�áé áðü �ç ó÷Ýóç:

A[i; j℄ =

(

1 áí ç êïñõöÞ v

i

åßíáé Ýíá áðü �á Üêñá �çò áêìÞò e

j

0 äéáöïñå�éêÜ
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�éá �ï ßäéï ãñÜöçìá, ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí äéáöïñå�éêïß ðßíáêåò ðñüóð�ùóçò ãéá äéáöïñå�éêÞ

áñßèìçóç êïñõöþí êáé áêìþí. ¼ðùò êáé ãéá �ïõò ðßíáêåò ãåé�íßáóçò, äýï ðßíáêåò ðñüóð�ùóçò

ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï ßäéï ãñÜöçìá áí�éó�ïé÷ïýí óå éóïìïñöéêÜ ãñáöÞìá�á.

Ïé âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ ðßíáêá ðñüóð�ùóçò åíüò áðëïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò

G(V;E) åßíáé

1. Ôï Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí êÜèå ãñáììÞò åßíáé ßóï ìå �ï âáèìü �çò áí�ßó�ïé÷çò êïñõöÞò.

2. Ôï Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí êÜèå ó�Þëçò åßíáé ßóï ìå 2.

3. Ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá ðñüóð�ùóçò åßíáé ßóï ìå �ï äéðëÜóéï �ïõ

áñéèìïý �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò.

6 ÉóïìïñöéêÜ �ñáöÞìá�á

Äýï ãñáöÞìá�áG(V

G

; E

G

) êáéH(V

H

; E

H

) åßíáé éóïìïñöéêÜ ü�áí õðÜñ÷åé ìßá áìöéìïíïóÞìáí�ç

(äçë. 1-1 êáé åðß) áí�éó�ïé÷ßá f : V

G

7! V

H

ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõò ðïõ äéá�çñåß �ç ãåé�ïíéêü-

�ç�á (äçë. fv; ug 2 E

G

, ff(v); f(u)g 2 E

H

). Ç áí�éó�ïé÷ßá f êáëåß�áé éóïìïñöéóìüò ìå�áîý

�ùí ãñáöçìÜ�ùí G êáé H . Åßíáé äõíá�üí íá õðÜñ÷ïõí ðåñéóóü�åñïé áðü Ýíáò éóïìïñöéóìïß ìå-

�áîý äýï ãñáöçìÜ�ùí. Äéáéóèç�éêÜ, äýï ãñáöÞìá�á åßíáé éóïìïñöéêÜ áí ðñüêåé�áé ïõóéáó�éêÜ

ãéá �ï ßäéï ãñÜöçìá ``æùãñáöéóìÝíï'' ìå äéáöïñå�éêü �ñüðï.

Ç ó÷Ýóç éóïìïñöéóìïý ìå�áîý �ùí ãñáöçìÜ�ùí åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. �ñÜãìá�é, åßíáé

áíáêëáó�éêÞ áöïý êÜèå ãñÜöçìá åßíáé éóïìïñöéêü ìå �ïí åáõ�ü �ïõ, åßíáé óõììå�ñéêÞ ãéá�ß ï

éóïìïñöéóìüò åßíáé áìöéìïíïóÞìáí�ç óõíÜñ�çóç (Üñá áí�éó�ñÝøéìç), êáé åßíáé ìå�áâá�éêÞ ãéá�ß

ç óýíèåóç äýï éóïìïñöéóìþí äßíåé Ýíáí éóïìïñöéóìü. ÊÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò ðïõ ïñßæå�áé áðü

�ç ó÷Ýóç éóïìïñöéóìïý ðåñéëáìâÜíåé ãñáöÞìá�á ðïõ óõìöùíïýí ðñáê�éêÜ óå üëåò �éò éäéü�ç�Ýò

�ïõò (êáé Üñá ïõóéáó�éêÜ �áõ�ßæïí�áé).

Ìéá éäéü�ç�á åíüò ãñáöÞìá�ïò G ïíïìÜæå�áé áíáëëïßù�ç (ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ éóïìïñöé-

óìïý) áí êÜèå ãñÜöçìá ðïõ åßíáé éóïìïñöéêü ìå �ï G Ý÷åé �çí ßäéá éäéü�ç�á. Ìå áðëÜ ëüãéá,

êÜèå éäéü�ç�á ðïõ äåí ìå�áâÜëëå�áé áí ``æùãñáößóïõìå'' �ï ãñÜöçìá äéáöïñå�éêÜ åßíáé áíáë-

ëïßù�ç. Ôá éóïìïñöéêÜ ãñáöÞìá�á óõìöùíïýí ùò ðñïò �éò áíáëëïßù�åò éäéü�ç�Ýò �ïõò. Ç Ýííïéá

�ïõ éóïìïñöéóìïý åßíáé óçìáí�éêÞ ãéá�ß üëåò ïé óçìáí�éêÝò ãñáöïèåùñç�éêÝò éäéü�ç�åò åßíáé

áíáëëïßù�åò

5

.

�þò áðïäåéêíýïõìå ü�é ìßá éäéü�ç�á åßíáé áíáëëïßù�ç. �éá ðáñÜäåéãìá, èá áðïäåßîïõìå ü�é ç

éäéü�ç�á ü�é �ï ãñÜöçìá Ý÷åé ìïíïðÜ�é Hamilton åßíáé áíáëëïßù�ç. �áñüìïéá ÷åéñéæüìáó�å êÜèå

áíáëëïßù�ç éäéü�ç�á.

Èåùñïýìå ãñÜöçìá G(V

G

; E

G

) ðïõ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á êáèþò êáé ìéá äïìÞ ðïõ ðéó�ïðïéåß

ü�é �ï G Ý÷åé �çí éäéü�ç�á (ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá, ìéá �Ý�ïéá äïìÞ åßíáé Ýíá ìïíïðÜ�é

5

Ìéá éäéü�ç�á ðïõ äåí åßíáé áíáëëïßù�ç ðñÝðåé íá åîáñ�Ü�áé áðü �ïí �ñüðï ðïõ �ï ãñÜöçìá åßíáé ``æùãñáöéóìÝíï'',

ð.÷. äýï áêìÝò �Ýìíïí�áé, äýï êïñõöÝò âñßóêïí�áé áðü �çí ßäéá ðëåõñÜ óå ó÷Ýóç ìå êÜðïéïí Üîïíá óõììå�ñßáò

�ïõ åðéðÝäïõ, áñéèìüò êïñõöþí ó�çí åîù�åñéêÞ üøç åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìá�ïò, êÜðïéåò êïñõöÝò áíÞêïõí ó�çí

åîù�åñéêÞ üøç åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìá�ïò, êëð. Áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò Ý÷ïõí óõíÞèùò ìéêñü�åñç óçìáóßá áðü éäéü�ç�åò

üðùò ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí êáé �ùí áêìþí, áí åßíáé �ï ãñÜöçìá óõíåê�éêü, áí åßíáé k-ìåñÝò, áí ðåñéÝ÷åé ìßá

ìåãÜëç êëßêá Þ Ýíá ìåãÜëï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï, áí Ý÷åé êýêëï Hamilton Þ Euler, êëð. ðïõ äåí åîáñ�þí�áé áðü �ïí

�ñüðï ðïõ �ï ãñÜöçìá åßíáé ``æùãñáöéóìÝíï'' êáé åßíáé áíáëëïßù�åò.
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Hamilton). Èåùñïýìå åðßóçò áõèáßñå�á åðéëåãìÝíï ãñÜöçìá H(V

H

; E

H

) ðïõ åßíáé éóïìïñöéêü

ìå �ï G êáé Ýíáí éóïìïñöéóìü f : V

G

7! V

H

ìå�áîý �ïõ G êáé �ïõ H .

¸ó�ù P = (v

1

; v

2

; : : : ; v

n�1

; v

n

) Ýíá ìïíïðÜ�é Hamilton ó�ï G. Ôï P ðåñéëáìâÜíåé üëåò

�éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé êÜèå æåõãÜñé äéáäï÷éêþí êïñõöþí ó�ï P

óõíäÝå�áé ìå áêìÞ. ¸ó�ù f(P ) = (f(v

1

); f(v

2

); : : : ; f(v

n�1

); f(v

n

)) ç åéêüíá �ïõ P ó�ï ãñÜöçìá

H ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü f . Áöïý �ï f åßíáé ìéá áìöéìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ùí

êïñõöþí �ùí G êáé H , êÜèå êïñõöÞ �ïõ H åìöáíßæå�áé ó�ï f(P ) áêñéâþò ìßá öïñÜ. Áöïý �ï f

åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé äéá�çñåß �ç ãåé�ïíéêü�ç�á, êÜèå æåõãÜñé äéáäï÷éêþí êïñõöþí ó�ï f(P )

óõíäÝå�áé ìå áêìÞ (ãéá�ß �ï ßäéï óõìâáßíåé ó�ï P ). Óõíåðþò �ï f(P ) åßíáé Ýíá ìïíïðÜ�é Hamilton

ó�ï H êáé ç éäéü�ç�á åßíáé áíáëëïßù�ç ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ éóïìïñöéóìïý.

Ç ßäéá áêñéâþò ìåèïäïëïãßá áêïëïõèåß�áé ãéá üëåò �éò éäéü�ç�åò!

�éá íá äåßîïõìå ü�é ìßá éäéü�ç�á äåí åßíáé áíáëëïßù�ç, ðáñïõóéÜæïõìå Ýíá æåõãÜñé éóïìïñ-

öéêþí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ �ï Ýíá Ý÷åé êáé �ï Üëëï äåí Ý÷åé �çí éäéü�ç�á.

�þò áðïäåéêíýïõìå ü�é äýï ãñáöÞìá�á åßíáé éóïìïñöéêÜ. Ï ðñþ�ïò �ñüðïò åßíáé ìå �ïí ïñéóìü.

ÄçëáäÞ âñßóêïõìå Ýíáí éóïìïñöéóìü f (ìéá áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõò) ðïõ äéá�çñåß

�ç ãåé�ïíéêü�ç�á. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå �éò áêìÝò �ùí äýï ãñáöçìÜ�ùí

ìßá-ðñïò-ìßá ãéá íá åðéâåâáéþóïõìå ü�é êÜèå áêìÞ fu; vg õðÜñ÷åé ó�ï Ýíá ãñÜöçìá áí êáé ìüíï

áí ç áêìÞ ff(u); f(v)g õðÜñ÷åé ó�ï äåý�åñï.

Áí �á ãñáöÞìá�á Ý÷ïõí ðïëëÝò áêìÝò, ðñïóðáèïýìå íá äåßîïõìå ü�é �á óõìðëçñùìá�éêÜ

ãñáöÞìá�á åßíáé éóïìïñöéêÜ (÷ñçóéìïðïéïýìå ðÜëé �ïí ïñéóìü). Ï éóïìïñöéóìüò �ùí áñ÷éêþí

ãñáöçìÜ�ùí Ýðå�áé åýêïëá áðü �ïí ïñéóìü �ïõ óõìðëçñùìá�éêïý ãñáöÞìá�ïò êáé �ïí ïñéóìü �ïõ

éóïìïñöéóìïý. Ôï ðëåïíÝê�çìá áõ�Þò �çò ìåèüäïõ åßíáé ü�é áí �á áñ÷éêÜ ãñáöÞìá�á Ý÷ïõí ðïëëÝò

áêìÝò, �á óõìðëçñùìá�éêÜ Ý÷ïõí ëßãåò, ïðü�å åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå ü�é åßíáé éóïìïñöéêÜ.

Ìéá �ñß�ç ìÝèïäïò (ìå ðåñéïñéóìÝíç üìùò åöáñìïãÞ) åßíáé íá áíáäéá�Üîïõìå �éò êïñõöÝò /

áêìÝò �ïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò þó�å ï ðßíáêáò ãåé�ïíéêü�ç�áò Þ ðñüóð�ùóçò íá �áõ�ßæå�áé ìå �ïí

áí�ßó�ïé÷ï ðßíáêá �ïõ äåý�åñïõ ãñáöÞìá�ïò. �éá ìåãÜëá ãñáöÞìá�á (ð.÷. ðåñéóóü�åñåò áðü 6

êïñõöÝò) áõ�Þ ç ìÝèïäïò ÷ñåéÜæå�áé ìåãÜëç ðñïóï÷Þ êáé ìðïñåß åýêïëá íá ïäçãÞóåé óå ëÜèç.

�þò áðïäåéêíýïõìå ü�é äýï ãñáöÞìá�á äåí åßíáé éóïìïñöéêÜ. Âñßóêïõìå ìéá áíáëëïßù�ç éäéü-

�ç�á ó�çí ïðïßá äåí óõìöùíïýí. Ïé ðéï óõíçèéóìÝíåò áíáëëïßù�åò éäéü�ç�åò åßíáé ï áñéèìüò �ùí

êïñõöþí êáé �ùí áêìþí, ç áêïëïõèßá �ùí âáèìþí �ùí êïñõöþí, ç óõíåê�éêü�ç�á, ç ýðáñîç

êýêëïõ óõãêåêñéìÝíïõ ìÞêïõò, êëð.

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé áõ�ïóõìðëçñùìá�éêü ü�áí åßíáé éóïìïñöéêü ðñïò �ï óõìðëçñù-

ìá�éêü �ïõ ãñÜöçìá. �éá íá åßíáé Ýíá ãñÜöçìá G(V;E) áõ�ïóõìðëçñùìá�éêü ðñÝðåé åß�å �ï

jV j åß�å �ï jV j � 1 íá äéáéñåß�áé áêñéâþò ìå �ï 4. Óáí Üóêçóç, âñåß�å Ýíá áõ�ïóõìðëçñùìá�éêü

ãñÜöçìá ìå 4 êïñõöÝò êáé Ýíá áõ�ïóõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá ìå 5 êïñõöÝò. ÕðÜñ÷åé áõ�ïóõ-

ìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò;

Áõ�ïìïñöéóìüò ðÜíù óå Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò �ïõ G ó�ïí åáõ�ü �ïõ. Ìå

áðëÜ ëüãéá, ï áõ�ïìïñöéóìüò áëëÜæåé �á ``ïíüìá�á'' áëëÜ äéá�çñåß �ïõò ``ñüëïõò'' �ïí êïñõöþí

ó�ï ãñÜöçìá.

Äéáéóèç�éêÜ, Ýíá ãñÜöçìá åßíáé ìå�áâá�éêü êá�Ü �éò êïñõöÝò �ïõ ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ

ãñáöÞìá�ïò ðáßæïõí áêñéâþò �ïí ßäéï ``ñüëï''. �.÷. ï áðëüò êýêëïò ìå n êïñõöÝò (C

n

) êáé �ï

ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò (K

n

) åßíáé ãñáöÞìá�á ìå�áâá�éêÜ êá�Ü �éò êïñõöÝò �ïõò åðåéäÞ
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äåí õðÜñ÷åé �ñüðïò íá äéáêñßíïõìå �ç ìßá êïñõöÞ áðü �çí Üëëç. Áí�ßèå�á, Ýíá áðëü ìïíïðÜ�é

ìå n êïñõöÝò (P

n

) äåí åßíáé ìå�áâá�éêü êá�Ü �éò êïñõöÝò �ïõ åðåéäÞ áðï�åëåß�áé áðü äýï Üêñá

êáé n� 2 åíäéÜìåóåò êïñõöÝò.

7 ÄÝí�ñá

¸íá ãñÜöçìá ÷ùñßò êýêëïõò (Üêõêëï Þ áêõêëéêü) ïíïìÜæå�áé äÜóïò. ¸íá Üêõêëï óõíåê�éêü

ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé äÝí�ñï. Ïé óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò åíüò äÜóïõò åßíáé äÝí�ñá. Ïé êïñõöÝò

åíüò äÝí�ñïõ ìå âáèìü 1 ïíïìÜæïí�áé öýëëá, åíþ ïé êïñõöÝò ìå âáèìü ìåãáëý�åñï �ïõ 1 ïíïìÜ-

æïí�áé åóù�åñéêÝò êïñõöÝò.

ÊÜèå äÝí�ñï ìå äýï Þ ðåñéóóü�åñåò êïñõöÝò Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öýëëá. Ï ëüãïò åßíáé

ü�é Ýíá äÝí�ñï äåí Ý÷åé êýêëïõò. ¸�óé áí èåùñÞóïõìå Ýíá ìåãéó�ï�éêü ìïíïðÜ�é

6

(äçëáäÞ Ýíá

ìïíïðÜ�é ðïõ äåí ìðïñåß íá åðåê�áèåß ðåñáé�Ýñù), ïé Üêñåò �ïõ èá Ý÷ïõí âáèìü 1 êáé èá åßíáé

öýëëá.

Áí áðü Ýíá äÝí�ñï áöáéñÝóïõìå Ýíá öýëëï (êáé �çí ðñïóðßð�ïõóá áêìÞ), �ï áðï�Ýëåóìá

èá åßíáé Ýíá äÝí�ñï ìå ìßá áêìÞ êáé ìßá êïñõöÞ ëéãü�åñåò. Ï ëüãïò åßíáé ü�é ç áöáßñåóç ìéáò

êïñõöÞò äåí ìðïñåß íá äçìéïõñãÞóåé êýêëï. ÅðéðëÝïí, ç áöáßñåóç ìéáò êïñõöÞò ìå âáèìü

Ýíá äåí ìðïñåß íá åðçñåÜóåé �ç óõíåê�éêü�ç�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò ãéá�ß áõ�Þ ç êïñõöÞ (êáé ç

ðñïóðßð�ïõóá áêìÞ) äåí ìðïñåß íá ðáñåìâÜëëå�áé óå ìïíïðÜ�é ìå�áîý äýï Üëëùí êïñõöþí.

Ôï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá áðáñéèìåß �ïõò ðéï ãíùó�ïýò ÷áñáê�çñéóìïýò (äçëáäÞ éóïäýíáìïõò

ïñéóìïýò) �ùí äÝí�ñùí. Õðåíèõìßæïõìå ü�é �ï n óõìâïëßæåé �ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞ-

ìá�ïò êáé �ï m �ïí áñéèìü �ùí áêìþí �ïõ.

Èåþñçìá 1. Ôá ðáñáêÜ�ù åßíáé éóïäýíáìá ãéá êÜèå áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ìå n

êïñõöÝò êáé m áêìÝò:

1. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé äÝí�ñï.

2. ÊÜèå æåõãÜñé êïñõöþí �ïõ G åíþíå�áé ìå ìïíáäéêü ìïíïðÜ�é.

3. Ôï G åßíáé åëá÷éó�ï�éêÜ óõíåê�éêü, äçë. áí áöáéñåèåß ìéá áêìÞ, �ï ãñÜöçìá ðáýåé íá åßíáé

óõíåê�éêü.

4. Ôï G åßíáé óõíåê�éêü êáé m = n� 1.

5. Ôï G åßíáé Üêõêëï êáé m = n� 1.

6. Ôï G åßíáé ìåãéó�ï�éêÜ Üêõêëï, äçë. áí ðñïó�åèåß ìéá íÝá áêìÞ, �ï ãñÜöçìá áðïê�Ü êýêëï.

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ðñþ�á ü�é 1 =) 2. Áöïý �ïG åßíáé óõíåê�éêü, õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí

Ýíá ìïíïðÜ�é áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí. Áí ãéá êÜðïéï æåõãÜñé êïñõöþí, åß÷áìå äýï

äéáöïñå�éêÜ ìïíïðÜ�éá, èá åß÷áìå êýêëï: Ôá ìïíïðÜ�éá êÜðïõ èá îå÷þñéæáí, áöïý åß÷áí êïéíÞ

áñ÷Þ, êáé êÜðïõ èá Ýóìéãáí, áöïý åß÷áí êïéíü �Ýëïò. Ôá åíäéÜìåóá �ìÞìá�á �ùí äýï ìïíïðá�éþí

áðï�åëïýí Ýíáí êýêëï.

2 =) 3 Ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü áðü õðüèåóç. Áöïý Ý÷ïõìå Ýíá êáé ìïíáäéêü ìïíïðÜ�é

ìå�áîý êÜèå æåýãïõò êïñõöþí, ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò áßñåé �ç óõíåê�éêü�ç�á ìå�áîý �ùí Üêñùí

�çò.

6

Óå áõ�Ýò �éò óçìåéþóåéò èåùñïýìå ìüíï áðëÜ ìïíïðÜ�éá åê�üò áí áíáöÝñå�áé êÜ�é äéáöïñå�éêü.
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3 =) 4 Ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü áðü õðüèåóç. Ç áðüäåéîç ãéá �ïí áñéèìü �ùí áêìþí åß-

íáé ìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí. Ï éó÷õñéóìüò åßíáé �å�ñéììÝíïò áí n = 1. ÕðïèÝ�ïõìå

åðáãùãéêÜ ü�é éó÷ýåé ãéá ãñáöÞìá�á ìå áñéèìü êïñõöþí ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ n. Èá áðïäåßîïõìå

�ïí éó÷õñéóìü ãéá ãñáöÞìá�á ìå n+1 êïñõöÝò. Áöáéñþí�áò ìéá áêìÞ áðü �ï ãñÜöçìá, áßñå�áé

ç óõíåê�éêü�ç�á êáé ðñïêýð�ïõí äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ¸ó�ù ü�é ç ðñþ�ç Ý÷åé k êïñõöÝò

êáé ç äåý�åñç n� k + 1. Êáé ïé äýï óõíéó�þóåò åßíáé åëá÷éó�ï�éêÜ óõíåê�éêÝò. Áðü åðáãùãéêÞ

õðüèåóç, ç ðñþ�ç Ý÷åé k� 1 áêìÝò êáé ç äåý�åñç n� k áêìÝò. Áí óõìðåñéëÜâïõìå êáé �çí áêìÞ

ðïõ áöáéñÝóáìå, �ï ãñÜöçìá åß÷å 1 + (k � 1) + (n� k) = n = (n+ 1)� 1 áêìÝò.

4 =) 5 �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá ìå n � 1 áêìÝò äåí Ý÷åé êýêëï.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï. Åíüóù �ï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëïõò, áöáéñïýìå ìéá áêìÞ

áðü Ýíáí êýêëï. Áõ�ü äåí åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé Ýíá

Üêõêëï óõíåê�éêü ãñÜöçìá, äçëáäÞ Ýíá äÝí�ñï ìå n êïñõöÝò êáé ëéãü�åñåò áðü n � 1 áêìÝò.

Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�ï 4 (ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé).

5 =) 6Èá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü (äçëáäÞ ü�é êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí

óõíäÝå�áé ìå ìïíïðÜ�é). Áõ�ü áñêåß ãéá�ß ç ðñïóèÞêç ìéáò íÝáò áêìÞò äçìéïõñãåß êýêëï ìå �ï

ìïíïðÜ�é ðïõ óõíäÝåé �á Üêñá �çò.

¸ó�ù k ï áñéèìüò �ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Èá äåßîïõìå ü�é k = 1. Áöïý

�ï ãñÜöçìá åßíáé Üêõêëï (Ý÷ïõìå äçëáäÞ äÜóïò), êÜèå óõíåê�éêÞ �ïõ óõíéó�þóá åßíáé äÝí�ñï.

¸ó�ù n

i

ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí �çò óõíåê�éêÞò óõíéó�þóáò i, i = 1; : : : ; k. Áöïý ðñüêåé�áé ãéá

äÝí�ñï, ç óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá i Ý÷åé m

i

= n

i

� 1 áêìÝò (áðü �ï 4 ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé).

Åßíáé

n� 1 = m =

k

X

i=1

m

i

=

k

X

i=1

(n

i

� 1) = n� k =) k = 1

Ç ðñþ�ç éóü�ç�á éó÷ýåé áðü �çí õðüèåóç ü�é m = n � 1, êáé ç �åëåõ�áßá éóü�ç�á ðñéí �ç

óõíåðáãùãÞ ãéá�ß

P

k

i=1

n

i

= n.

6 =) 1 �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é êÜèå ìåãéó�ï�éêÜ Üêõêëï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü. ¸ó�ù

äýï êïñõöÝò u êáé v åíüò ìç óõíåê�éêïý Üêõêëïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç ðñïóèÞêç �çò áêìÞò fu; vg äåí

äçìéïõñãåß êýêëï. Óõíåðþò, áí �ï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåê�éêü äåí ìðïñåß íá åßíáé ìåãéó�ï�éêÜ

Üêõêëï. ut

Åßíáé ðïëý óçìáí�éêü íá êá�áíïÞóå�å �ï Èåþñçìá 1 êáé �çí áðüäåéîç �ïõ ãéá�ß ïõóéáó�éêÜ

åîçãïýí �é åßíáé äÝí�ñï êáé ðïéåò åßíáé ïé âáóéêÝò éäéü�ç�Ýò �ïõ. Åðßóçò, ïé �å÷íéêÝò ðïõ ÷ñçóé-

ìïðïéïýí�áé ó�çí áðüäåéîç åßíáé éäéáß�åñá ÷ñÞóéìåò ó�çí åðßëõóç áóêÞóåùí.

Ôá ðáñáêÜ�ù ðïñßóìá�á ðñïêýð�ïõí åýêïëá áðü �ï Èåþñçìá 1. ÁöÞíå�áé óáí Üóêçóç ç

äéá�ýðùóç ðëÞñïõò áðüäåéîçò ãéá êáèÝíá áðü áõ�Ü.

�üñéóìá 1. ÊÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé n áêìÝò Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá êýêëï.

�üñéóìá 2. ÊÜèå ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ëéãü�åñåò áðü n� 1 áêìÝò äåí åßíáé óõíåê�éêü.

7.1 �áñáäåßãìá�á êáé ÁóêÞóåéò

Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá K

k;`

åßíáé äÝí�ñï áíí åß�å k = 1 åß�å ` = 1. To K

2;2

Ý÷åé êýêëï

(åßíáé ïõóéáó�éêÜ �ï C

4

) êáé äåí åßíáé äÝí�ñï.
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ÊÜèå äÝí�ñï åßíáé äéìåñÝò ãñÜöçìá. ÎåêéíÜìå âÜæïí�áò ìéá êïñõöÞ ó�ç äåîéü óýíïëï, �ïõò

ãåß�ïíÝò �çò ó�ï áñéó�åñü, �ïõò ãåß�ïíåò �ùí ãåé�üíùí �çò ó�ï äåîéü, êïê. Ç äéáäéêáóßá åßíáé

éóïäýíáìç ìå �çí ÁíáæÞ�çóç �ñþ�á óå �ëÜ�ïò. Áöïý �ï äÝí�ñï åßíáé óõíåê�éêü üëåò ïé êïñõöÝò

èá ìðïõí óå Ýíá áðü �á äýï óýíïëá. ÅðåéäÞ �ï ãñÜöçìá åßíáé Üêõêëï, �ï äåîéü êáé �ï áñéó�åñü

óýíïëï åßíáé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï.

ÊÜèå äÝí�ñï åßíáé åðßðåäï ãñÜöçìá ãéá�ß äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò. ¸�óé äåí ìðïñåß íá Ý÷åé

ãñÜöçìá ïìïéïìïñöéêü ìå �ï K

3;3

Þ �ï K

5

(�á ïðïßá Ý÷ïõí êýêëïõò). Ôá äÝí�ñá áðï�åëïýí

�ç âáóéêÞ ðåñßð�ùóç ó�çí áðüäåéîç �ïõ �ýðïõ �ïõ Euler ìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí üøåùí.

ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíá äÝí�ñï ìå n êïñõöÝò Ý÷åé ìßá üøç (�çí åîù�åñéêÞ) êáé n� 1 áêìÝò. Óõíåðþò,

n+ 1 = (n� 1) + 2 üðùò áðáé�åß ï �ýðïò �ïõ Euler.

Ìéá áêìÞ åíüò ãñáöÞìá�ïò ïíïìÜæå�áé áêìÞ �ïìÞò (Þ ãÝöõñá) áí ç áöáßñåóÞ �çò áßñåé �ç

óõíåê�éêü�ç�á. ¼ëåò ïé áêìÝò åíüò äÝí�ñïõ åßíáé áêìÝò �ïìÞò (ãÝöõñåò). Ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò

åíüò äÝí�ñïõ äçìéïõñãåß äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò: ç ìßá ðåñéÝ÷åé �ï Ýíá Üêñï �çò áêìÞò ðïõ

áöáéñÝèçêå êáé ç Üëëç �ï Üëëï. Åðßóçò, ç ðñïóèÞêç ìéáò áêìÞò óå Ýíá äÝí�ñï äçìéïõñãåß Ýíáí

áðëü êýêëï áðï�åëïýìåíï áðü �ç íÝá áêìÞ êáé �ï ìïíïðÜ�é ðïõ óõíäÝåé �á Üêñá �çò.

¢óêçóç 17. ¸íá äÝí�ñï Ý÷åé äýï öýëëá áí êáé ìüíï áí åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜ�é.

Ëýóç. ÊÜèå áðëü ìïíïðÜ�é åßíáé äÝí�ñï êáé Ý÷åé äýï öýëëá, �á Üêñá �ïõ. Áí�ßó�ñïöá, áí Ý÷ïõìå

Ýíá äÝí�ñï G(V;E) ìå n êïñõöÝò, ìüíï äýï áðü �éò ïðïßåò åßíáé öýëëá, êÜèå åóù�åñéêÞ êïñõöÞ

�ïõ äÝí�ñïõ Ý÷åé âáèìü 2. �ñÜãìá�é, �ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí �ùí êïñõöþí åßíáé

P

v2V

deg(v) =

2(n� 1). ¸ó�ù u

1

êáé u

2

�á öýëëá (�á ïðïßá åî' ïñéóìïý Ý÷ïõí âáèìü 1). Ôü�å

X

v2V nfu

1

;u

2

g

deg(v) = 2(n� 2)

Áöïý ïé åóù�åñéêÝò êïñõöÝò åßíáé n � 2 êáé Ý÷ïõí âáèìü �ïõëÜ÷éó�ïí 2, ï ìüíïò �ñüðïò íá

éó÷ýåé ç ðáñáðÜíù éóü�ç�á åßíáé üëåò ïé åóù�åñéêÝò êïñõöÝò íá Ý÷ïõí âáèìü 2. Óõíåðþò, �ï

ãñÜöçìá åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜ�é ìå n êïñõöÝò. ut

¢óêçóç 18. ¸íá äÝí�ñï ìå ìÝãéó�ï âáèìü k Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí k öýëëá.

Ëýóç. ¸ó�ù ` ï áñéèìüò �ùí öýëëùí. ¸÷ïõìå �ïõëÜ÷éó�ïí 1 êïñõöÞ ìå âáèìü k, n � ` � 1

êïñõöÝò ìå âáèìü �ïõëÜ÷éó�ïí 2, êáé ` êïñõöÝò ìå âáèìü 1. Ôï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí åßíáé

2(n� 1). ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå

2(n� 1) � k + 2(n� `� 1) + ` = k + 2(n� 1)� ` =) ` � k

äçëáäÞ ï áñéèìüò �ùí öýëëùí äåí ìðïñåß íá õðïëåßðå�áé �ïõ ìÝãéó�ïõ âáèìïý. ut

�åíéêü�åñá, áí Ýíá äÝí�ñï ìå n êïñõöÝò Ý÷åé ìüíï öýëëá êáé êïñõöÝò âáèìïý Æ, �ü�å ï

áñéèìüò �ùí öýëëùí, Ýó�ù `, åßíáé ` =

(Æ�2)n+2

Æ�1

.

¢óêçóç 19. ¸ó�ù äÝí�ñï ìå 4 êïñõöÝò âáèìïý 10. �ïéïò åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò öýëëùí ðïõ

õðÜñ÷ïõí ó�ï äÝí�ñï; (ÁðÜí�çóç. ÔïõëÜ÷éó�ïí 34).

¢óêçóç 20. ¸ó�ù äÝí�ñï ìå 2k öýëëá, 3k êïñõöÝò âáèìïý 2, êáé k êïñõöÝò âáèìïý 3. �üóåò

êïñõöÝò Ý÷åé �ï äÝí�ñï;
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Ëýóç. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí êïñõöþí åßíáé 6k êáé �ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí åßíáé 11k. Éó÷ýåé

ü�é 11k = 2(6k � 1) =) k = 2. ÄçëáäÞ �ï äÝí�ñï Ý÷åé 12 êïñõöÝò. ÁöÞíå�áé óáí Üóêçóç ç

áðåéêüíéóç áõ�ïý �ïõ äÝí�ñïõ. ut

¢óêçóç 21. ¸ó�ù ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, êáé k óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Íá äåßîå�å

ü�é k � n�m.

Ëýóç. Áöïý êÜèå ãñÜöçìá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 1 óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá, ç áíéóü�ç�á åßíáé ìç-

�å�ñéììÝíç ìüíï ü�áím � n� 1. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí áêìþí. ¼�áí

äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ êáé m = 0, Ý÷ïõìå n áðïìïíùìÝíåò êïñõöÝò ðïõ êáèåìßá óõãêñï�åß

ìßá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. ÅðïìÝíùò, ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé ãéá m = 0.

Ôï åðáãùãéêü âÞìá ðñïêýð�åé åýêïëá áðü �ï ãåãïíüò ü�é ìéá íÝá áêìÞ óõíäÝåé êïñõöÝò ðïõ

âñßóêïí�áé åß�å ó�çí ßäéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá åß�å óå äýï äéáöïñå�éêÝò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò.

Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ï áñéèìüò �ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ïò, åíþ ó�ç

äåý�åñç ðåñßð�ùóç ï áñéèìüò �ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí ìåéþíå�áé êá�Ü 1. ¸�óé ç ìå�áâïëÞ

ó�ï áñéó�åñü ìÝëïò �çò áíéóü�ç�áò åßíáé ìåãáëý�åñç Þ ßóç áðü �ç ìå�áâïëÞ ó�ï äåîéü �çò ìÝëïò

êáé ç áíéóü�ç�á óõíå÷ßæåé íá éó÷ýåé. Ç äéá�ýðùóç �ùí ëåð�ïìåñåéþí áöÞíå�áé ùò Üóêçóç. ut

¢óêçóç 22. ¸ó�ù äÝíäñï T ìå p

i

êïñõöÝò âáèìïý i, i = 1; : : : ; k (k åßíáé ï ìÝãéó�ïò âáèìüò

�ïõ T ). Íá áðïäåßîå�å ü�é o áñéèìüò �ùí öýëëùí äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç 2 + p

3

+ 2 p

4

+ 3 p

5

+

: : :+ (k � 2)p

k

Ëýóç.Ï áñéèìüò �ùí öýëëùí åßíáé p

1

(áñéèìüò �ùí êïñõöþí âáèìïý 1), o óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí

êïñõöþí �ïõ T åßíáé p

1

+ p

2

+ p

3

+ : : :+ p

k

, êáé �ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí �ïõò åßíáé p

1

+2 p

2

+

3 p

3

+ : : : k p

k

. Áöïý �ï T åßíáé äÝí�ñï, ï áñéèìþí �ùí áêìþí �ïõ åßíáé p

1

+p

2

+p

3

+ : : :+p

k

�1.

Óõíåðþò,

p

1

+2 p

2

+3 p

3

+: : : k p

k

= 2(p

1

+p

2

+p

3

+: : :+p

k

�1) =) p

1

= 2+p

3

+2 p

4

+3 p

5

+: : :+(k�2)p

k

ðïõ åßíáé ç æç�ïýìåíç ó÷Ýóç. ut

7.2 ÄÝí�ñá ìå Ñßæá

Áí ïñßóïõìå ìéá êïñõöÞ �ïõ äÝí�ñïõ óáí ñßæá, �ü�å Ý÷ïõìå Ýíá äÝí�ñï ìå ñßæá.

Óå Ýíá äÝí�ñï ìå ñßæá, ïé ðñüãïíïé ìéáò êïñõöÞò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò ó�ï ìïíïðÜ�é áðü

�ç ñßæá ðñïò �ç v. Ï ðá�Ýñáò �çò v åßíáé ï ìïíáäéêüò ðñüãïíïò ðïõ Ý÷åé áêìÞ ðñïò �çò v. Ïé

áðüãïíïé �çò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò ãéá �éò ïðïßåò ç v áðï�åëåß ðñüãïíï. Ôá ðáéäéÜ �çò v åßíáé

üëåò ïé êïñõöÝò ãéá �éò ïðïßåò ç v áðï�åëåß ðá�Ýñá. Ôá áäÝëöéá �çò v åßíáé üëåò ïé êïñõöÝò ðïõ

Ý÷ïõí êïéíü ðá�Ýñá ìå �ç v. Ôï âÜèïò �çò v åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ ìïíïðá�éïý áðü �ç ñßæá ðñïò �ç

v. Ôï ýøïò åíüò äÝí�ñïõ ìå ñßæá åßíáé �ï ìÝãéó�ï âÜèïò åíüò öýëëïõ �ïõ.

¸íá äÝí�ñï ìå ñßæá ïíïìÜæå�áé m-áäéêü ü�áí êÜèå êïñõöÞ Ý÷åé �ï ðïëý m ðáéäéÜ. ¸íá m-

áäéêü äÝí�ñï ïíïìÜæå�áé ãåìÜ�ï (full) (Þ êáíïíéêü) ü�áí êÜèå åóù�åñéêÞ êïñõöÞ Ý÷åé áêñéâþò

m ðáéäéÜ. Ç ñßæá åíüò êáíïíéêïý m-áäéêïý äÝí�ñïõ Ý÷åé âáèìü m êáé ïé õðüëïéðåò åóù�åñéêÝò

êïñõöÝò Ý÷ïõí âáèìü m + 1. ¸íá m-áäéêü äÝí�ñï ïíïìÜæå�áé ðëÞñåò (omplete) ü�áí åßíáé

ãåìÜ�ï êáé üëá �ïõ �á öýëëá Ý÷ïõí áêñéâþò �ï ßäéï âÜèïò. ¸íá m-áäéêü äÝí�ñï ýøïõò h Ý÷åé
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�ïõëÜ÷éó�ïí h+1 êïñõöÝò. Åðßóçò, Ý÷åé 1 êïñõöÞ ýøïõò 0 (�ç ñßæá), �ï ðïëý m êïñõöÝò ýøïõò

1, �ï ðïëý m

2

êïñõöÝò ýøïõò 2, : : :, êáé �ï ðïëý m

h

êïñõöÝò ýøïõò h. ÓõíïëéêÜ, �ï äÝí�ñï Ý÷åé

�ï ðïëý

h

X

i=0

m

i

=

m

h+1

� 1

m� 1

êïñõöÝò.

ÌÜëéó�á, �ï ðëÞñåò m-áäéêü äÝí�ñï ýøïõò h Ý÷åé áêñéâþò

m

h+1

�1

m�1

êïñõöÝò áðü �éò ïðïßåò m

h

åßíáé öýëëá.

Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, êÜèå äõáäéêü äÝí�ñï ýøïõò h Ý÷åé �ï ðïëý 2

h

öýëëá êáé óõíïëéêÜ

�ï ðïëý 2

h+1

� 1 êïñõöÝò. Ôï ðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï ýøïõò h Ý÷åé áêñéâþò 2

h+1

� 1 êïñõöÝò

áðü �éò ïðïßåò 2

h

åßíáé öýëëá êáé 2

h

� 1 åßíáé åóù�åñéêÝò. Áí�ßó�ñïöá, êÜèå äõáäéêü äÝí�ñï ìå

n êïñõöÝò Ý÷åé ýøïò �ïõëÜ÷éó�ïí dlog

2

(n+ 1)e êáé �ï ðïëý n� 1.

Ôá äÝí�ñá ìå ñßæá äåí åßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêÜ áðü èåùñç�éêÞò Üðïøçò. ¼ìùò, �ám-áäéêÜ

(êáé éäéáß�åñá �á äõáäéêÜ) äÝí�ñá ìå ñßæá Ý÷ïõí ðïëý óçìáí�éêÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò.

ÄõáäéêÜ ÄÝí�ñá ÁíáæÞ�çóçò. Áò èåùñÞóïõìå Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï ðïõ ïé êïñõöÝò �ïõ ðåñéÝ÷ïõí

ó�ïé÷åßá ãéá �á ïðïßá éó÷ýåé ìéá ó÷Ýóç ìåñéêÞò äéÜ�áîçò. Ôá ó�ïé÷åßá ìðïñåß íá åßíáé áñéèìïß,

ãñÜììá�á, ëÝîåéò, Þ ãåíéêü�åñá íá áðï�åëïýí �ïõò ìïíáäéêïýò êùäéêïýò (êëåéäéÜ) �ùí åããñáöþí

ìéáò ó÷Ýóçò óå ìéá âÜóç äåäïìÝíùí.

¸íá �Ý�ïéï äÝí�ñï ïíïìÜæå�áé äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò ü�áí �ï ó�ïé÷åßï êÜèå åóù�åñéêÞò

êïñõöÞò åßíáé ìåãáëý�åñï áðü üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ áñéó�åñïý �çò õðïäÝí�ñïõ (äçë. �ï õðïäÝ-

í�ñï ìå ñßæá �ï áñéó�åñü ðáéäß �çò êïñõöÞò) êáé ìéêñü�åñï áðü üëá �á ó�ïé÷åßá ó�ï äåîéü �çò

õðïäÝí�ñï (äçë. �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ï äåîéü ðáéäß �çò êïñõöÞò)

Ç áðïèÞêåõóç �ùí ó�ïé÷åßùí óå Ýíá æõãéóìÝíï äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò

7

åðé�ñÝðåé �çí

åýêïëç êáé ãñÞãïñç áíáæÞ�çóÞ �ïõò. Áí �ï ó�ïé÷åßï ðïõ æç�Üìå åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï ó�ïé÷åßï

ìéáò êïñõöÞò, ðñï÷ùñïýìå ó�ï áñéó�åñü �çò ðáéäß. Áí åßíáé ìåãáëý�åñï ðñï÷ùñïýìå ó�ï äåîéü

�çò ðáéäß. Áõ�Þ ç (áíáäñïìéêÞ) äéáäéêáóßá îåêéíÜåé áðü �ç ñßæá êáé óõíå÷ßæå�áé ìÝ÷ñé íá âñïýìå

�ï ó�ïé÷åßï Þ íá ìçí ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå Üëëï. Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, óõìðåñáßíïõìå

ü�é �ï æç�ïýìåíï ó�ïé÷åßï äåí õðÜñ÷åé ó�ï äÝí�ñï.

�éá íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò, åéóÜãïõìå êÜèå íÝï ó�ïé÷åßï (ðïõ

äåí õðÜñ÷åé Þäç ó�ï äÝí�ñï) ó�ï óçìåßï ðïõ èá ðåñéìÝíáìå íá �ï âñïýìå. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï

íÝï ó�ïé÷åßï åéóÜãå�áé óáí ðáéäß �çò êïñõöÞò ó�çí ïðïßá ìáò ïäÞãçóå ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá

áíáæÞ�çóçò. Ôï íÝï ó�ïé÷åßï ãßíå�áé áñéó�åñü (äåîéü) ðáéäß áí åßíáé ìéêñü�åñï (áí�ßó�ïé÷á ìå-

ãáëý�åñï) áðü �ï ó�ïé÷åßï �çò óõãêåêñéìÝíçò êïñõöÞò.

¢óêçóç 23. ¸ó�ù êáíïíéêü m-áäéêü äÝí�ñï ìå n êïñõöÝò, áðü �éò ïðïßåò ïé ` åßíáé öýëëá êáé

ïé i åóù�åñéêÝò êïñõöÝò. Íá áðïäåßîå�å ü�é: (á) n = mi + 1, (â) i (m � 1) = ` � 1, êáé (ã)

m` = (m� 1)n+ 1.

Ëýóç. �éá �ï (á), ðáñá�çñïýìå ü�é üëåò ïé åóù�åñéêÝò êïñõöÝò Ý÷ïõí åîåñ÷üìåíï âáèìü m êáé

�á öýëëá Ý÷ïõí åîåñ÷üìåíï âáèìü 0. Óõíåðþò, �ï Üèñïéóìá �ùí åîåñ÷üìåíùí âáèìþí åßíáé im.

Áðü �çí Üëëç, �ï Üèñïéóìá �ùí åîåñ÷üìåíùí âáèìþí åßíáé ßóï ìå �ïí áñéèìü �ùí áêìþí, äçëáäÞ

ìå n� 1. Óõíåðþò, n� 1 = im üðùò áðáé�åß�áé.

7

ËÝìå ü�é Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò ìå n êïñõöÝò åßíáé æõãéóìÝíï ü�áí �ï ýøïò �ïõ åßíáé O(log n).
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Ôï (â) ðñïêýð�åé áðü �ï (á) èÝ�ïí�áò n = i + `. Ôï (ã) ðñïêýð�åé áðü �ï m` = mn�mi

áí�éêáèéó�þí�áò ìå mi = n� 1 áðü �ï (á). ut

¢óêçóç 24. ¸íá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò ïíïìÜæå�áé AVL-äÝí�ñï ü�áí �ï ýøïò �ùí äýï

õðïäÝí�ñùí êÜèå åóù�åñéêÞò êïñõöÞò äéáöÝñåé �ï ðïëý êá�Ü 1. Íá áðïäåßîå�å ü�é ï áñéèìüò

êïñõöþí n åíüò AVL-äÝí�ñïõ ìå ýøïò h åðáëçèåýåé �çí áíéóü�ç�á:

F

h+1

� n � 2

h+1

� 1

üðïõ F

h+1

åßíáé ï (h+1)-ïó�üò üñïò �çò áêïëïõèßáò Fibonai. Õðåíèõìßæå�áé ü�é ç áêïëïõèßá

Fibonai ïñßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç F

k

= F

k�1

+F

k�2

, ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü k � 3,

ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò F

1

= F

2

= 1.

Ëýóç.Ï ìåãáëý�åñïò áñéèìüò êïñõöþí óõìâáßíåé ü�áí Ý÷ïõìå �ï ðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï ìå ýøïò

h (�ï ðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï åßíáé Ýíá AVL-äÝí�ñï ãéá�ß �á äýï õðïäÝí�ñá êÜèå åóù�åñéêÞò

êïñõöÞò Ý÷ïõí �ï ßäéï ýøïò). Ôï ðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï Ý÷åé 2

h+1

� 1 êïñõöÝò. Óõíåðþò, êÜèå

AVL-äÝí�ñï ìå ýøïò h Ý÷åé n � 2

h+1

� 1.

�éá �ï êÜ�ù öñÜãìá, åöáñìüæïõìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ. ¸ó�ù n

min

(h)

ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò áñéèìüò êïñõöþí åíüò AVL-äÝí�ñïõ ìå ýøïò h (ðáñá�çñåßó�å ü�é ç ðïóü-

�ç�á n

min

(h) äåí ìðïñåß íá ìåéþíå�áé üóï áõîÜíå�áé �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ). Èá áðïäåßîïõìå ü�é

n

min

(h) � F

h+1

. ¼�áí �ï ýøïò åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 1, �ï äÝí�ñï èá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá

êïñõöÞ. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ü�é n

min

(1) � F

2

êáé n

min

(0) � F

1

. ÕðïèÝ�ïõìå åðáãùãéêÜ ü�é éó÷ýåé

�ï æç�ïýìåíï ãéá êÜèå äÝí�ñï ìå ýøïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ h, êáé èåùñïýìå äÝí�ñï ìå ýøïò

h+ 1 � 2. �ñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�é n

min

(h+ 1) � F

h+2

.

�éá íá Ý÷åé ç ñßæá ýøïò h+1, ðñÝðåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á õðïäÝí�ñá �çò íá Ý÷åé ýøïò h.

Áðü �ïí ïñéóìü �ùí AVL-äÝí�ñùí, �ï Üëëï õðïäÝí�ñï èá Ý÷åé ýøïò �ïõëÜ÷éó�ïí h � 1. �áñá-

�çñïýìå åðßóçò ü�é �á äýï õðïäÝí�ñá åðáëçèåýïõí �ïí ïñéóìü �ùí AVL-äÝí�ñùí. ÅðïìÝíùò, ï

åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò êïñõöþí ãéá Ýíá �Ý�ïéï äÝí�ñï åßíáé:

n

min

(h+ 1) � n

min

(h) + n

min

(h� 1) + 1 � F

h+1

+ F

h

+ 1 � F

h+2

(äçë. �ï Üèñïéóìá �ïõ åëÜ÷éó�ïõ áñéèìïý �ùí êïñõöþí �ùí äýï õðïäÝí�ñùí óõí �ç ñßæá). Ç

äåý�åñç áíéóü�ç�á Ýðå�áé áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç. ÅðïìÝíùò, êÜèå AVL-äÝí�ñï ìå ýøïò h

Ý÷åé n � F

h+1

.

Ëïãáñéèìþí�áò, ðñïêýð�åé ü�é �ï ýøïò åíüò AVL-äÝí�ñïõ ìå n êïñõöÝò (Þ n ó�ïé÷åßá áöïý

ðñüêåé�áé ãéá Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò) åßíáé �(log n) (ãéá �çí áêñßâåéá éó÷ýåé ü�é

log

2

(n + 1) � h + 1 � 1:44 log

2

(n + 1)). ÄçëáäÞ áðïäåßîáìå ü�é �á AVL-äÝí�ñá åßíáé æõãé-

óìÝíá äÝí�ñá. ut

Äéåëåýóåéò ÄÝí�ñùí. ÕðÜñ÷ïõí (�ïõëÜ÷éó�ïí) �ñåéò äéáöïñå�éêïß óõó�çìá�éêïß áíáäñïìéêïß �ñü-

ðïé (äéåëåýóåéò Þ äéáó÷ßóåéò - traversals) íá �õðþóïõìå üëåò �éò êïñõöÝò åíüò äõáäéêïý äÝí�ñïõ

ìå ñßæá.

Ç ðñï-äéá�å�áãìÝíç äéÝëåõóç (preorder) ëåé�ïõñãåß áíáäñïìéêÜ �õðþíïí�áò ðñþ�á �ç Ñßæá,

ìå�Ü �á ó�ïé÷åßá �ïõ Áñéó�åñïý õðïäÝí�ñïõ, êáé �Ýëïò �á ó�ïé÷åßá �ïõ Äåîéïý õðïäÝí�ñïõ. Óõì-

âïëéêÜ Ñßæá-Áñéó�åñü-Äåîß.
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Ç åíäï-äéá�å�áãìÝíç äéÝëåõóç (inorder) ëåé�ïõñãåß áíáäñïìéêÜ �õðþíïí�áò ðñþ�á �á ó�ïé-

÷åßá �ïõ Áñéó�åñïý õðïäÝí�ñïõ, ìå�Ü �ç Ñßæá, êáé �Ýëïò �á ó�ïé÷åßá �ïõ Äåîéïý õðïäÝí�ñïõ. Óõì-

âïëéêÜ Áñéó�åñü-Ñßæá-Äåîß. ¼�áí Ý÷ïõìå Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò, ç åíäï-äéá�å�áãìÝíç

äéÝëåõóç �õðþíåé �á ó�ïé÷åßá �ïõ äÝí�ñïõ óå áýîïõóá óåéñÜ. Ç áí�ßó�ñïöç åíäï-äéá�å�áãìÝíç

äéÝëåõóç Äåîß-Ñßæá-Áñéó�åñü óå öèßíïõóá óåéñÜ). Áõ�ü ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß åýêïëá ìå åðá-

ãùãÞ ó�ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ. Ç áðüäåéîç áöÞíå�áé óáí Üóêçóç ó�ïí áíáãíþó�ç.

Ç ìå�Ü-äéá�å�áãìÝíç äéÝëåõóç (postorder) ëåé�ïõñãåß áíáäñïìéêÜ �õðþíïí�áò ðñþ�á �á ó�ïé-

÷åßá �ïõ Áñéó�åñïý õðïäÝí�ñïõ, ìå�Ü �á ó�ïé÷åßá �ïõ Äåîéïý õðïäÝí�ñïõ, êáé �Ýëïò �ç Ñßæá.

ÓõìâïëéêÜ Áñéó�åñü-Äåîß-Ñßæá.

�áñá�çñåßó�å ü�é �ï Áñéó�åñü õðïäÝí�ñï ðñïçãåß�áé ðÜí�á �ïõ Äåîéïý. Ï ìíçìïíéêüò êáíü-

íáò åßíáé ü�é �ï ðñüèåìá ðïõ êáèïñßæåé �ï åßäïò �çò äéÝëåõóçò (ðñï-, åíäï-, ìå�Ü-) äåß÷íåé ðü�å

åîå�Üæïõìå �ç Ñßæá óå ó÷Ýóç ìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ Áñéó�åñïý êáé �ïõ Äåîéïý õðïäÝí�ñïõ (ðñéí,

åíäéÜìåóá, ìå�Ü).

8 Óõíäå�éêÜ (Þ Åðéêáëýð�ïí�á) ÄÝí�ñá

ÊÜèå õðïãñÜöçìá ðïõ åßíáé äÝí�ñï êáé ðåñéëáìâÜíåé (êáëýð�åé) üëåò �éò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞ-

ìá�ïò ïíïìÜæå�áé óõíäå�éêü äÝí�ñï (Þ åðéêáëýð�ïí äÝí�ñï, spanning tree) �ïõ ãñáöÞìá�ïò. ¢ëëåò

åëëçíéêÝò áðïäüóåéò �ïõ ßäéïõ üñïõ åßíáé: ãåíå�éêü äÝí�ñï, ãåííç�ïñéêü äÝí�ñï, ðáñÜãïí äÝí�ñï,

äéáíýïí äÝí�ñï êáé äÝí�ñï-êÜëõììá.

Èåþñçìá 2. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü áí êáé ìüíï áí Ý÷åé (�ïõëÜ÷éó�ïí) Ýíá óõíäå�éêü

äÝí�ñï.

Áðüäåéîç. Áí õðÜñ÷åé Ýíá õðïãñÜöçìá ðïõ êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé åßíáé

äÝí�ñï (Üñá óõíåê�éêü), �ü�å �ï ãñÜöçìá äåí ìðïñåß ðáñÜ íá åßíáé óõíåê�éêü (áöïý ç ðñïóèÞêç

�ùí áêìþí ðïõ ëåßðïõí áðëþò ``åíéó÷ýåé'' �ç óõíåê�éêü�ç�á).

Áí �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü, èåùñïýìå Ýíá õðïãñÜöçìá T ðïõ áñ÷éêÜ óõìðßð�åé ìå

�ï ãñÜöçìá. ÅðïìÝíùò, �ï T êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Åíüóù �ï T Ý÷åé

êýêëïõò, áöáéñïýìå ìßá áêìÞ ðïõ âñßóêå�áé óå êýêëï (äçëáäÞ ìéá áêìÞ ðïõ äåí åßíáé ãÝöõñá).

Ôï T ðáñáìÝíåé óõíåê�éêü áöïý ç áöáßñåóç ìéáò áêìÞò ðïõ âñßóêå�áé óå êýêëï äåí áßñåé �ç

óõíåê�éêü�ç�á. Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá ïëïêëçñþíå�áé ü�áí �ï T ãßíåé Üêõêëï. Óå áõ�Þ �ç öÜóç, �ï

T ðáñáìÝíåé óõíåê�éêü (áðü �çí êá�áóêåõÞ) êáé óõíå÷ßæåé íá êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ

áñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò (áöïý ðï�Ý äåí áöáéñÝóáìå êÜðïéá êïñõöÞ). Óõíåðþò, �ï õðïãñÜöçìá

ðïõ ðñïêýð�åé áðü áõ�Þ �ç äéáäéêáóßá åßíáé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìá�ïò. ut

ÊÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï åíüò ãñáöÞìá�ïò ìå n êïñõöÝò Ý÷åé n�1 áêìÝò. Ìå Üëëá ëüãéá, üëá

�á óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷ïõí �ïí ßäéï áñéèìü áêìþí.

Ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2 äßíåé Ýíáí �ñüðï íá õðïëïãßóïõìå Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï åíüò

óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò. ¸íáò Üëëïò �ñüðïò åßíáé íá èåùñÞóïõìå �éò áêìÝò �ïõ G ìßá-ðñïò-ìßá

óå ìéá (ïðïéáäÞðï�å) óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ êáé íá ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï äÝí�ñï êÜèå íÝá áêìÞ ðïõ

äåí ó÷çìá�ßæåé êýêëï ìå �éò õðÜñ÷ïõóåò. ¢ëëïé �ñüðïé åßíáé ç ÁíáæÞ�çóç êá�Ü �ëÜ�ïò (Breadth

First Searh, BFS) êáé ç ÁíáæÞ�çóç êá�Ü ÂÜèïò (Depth First Searh, DFS).
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8.1 Èåìåëéþäåéò Êýêëïé êáé Óýíïëá ÔïìÞò

¸ó�ù óõíåê�éêü ãñÜöçìá G(V;E) ìå n êïñõöÝò êáém áêìÝò, êáé Ýó�ù T (V;E

T

) Ýíá óõíäå�éêü

äÝí�ñï �ïõ G.

�áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï T , êÜèå êýêëïò �ïõ G ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá

áêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T (áëëéþò �ï T èá ðåñéåß÷å êýêëï). Ç ðñïóèÞêç êÜèå áêìÞò ðïõ äåí

áíÞêåé ó�ï T (äçëáäÞ êÜèå áêìÞò ó�ï óýíïëï E n E

T

) ó÷çìá�ßæåé áêñéâþò Ýíáí (áðëü) êýêëï.

ÊÜèå �Ý�ïéïò êýêëïò ïíïìÜæå�áé èåìåëéþäçò êýêëïò �ïõ G ùò ðñïò �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï T . Áöïý

�ï óýíïëï E n E

T

ðåñéÝ÷åé m � n + 1 áêìÝò (áõ�Ýò ïé áêìÝò ëÝãïí�áé êáé ÷ïñäÝò (hords) �ïõ

T ), õðÜñ÷ïõím�n+1 äéáöïñå�éêïß èåìåëéþäåéò êýêëïé �ïõ G ùò ðñïò êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï

�ïõ.

Ïñéóìüò 1. ¸íá óýíïëï áêìþí �ùí ïðïßùí ç áöáßñåóç êÜíåé �ï G ìç-óõíåê�éêü ïíïìÜæå�áé

óýíïëï áêìþí �ïìÞò (edge ut set, Þ áðëÜ óýíïëï �ïìÞò).

�áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå óõíäå�éêü äÝí�ñï T , êÜèå óýíïëï �ïìÞò �ïõ G ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé

ìéá áêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T (áëëéþò �ï T äåí èá Þ�áí óõíåê�éêü). Ç áöáßñåóç êÜèå áêìÞò

�ïõ T äçìéïõñãåß äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ¸ó�ù e 2 E

T

ìéá áêìÞ �ïõ T , êáé Ýó�ù V

1

êáé V

2

ïé êïñõöÝò �ùí äýï óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí �ïõ T � e (äçë. ïé óõíéó�þóåò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü

�çí áöáßñåóç �çò áêìÞò e). ¸ó�ù Æ(V

1

; V

2

) �ï óýíïëï �ùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí �ï Ýíá Üêñï �ïõò

ó�ï V

1

êáé �ï Üëëï ó�ï V

2

. �ñïöáíþò, e 2 Æ(V

1

; V

2

) êáé �ï Æ(V

1

; V

2

) áðï�åëåß Ýíá åëá÷éó�ï�éêü

óýíïëï �ïìÞò ãéá �ï ãñÜöçìáG. ÊÜèå óýíïëï �ïìÞò ðïõ ðñïêýð�åé ìå áõ�ü �ïí �ñüðï ïíïìÜæå�áé

èåìåëéþäåò óýíïëï �ïìÞò �ïõ G ùò ðñïò �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï T . Áöïý �ï óýíïëï E

T

ðåñéÝ÷åé

n�1 áêìÝò, õðÜñ÷ïõí n�1 äéáöïñå�éêÜ èåìåëéþäç óýíïëá �ïìÞò �ïõ G ùò ðñïò êÜèå óõíäå�éêü

äÝí�ñï �ïõ.

Óå Ýíá ãñÜöçìá, �ï óýíïëï üëùí �ùí êýêëùí (óõíüëùí �ïìÞò) áðï�åëåß Ýíá äéáíõóìá�éêü

÷þñï. Ç óçìáí�éêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é �ï óýíïëï �ùí èåìåëéùäþí êýêëùí (óõíüëùí �ïìÞò) ùò

ðñïò Ýíá ïðïéïäÞðï�å óõíäå�éêþí äÝí�ñï �ïõ G áðï�åëåß âÜóç ãéá �ï äéáíõóìá�éêü ÷þñï üëùí

�ùí êýêëùí (áí�ßó�ïé÷á óõíüëùí �ïìÞò). ÅðïìÝíùò, ç äéÜó�áóç �ïõ äéáíõóìá�éêïý ÷þñïõ �ùí

êýêëùí (óõíüëùí �ïìÞò) ãéá Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò åßíáé m�n+1

(n� 1 áí�ßó�ïé÷á).

Èåþñçìá 3. ÊÜèå êýêëïò Ý÷åé Üñ�éï áñéèìü êïéíþí áêìþí ìå êÜèå åëá÷éó�ï�éêü óýíïëï �ïìÞò.

Áðüäåéîç. Ç áöáßñåóç åíüò åëá÷éó�ï�éêïý óõíüëïõ �ïìÞò ÷ùñßæåé �éò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìá-

�ïò óå äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ÊÜèå êýêëïò ÷ñçóéìïðïéåß áêìÝò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò ãéá íá

``åðéóêåöèåß'' êáé íá ``áíá÷ùñÞóåé'' áðü ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá. ÅðéðëÝïí, ï áñéèìüò �ùí ``åðé-

óêÝøåùí'' åíüò êýêëïõ óå ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá ðñÝðåé íá åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùí

``áíá÷ùñÞóåùí''. ¸ó�ù "

k

= �

k

ï áñéèìüò �ùí ``åðéóêÝøåùí'' êáé �ùí ``áíá÷ùñÞóåùí'' åíüò

êýêëïõ ó�ç ìßá áðü �éò äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Ï áñéèìüò �ùí êïéíþí áêìþí �ïõ êýêëïõ ìå

�ï áí�ßó�ïé÷ï åëá÷éó�ï�éêü óýíïëï �ïìÞò åßíáé "

k

+ �

k

= 2"

k

, äçëáäÞ Üñ�éïò. ut

¢óêçóç 25. ¸ó�ù T êáé T

0

äýï óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò (óõíåê�éêïý) ãñáöÞìá�ïò G. �éá êÜèå

áêìÞ e 2 T n T

0

, õðÜñ÷åé áêìÞ e

0

2 T

0

n T , �Ý�ïéá þó�å �ï (T

0

+ e)� e

0

åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï

�ïõ G.
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Ëýóç. Áöïý e 2 T n T

0

, �ï T

0

+ e ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �çí e. ¸ó�ù

e

0

2 T

0

ìéá áêìÞ áõ�ïý �ïõ êýêëïõ ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï T . Ìéá �Ý�ïéá áêìÞ e

0

õðÜñ÷åé ãéá�ß �ï

T ðåñéÝ÷åé �çí e áëëÜ äåí ðåñéÝ÷åé �ïí êýêëï. Ç áöáßñåóç �çò e

0

áöáéñåß �ïí êýêëï áëëÜ äåí

åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Óõíåðþò, �ï (T

0

+ e)� e

0

åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. ut

¢óêçóç 26. ¸ó�ù T êáé T

0

äýï óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò (óõíåê�éêïý) ãñáöÞìá�ïò G. �éá êÜèå

áêìÞ e 2 T n T

0

, õðÜñ÷åé áêìÞ e

0

2 T

0

n T , �Ý�ïéá þó�å �ï (T � e) + e

0

åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï

�ïõ G.

Ëýóç. Áöáéñïýìå �çí e áðü �ï T êáé ðñïêýð�ïõí äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, Ýó�ù V

1

êáé V

2

.

Áöïý �ï T

0

äåí ðåñéÝ÷åé �çí e áëëÜ åßíáé óõíåê�éêü, õðÜñ÷åé ìéá áêìÞ e

0

2 T

0

ðïõ óõíäÝåé

êïñõöÞ �ïõ V

1

êáé ìå êïñõöÞ �ïõ V

2

. Ç e

0

äåí áíÞêåé ó�ï T ãéá�ß ç ðñïóèÞêç �çò èá ó÷çìÜ�éæå

êýêëï. ÅðïìÝíùò, ç ðñïóèÞêç �çò e

0

ó�ï T � e åðáíáöÝñåé �ç óõíåê�éêü�ç�á êáé �ï (T � e) + e

0

åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. ut

8.2 ÅëÜ÷éó�á Óõíäå�éêÜ ÄÝí�ñá

Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èåùñïýìå óõíåê�éêü ãñÜöçìáG(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò. Ç óõíÜñ�çóç

w : E 7! IR

�

+

äßíåé �ï âÜñïò êÜèå áêìÞò. ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò

áêìÝò, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá ðïõ êáëýð�åé üëåò �éò êïñõöÝò ìå

�ï åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü âÜñïò. Áõ�ü �ï õðïãñÜöçìá èá åßíáé äÝí�ñï, áöïý åßíáé óõíåê�éêü (åî´

ïñéóìïý) êáé Üêõêëï (áí åß÷å êýêëïõò èá ìðïñïýóáìå íá ìåéþóïõìå �ï âÜñïò �ïõ áöáéñþí�áò

áêìÝò).

Ôï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (ÅÓÄ - Minimum Spanning Tree) åíüò ãñáöÞìá�ïò ìå âÜñç

ó�éò áêìÝò åßíáé �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå �ï åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü âÜñïò. Ôï ðñüâëçìá �ïõ õðï-

ëïãéóìïý åíüò �Ý�ïéïõ äÝí�ñïõ åßíáé ãíùó�ü óáí ðñüâëçìá �ïõ ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ

(ÅÓÄ) êáé áðï�åëåß Ýíá �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò õðïëïãéó�éêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò ìå ðïë-

ëÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò (ð.÷. ó÷åäéáóìüò ïäéêþí êáé �çëåðéêïéíùíéáêþí äéê�ýùí).

¢óêçóç 27. ¸ó�ù G(v;E;w) Ýíá ãñÜöçìá ìå äéáöïñå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò, êáé Ýó�ù e

�

ç

(ìïíáäéêÞ) áêìÞ ìå �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò (áöïý üëá �á âÜñç åßíáé äéáöïñå�éêÜ, éó÷ýåé ü�é 8e 2

E n fe

�

g; w(e

�

) < w(e). Íá áðïäåßîå�å ü�é êÜèå ÅÓÄ �ïõ G ðåñéÝ÷åé �çí e

�

.

Ëýóç. Ç áðüäåéîç åßíáé ìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï. ¸ó�ù T Ýíá ÅÓÄ �ïõ G ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �çí e

�

.

Ç ðñïóèÞêç �çò e

�

ó�ï T äçìéïõñãåß áêñéâþò Ýíá êýêëï. ¸ó�ù e ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ áõ�ïý

�ïõ êýêëïõ. Ç áöáßñåóÞ �çò ``óðÜåé'' �ïí êýêëï äåí åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Óõíåðþò, �ï

(T + e

�

)� e áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. ¼ìùò åßíáé w(e) > w(e

�

), åðåéäÞ ç e

�

åßíáé

ç ìïíáäéêÞ áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò, êáé �ï (T + e

�

) � e Ý÷åé ìéêñü�åñï óõíïëéêü âÜñïò áðü �ï

T . Áõ�ü áðï�åëåß áí�ßöáóç ó�ï ãåãïíüò ü�é �ï T åßíáé Ýíá ÅÓÄ.

Ìå ðáñüìïéï �ñüðï ìðïñåß�å íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ÅÓÄ �ïõ G åßíáé ìïíáäéêü. ut

Ó�ç óõíÝ÷åéá �çò åíü�ç�áò, èá äéá�õðþóïõìå äýï áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò ãéá �ïí õðïëïãé-

óìü åíüò ÅÓÄ. Ïé áëãüñéèìïé âáóßæïí�áé óå ìéá óçìáí�éêÞ éäéü�ç�á �ïõ ÅÓÄ ðïõ åßíáé ãíùó�Þ

êáé óáí éäéü�ç�á �ùí âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí (optimal substrutures).
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¸ó�ù T Ýíá ÅÓÄ ãéá �ï ãñÜöçìáG(V;E;w) ìå âÜñç ó�éò áêìÝò, êáé Ýó�ù e ìéá ïðïéáäÞðï�å

áêìÞ �ïõ T . Ç áöáßñåóç �çò e áðü �ï T äçìéïõñãåß äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. ¸ó�ù V

1

êáé V

2

�á óýíïëá êïñõöþí �ùí äýï óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí, êáé Ýó�ù T

1

êáé T

2

�á äýï õðïäÝí�ñá �ïõ

T � e. Ôü�å �ï T

1

åßíáé Ýíá ÅÓÄ �ïõ åðáãüìåíïõ õðïãñáöÞìá�ïò G(V

1

), �ï T

2

åßíáé Ýíá ÅÓÄ

�ïõ åðáãüìåíïõ õðïãñáöÞìá�ïò G(V

2

), êáé ç e åßíáé ìéá åëáöñý�åñç áêìÞ �ïõ (èåìåëéþäïõò ùò

ðñïò T ) óõíüëïõ �ïìÞò Æ(V

1

; V

2

). �éá �çí áðüäåéîç, áí õðïèÝóå�å ü�é êÜ�é áðü �á ðáñáðÜíù äåí

éó÷ýåé, ðñïêýð�åé åýêïëá ü�é õðÜñ÷åé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G ìå ìéêñü�åñï óõíïëéêü âÜñïò áðü

�ï T . Áõ�ü öõóéêÜ åßíáé Ü�ïðï.

Áõ�Þ ç éäéü�ç�á åðé�ñÝðåé �ïí õðïëïãéóìü åíüò ÅÓÄ áðü Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ ëåé�ïõñãåß

áõîç�éêÜ êáé áêïëïõèåß �ç ìÝèïäï �çò áðëçó�ßáò. Ï áëãüñéèìïò äéá�çñåß Ýíá äÜóïò � �ï ïðïßï

áðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ

8

. Áñ÷éêÜ, �ï äÜóïò åßíáé êåíü. Óå êÜèå âÞìá ðñïó�ßèå�áé ó�ï

äÜóïò � ìßá áêìÞ ìå �çí ðñïóèÞêç �çò ïðïßáò �ï � ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ. Èá ëÝìå

áõ�Ýò �éò áêìÝò áóöáëåßò ãéá �ï �. Ï áëãüñéèìïò ïëïêëçñþíå�áé ü�áí �ï � áðïê�Þóåé n � 1

áêìÝò, ïðü�å áðï�åëåß Ýíá ÅÓÄ.

Ìéá áêìÞ e åßíáé áóöáëÞò ãéá �ï � ü�áí (á) áí �ï � åßíáé äÜóïò, �ï � [ feg ðáñáìÝíåé

äÜóïò (äçëáäÞ åîáêïëïõèåß íá åßíáé Üêõêëï), êáé (â) áí �ï � åßíáé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ, �ü�å

êáé �ï � [ feg åßíáé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ.

Ç ìéá äéá�ýðùóç �ïõ ðáñáðÜíù ãåíéêïý áëãïñßèìïõ åßíáé:

MST(G(V;E;w))

� ;;

while j�j < jV j � 1 do

Âñåò ìéá áóöáëÞ áêìÞ e ãéá �ï �;

� � [ feg;

return(�);

Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü �çò áóöáëïýò áêìÞò, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå åðáãùãéêÜ ü�é ï óõãêå-

êñéìÝíïò áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ. Áñ÷éêÜ �ï ãñÜöçìá ÷ùñßò áêìÝò áðï�åëåß õðïãñÜöçìá

êÜèå ÅÓÄ �ïõ G. Áí óå êÜðïéï âÞìá �ï � áðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ (åðáãùãéêÞ õðü-

èåóç), �ü�å áðü �ïí ïñéóìü �çò áóöáëïýò áêìÞò �ï � [ feg ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ.

¼�áí �ï � áðïê�Þóåé jV j � 1 áêìÝò, �áõ�ßæå�áé ìå êÜðïéï ÅÓÄ.

Áõ�ü ðïõ áðïìÝíåé åßíáé íá äåßîïõìå ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áðïäï�éêÜ ìéá áóöáëÞ

áêìÞ óå êÜèå âÞìá �ïõ áëãüñéèìïõ. �éá áõ�ü �ï óêïðü, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí éäéü�ç�á �ùí

âÝë�éó�ùí åðéìÝñïõò ëýóåùí. ¸ó�ù ìéá äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí �ïõ G ó�á óýíïëá V

1

êáé V

2

, êáé

Ýó�ù Æ(V

1

; V

2

) �ï áí�ßó�ïé÷ï óýíïëï �ïìÞò. ÊÜèå ÅÓÄ ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ

âÜñïõò áðü �ï Æ(V

1

; V

2

). Èá áðïäåßîïõìå ü�é üëåò ïé áêìÝò åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ

�ïìÞò Æ(V

1

; V

2

) åßíáé áóöáëåßò ãéá êÜèå � ðïõ áðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ �ïõ G êáé äåí

``äéáó÷ßæåé'' �çí �ïìÞ (V

1

; V

2

) (äçë. äåí ðåñéÝ÷åé Üëëç áêìÞ �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò Æ(V

1

; V

2

)).

8

Õðåíèõìßæå�áé ü�é üëá �á óõíäå�éêÜ äÝí�ñá åíüò ãñáöÞìá�ïò ìå n êïñõöÝò Ý÷ïõí n � 1 áêìÝò. �áñá�çñåßó�å ü�é

êÜèå õðïãñÜöçìá åíüò óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ åßíáé äÜóïò ü�áí Ý÷åé ëéãü�åñåò áðü n� 1 áêìÝò êáé ãßíå�áé óõíäå�éêü

äÝí�ñï ü�áí áðïê�Þóåé áêñéâþò n� 1 áêìÝò.
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p

u

v

x

y

V1

V2

Ó÷Þìá1. ÕðÜñ÷åé ÅÓÄ ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ �ïìÞò Æ(V

1

; V

2

).

Èåþñçìá 4. ¸ó�ùG(V;E;w) óõíåê�éêü ãñÜöçìá ìå âÜñç ó�éò áêìÝò, Ýó�ù V

1

; V

2

ìéá äéáìÝñéóç

�ùí êïñõöþí �ïõ G, êáé Ýó�ù � Ýíá õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ �ïõ

óõíüëïõ Æ(V

1

; V

2

). ÊÜèå áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ Æ(V

1

; V

2

) áðï�åëåß áóöáëÞ áêìÞ ãéá �ï �.

Áðüäåéîç. ¸ó�ù T Ýíá ÅÓÄ �ïõ G �ïõ ïðïßï �ï � åßíáé õðïãñÜöçìá, êáé Ýó�ù e = fu; vg ìéá

áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ óõíüëïõ Æ(V

1

; v

2

). Áí �ï � [ feg ðáñáìÝíåé õðïãñÜöçìá �ïõ T , ç

áêìÞ e åßíáé üí�ùò áóöáëÞò ãéá �ï �. Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí ü�é ç e äåí áíÞêåé ó�ï T êáé �ï

�[ feg äåí áðï�åëåß õðïãñÜöçìá �ïõ T . Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, èá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá ÅÓÄ

T

0

�ïõ ïðïßïõ �ï � [ feg áðï�åëåß õðïãñÜöçìá.

¸ó�ù p �ï ìïíïðÜ�é óýíäåóçò �ùí Üêñùí �çò áêìÞò e, äçë. �ùí êïñõöþí u êáé v, ó�ï T . To

p + e áðï�åëåß êýêëï ãéá�ß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é ç e äåí áíÞêåé ó�ï T . Áöïý �ï Ýíá Üêñï �çò e

áíÞêåé ó�ï V

1

êáé �ï Üëëï áíÞêåé ó�ï V

2

(Ýó�ù u 2 V

1

êáé v 2 V

2

), èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìéá

áêìÞ �ïõ p ðïõ áíÞêåé ó�ï Æ(V

1

; V

2

) (äéáéóèç�éêÜ, �ï p ðñÝðåé íá ``äéáó÷ßæåé'' �çí �ïìÞ V

1

; V

2

).

¸ó�ù e

0

= fx; yg áõ�Þ ç áêìÞ (âë. Ó÷Þìá 1).

Ôï T

0

= (T + e) � e

0

áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G åðåéäÞ ç áöáßñåóç �çò e

0

áðü

�ï T + e ``óðÜåé'' �ïí êýêëï p + e ÷ùñßò íá åðçñåÜæåé �ç óõíåê�éêü�ç�á. Åðßóçò, �ï � åßíáé

õðïãñÜöçìá �ïõ T � e

0

ãéá�ß Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é �ï � äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ �ïõ óõíüëïõ

Æ(V

1

; V

2

). Óõíåðþò, �ï � [ feg áðï�åëåß õðïãñÜöçìá �ïõ T

0

.

Áöïý õðïèÝóáìå ü�é ç e åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò �ïõ Æ(V

1

; V

2

) êáé ü�é e

0

2 Æ(V

1

; V

2

),

åßíáé �ï âÜñïò �çò e åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ âÜñïõò �çò e

0

. Óõíåðþò, �ï óõíïëéêü âÜñïò �ïõ

T

0

äåí îåðåñíÜ �ï óõíïëéêü âÜñïò �ïõ T êáé �ï T

0

áðï�åëåß Ýíá ÅÓÄ �ïõ G. Äåßîáìå ëïéðüí ü�é

�ï � [ feg áðï�åëåß õðïãñÜöçìá åíüò ÅÓÄ �ïõ G êáé åðïìÝíùò ç áêìÞ e áðï�åëåß ìéá áóöáëÞ

áêìÞ ãéá �ï �. ut

Áëãüñéèìïò Kruskal. Ï áëãüñéèìïò �ïõ Kruskal åîå�Üæåé �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò ìßá-ðñïò-ìßá

óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò êáé ðñïóèÝ�åé ó�ï äÜóïò êÜèå áêìÞ ðïõ äåí ó÷çìá�ßæåé êýêëï ìå �éò

Þäç õðÜñ÷ïõóåò.
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MST-Kruskal(G(V;E;w))

¸ó�ù ü�é ïé áêìÝò åßíáé �áîéíïìçìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò,

äçë. w(e

1

) � w(e

2

) � � � � � w(e

m

).

� ;; i 1;

while j�j < jV j � 1 and i � m do

if � [ fe

i

g äåí Ý÷åé êýêëï then

� � [ fe

i

g;

i i+ 1;

return(�);

Ç õëïðïßçóç �ïõ áëãüñéèìïõ áðáé�åß Ýíáí áëãüñéèìï �áîéíüìçóçò �ùí áêìþí óå áýîïõóá

óåéñÜ âÜñïõò êáé ìéá äïìÞ äéá÷åßñéóçò îÝíùí óõíüëùí ðïõ ãéá �ïí Ýëåã÷ï áí ç ðñïóèÞêç ìéáò

áêìÞò äçìéïõñãåß êýêëï. Ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß þó�å íá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò

÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò �(m logm).

�éá �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ, ðáñá�çñïýìå ü�é áí ç ðñïóèÞêç �çò áêìÞò e

i

äåí äç-

ìéïõñãåß êýêëï ó�ï �, ðñÝðåé íá ``äéáó÷ßæåé'' ìéá �ïìÞ �çí ïðïßá äåí ``äéáó÷ßæåé'' �ï �. Áöïý

åîå�Üæïõìå �éò áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò, ç áêìÞ e

i

Ý÷åé �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò áðü üëåò �éò

áêìÝò ðïõ ``äéáó÷ßæïõí'' �çí ßäéá �ïìÞ. Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 4, êÜèå áêìÞ ðïõ ðñïó�ßèå�áé

åßíáé áóöáëÞò ãéá �ï �. ¢ñá ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ �ïõ G.

Áëãüñéèìïò Prim. Ï áëãüñéèìïò �ïõ Prim äéá�çñåß Ýíá äÝí�ñï ðïõ êáëýð�åé Ýíá õðïóýíïëï �ùí

êïñõöþí. Ï áëãüñéèìïò îåêéíÜåé áðü ìéá ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ ìå Ýíá áñ÷éêÜ êåíü äÝí�ñï. Óå

êÜèå åðáíÜëçøç, ï áëãüñéèìïò ðñïóèÝ�åé ó�ï äÝí�ñï �çí åëáöñý�åñç áêìÞ ðïõ óõíäÝåé ìéá

êïñõöÞ åí�üò ìå ìéá êïñõöÞ åê�üò �ïõ äÝí�ñïõ. Ï áëãüñéèìïò �åñìá�ßæåé Ýðåé�á áðü n � 1

åðáíáëÞøåéò êáé åðéó�ñÝöåé Ýíá ÅÓÄ �ïõ G.

Ï áëãüñéèìïò �ïõ Prim ìðïñåß íá õëïðïéçèåß þó�å íá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñß-

ð�ùóçò �(m+ n log n). Áõ�üò ï ÷ñüíïò åßíáé áóõìð�ù�éêÜ ìéêñü�åñïò áðü �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò

�ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal ãéá ðõêíÜ ãñáöÞìá�á, äçë. ãñáöÞìá�á ìå ðïëëÝò áêìÝò.

�éá �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Prim, ðáñá�çñïýìå ü�é ç áêìÞ ðïõ ðñïó�ßèå�áé óå êÜèå

åðáíÜëçøç (á) äåí äçìéïõñãåß êýêëï ãéá�ß óõíäÝåé ìéá êïñõöÞ åí�üò ìå ìéá êïñõöÞ åê�üò �ïõ

äÝí�ñïõ, êáé (â) åßíáé ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ ``äéáó÷ßæåé'' �çí �ïìÞ ðïõ äçìéïõñãåß�áé

áðü �éò êïñõöÝò åí�üò �ïõ äÝí�ñïõ êáé �éò êïñõöÝò åê�üò �ïõ äÝí�ñïõ. Áðü �ï Èåþñçìá 4, ç

áêìÞ ðïõ ðñïó�ßèå�áé åßíáé áóöáëÞò ãéá �ï äÝí�ñï êáé ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé Ýíá ÅÓÄ.

9 ÄéìåñÞ �ñáöÞìá�á

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé k-ìåñÝò (k-partite) áí ïé êïñõöÝò �ïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéó�ïýí

9

óå k

áíåîÜñ�ç�á óýíïëá

10

.

Ó�ç óõíÝ÷åéá åó�éÜæïõìå ó�çí (óçìáí�éêÞ) åéäéêÞ ðåñßð�ùóç k-ìåñþí ãñáöçìÜ�ùí ãéá k =

2. ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé äéìåñÝò (bipartite) áí ïé êïñõöÝò �ïõ ìðïñïýí íá ÷ùñéó�ïýí óå

äýï áíåîÜñ�ç�á óýíïëá. ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá åßíáé ðëÞñåò ü�áí êÜèå êïñõöÞ ó�ï Ýíá ìÝñïò

9

Ôá õðïóýíïëá X

1

; : : : ; X

k

áðï�åëïýí ìéá äéáìÝñéóç �ïõ óõíüëïõ X ü�áí åßíáé îÝíá ìå�áîý �ïõò áíÜ äýï (8i 6=

j; X

i

\X

j

= ;) êáé ç ÝíùóÞ �ïõò åßíáé �ï X (

S

k

i=1

X

i

= X).

10

¸íá óýíïëï êïñõöþí áðï�åëåß áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (independent set) áí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ìå�áîý �ïõò.

24



(áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï) óõíäÝå�áé ìå êÜèå êïñõöÞ ó�ï Üëëï ìÝñïò. Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå

n êïñõöÝò ó�ï Ýíá ìÝñïò êáé m êïñõöÝò ó�ï Üëëï ìÝñïò óõìâïëßæå�áé ìå K

n;m

êáé Ý÷åé n �m

áêìÝò.

¢óêçóç 28. �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí ðïõ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü äéìåñÝò

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò; Éóïäýíáìá, íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ðåñéó-

óü�åñåò áðü n

2

=4 áêìÝò äåí åßíáé äéìåñÝò.

Ëýóç. Ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí óõìâáßíåé ü�áí Ý÷ïõìå �ï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá. Áöïý üëåò

ïé êïñõöÝò åßíáé n, áí �ï Ýíá óýíïëï êïñõöþí ðåñéÝ÷åé k êïñõöÝò, �ï äåý�åñï èá ðåñéÝ÷åé

(n�k). Ï óõíïëéêüò áñéèìüò áêìþí �ïõ K

k;n�k

åßíáé k(n�k). Ôï ãéíüìåíï ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá

k = n=2 áí �ï n åßíáé Üñ�éïò êáé ãéá k = (n�1)=2 áí �ï n åßíáé ðåñé��üò. Óõíåðþò, áí �ï n åßíáé

Üñ�éïò, ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò áêìþí åßíáé n

2

=4, åíþ áí �ï n åßíáé ðåñé��üò, ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò

áêìþí åßíáé (n

2

� 1)=4. �áñá�çñåßó�å ü�é ïé áí�ßó�ïé÷ïé áñéèìïß åßíáé ðÜí�á áêÝñáéïé. ut

Óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå G(X;Y;E) Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá G �ïõ ïðïßïõ ïé êïñõöÝò äéá-

ìåñßæïí�áé óå áíåîÜñ�ç�á óýíïëá (ìÝñç) X êáé Y .

Èåþñçìá 5. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò áí êáé ìüíï áí äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñé��ïý ìÞêïõò.

Áðüäåéîç. ¸ó�ù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(; ; E). Óå êÜèå äéáäñïìÞ (áíïéê�Þ Þ êëåéó�Þ), ïé êïñõöÝò

�ïõ X ðñÝðåé íá áêïëïõèïýí�áé áðü êïñõöÝò �ïõ Y , êáé ïé êïñõöÝò �ïõ Y ðñÝðåé íá áêïëïõ-

èïýí�áé áðü êïñõöÝò �ïõ Y (åðåéäÞ �á X êáé Y åßíáé áíåîÜñ�ç�á óýíïëá). ÅðïìÝíùò, êÜèå

êýêëïò åßíáé �çò ìïñöÞò x

1

y

1

x

2

y

2

: : : x

`

y

`

x

1

ìå �éò êïñõöÝò x

1

; x

2

: : : ; x

`

2 X êáé �éò êïñõöÝò

y

1

; y

2

; : : : ; y

`

2 Y . Ôï ìÞêïò �ïõ êýêëïõ åßíáé 2`, äçëáäÞ Üñ�éï. ¢ñá, áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé

äéìåñÝò, Ý÷åé êýêëïõò ìüíï Üñ�éïõ ìÞêïõò.

�éá íá áðïäåßîïõìå �ï áí�ßó�ñïöï, èåùñïýìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å óõíåê�éêü ãñÜöçìá G(V;E)

÷ùñßò êýêëïõò ðåñé��ïý ìÞêïõò. Ç õðüèåóç ü�é �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü ãßíå�áé ÷ùñßò âëÜâç

�çò ãåíéêü�ç�áò. Áí �ï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåê�éêü, �ï æç�ïýìåíï éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíåê�éêÞ

óõíéó�þóá �ïõ ãñáöÞìá�ïò, êáé Üñá ãéá üëï �ï ãñÜöçìá. Èá äåßîïõìå ðùò êá�áóêåõÜæïõìå �á

äýï áíåîÜñ�ç�á óýíïëá �ïõ G.

Èåùñïýìå ìéá ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ v 2 V êáé �éò áðïó�Üóåéò �çò áðü üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ

ãñáöÞìá�ïò

11

. Ó�ï X �ïðïèå�ïýìå �ç v êáé üëåò �éò êïñõöÝò ðïõ âñßóêïí�áé óå Üñ�éá áðüó�áóç

áðü áõ�Þ, êáé ó�ï Y üëåò �éò êïñõöÝò ðïõ âñßóêïí�áé óå ðåñé��Þ áðüó�áóç áðü �ç v. ÔõðéêÜ,

X = fu 2 V : d(v; u) Üñ�éïòg êáé Y = fu 2 V : d(v; u) ðåñé��üòg. Ôá óýíïëá X êáé Y åßíáé

áíåîÜñ�ç�á óýíïëá åðåéäÞ �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñé��ïý ìÞêïõò. �ñÜãìá�é, áí õðÞñ÷å

áêìÞ ìå�áîý äýï êïñõöþí u;w 2 X (Þ �ïõ Y ), ç Ýíùóç �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí áðü �ç

v ó�ç u êáé áðü �ç v ó�çí w ìå �çí áêìÞ fu;wg äçìéïõñãåß êýêëï ðåñé��ïý ìÞêïõò.

�éï áíáëõ�éêÜ, Ýó�ù ü�é õðÜñ÷åé áêìÞ ìå�áîý äýï êïñõöþí u;w 2 X . Èåùñïýìå Ýíá óõí�ï-

ìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ç u ó�ç v, Ýó�ù p êáé Ýíá óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ç w ó�ç v, Ýó�ù q.

Åî' ïñéóìïý �ï ìÞêïò �ïõ p åßíáé d(v; u) êáé �ï ìÞêïò �ïõ q åßíáé d(v; w). Åðßóçò, ïé áðïó�Üóåéò

d(v; u) êáé d(v; w) åßíáé Üñ�éåò ãéá�ß ïé êïñõöÝò u;w 2 X .

¸ó�ù v

1

�ï ðñþ�ï êïéíü óçìåßï (ðëçóéÝó�åñï ðñïò �éò u;w) �ùí ìïíïðá�éþí p êáé q (�á p

êáé q Ý÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá êïéíü óçìåßï åðåéäÞ êá�áëÞãïõí ó�çí ßäéá êïñõöÞ). �íùñßæïõìå

11

Ç áðüó�áóç äõï êïñõöþí v; u, óõìâïëßæå�áé ìå d(v; u), åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý ìå�áîý �ïõò.
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ü�é êÜèå �ìÞìá åíüò óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý åßíáé åðßóçò óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é. Óõíåðþò, �á

�ìÞìá�á �ùí p êáé q áðü �ç v ìÝ÷ñé �ç v

1

áðï�åëïýí óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá ìå�áîý áõ�þí �ùí

êïñõöþí êáé ðñÝðåé íá Ý÷ïõí (�ï ßäéï) ìÞêïò ßóï ìå �çí áðüó�áóç d(v; v

1

). Ôï �ìÞìá �ïõ p áðü

v

1

ìÝ÷ñé u, ç (õðï�éèÝìåíç) áêìÞ fu;wg, êáé �ï �ìÞìá �ïõ q áðü w ìÝ÷ñé v

1

äçìéïõñãïýí Ýíá

(áðëü) êýêëï ìå ìÞêïò

[d(u; v) � d(v; v

1

)℄ + [d(w; v) � d(v; v

1

)℄ + 1 = d(u; v) + d(w; v) + 1� 2 d(v; v

1

)

Ï áñéèìüò áõ�üò åßíáé ðåñé��üò ãéá�ß �á d(u; v) + d(w; v) (Üèñïéóìá Üñ�éùí) êáé 2 d(v; v

1

) åßíáé

Üñ�éïé áñéèìïß. Áõ�ü áí�éâáßíåé ó�çí õðüèåóç ü�é �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëï ðåñé��ïý ìÞêïõò.

Áí èåùñÞóïõìå êïñõöÝò u;w 2 Y , �ï d(u; v) + d(w; v) åßíáé åðßóçò Üñ�éïò (óáí Üèñïéóìá

äýï ðåñé��þí) êáé êá�áëÞãïõìå óå Ü�ïðï ìå �ïí ßäéï áêñéâþò �ñüðï. ut

�áñá�çñåßó�å ü�é ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç åßíáé êá�áóêåõáó�éêÞ êáé ìáò åðé�ñÝðåé íá åëÝã-

îïõìå áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò êáé íá ðéó�ïðïéÞóïõìå �çí áðÜí�çóÞ ìáò. Îåêéíþí�áò

áðü ìéá ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ, êá�áóêåõÜæïõìå �á óýíïëá X êáé Y üðùò ó�çí áðüäåéîç. Áí

�á X êáé Y åßíáé áíåîÜñ�ç�á óýíïëá, ãíùñßæïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò. ¸÷ïõìå ìÜ-

ëéó�á õðïëïãßóåé ìéá äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí �ïõ óå äýï áíåîÜñ�ç�á óýíïëá, Ý÷ïõìå äçëáäÞ

Ýíá ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ãéá �ï ãåãïíüò ü�é �ï ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò. Áí �ï X (Þ �ï Y ) äåí åßíáé

áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï, âñßóêïõìå Ýíáí êýêëï ðåñé��ïý ìÞêïõò üðùò ðåñéãñÜöå�áé ó�çí áðüäåéîç

�ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5. Ï êýêëïò ðåñé��ïý ìÞêïõò áðï�åëåß Ýíá ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ü�é �ï ãñÜöçìá äåí

åßíáé äéìåñÝò.

10 ÔáéñéÜóìá�á

¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E). ¸íá åðéêáëýð�ïí (Þ óõíäå�éêü, spanning) õðïãñÜöçìá üðïõ üëåò ïé

êïñõöÝò Ý÷ïõí âáèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ k ïíïìÜæå�áé k-ðáñÜãïí�áò �ïõ G (k-fator). ¸íáò

k-ðáñÜãïí�áò ïíïìÜæå�áé �Ýëåéïò (perfet) ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí âáèìü áêñéâþò k. Ïé ðéï

óçìáí�éêïß ðáñÜãïí�åò åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé ïé 1-ðáñÜãïí�åò êáé ïé 2-ðáñÜãïí�åò.

Ìéá äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí �ïõ G óå áðëïýò êýêëïõò êáé áðëÜ ìïíïðÜ�éá óõíéó�Ü Ýíáí

2-ðáñÜãïí�á. Ìéá äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí �ïõ G óå êýêëïõò óõíéó�Ü Ýíáí �Ýëåéï 2-ðáñÜãïí�á.

¸íáò êýêëïò Hamilton áðï�åëåß Ýíáí �Ýëåéï 2-ðáñÜãïí�á (êáé ìÜëéó�á óõíåê�éêü). Áí�ßó�ñïöá,

êÜèå óõíåê�éêüò �Ýëåéïò 2-ðáñÜãïí�áò åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé êýêëïò Hamilton. ÅðïìÝíùò, ï

õðïëïãéóìüò �ïõ �Ýëåéïõ 2-ðáñÜãïí�á ìå �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü êýêëùí/óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí

áðï�åëåß éóïäýíáìï ðñüâëçìá ìå �ï íá áðïöáíèïýìå áí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton.

Ïé 1-ðáñÜãïí�åò �ïõ G ïíïìÜæïí�áé �áéñéÜóìá�á (mathings). Éóïäýíáìá, Ýíá õðïóýíïëï

áêìþí M � E ïíïìÜæå�áé �áßñéáóìá �ïõ G ü�áí êÜèå êïñõöÞ åöÜð�å�áé óå ìßá �ï ðïëý áêìÞ

�ïõ M (ìå áðëÜ ëüãéá, ïé áêìÝò �ïõ M äåí Ý÷ïõí êïéíÜ Üêñá). Èá ëÝìå ü�é ìéá êïñõöÞ ðïõ

åöÜð�å�áé óå áêìÞ �ïõM Ý÷åé �áßñé Þ åßíáé �áéñéáóìÝíç (mathed) ó�ïM . Ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí

Ý÷åé �áßñé èá ëÝìå ü�é åßíáé åëåýèåñç (free) ó�ï M .

ÔÝëåéá, ÌÝãéó�á, êáé Ìåãéó�ï�éêÜ ÔáéñéÜóìá�á. ¸íá �áßñéáóìá ïíïìÜæå�áé �Ýëåéï (perfet

mathing) ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí �áßñé ó�ï M . ¸íá �áßñéáóìá ïíïìÜæå�áé ìÝãéó�ï (maxi-

mum mathing) áí äåí õðÜñ÷åé �áßñéáóìá ìå ìåãáëý�åñï áñéèìü áêìþí. ÊÜèå �Ýëåéï �áßñéáóìá
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åßíáé ìÝãéó�ï, áëëÜ �ï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé (íá äþóå�å óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìá�á). ¸íá �áß-

ñéáóìáM ïíïìÜæå�áé ìåãéó�ï�éêü (maximal) áí äåí õðÜñ÷åé áêìÞ ó�ï E nM (äçë. åê�üòM ) ðïõ

íá Ý÷åé åëåýèåñåò êïñõöÝò óáí Üêñá. Ç ðáñáêÜ�ù ðñü�áóç åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ïñéóìïý

�ïõ ìåãéó�ï�éêïý �áéñéÜóìá�ïò.

�ñü�áóç 2. ¸íá �áßñéáóìá M åßíáé ìåãéó�ï�éêü áí êáé ìüíï áí ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò ó�ï M

áðï�åëïýí Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï.

Ç �ñü�áóç 2 ðñï�åßíåé �ïí áêüëïõèï áðëü áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò ìåãéó�ï�éêïý

�áéñéÜóìá�ïò. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å �áßñéáóìá (ð.÷. êåíü óýíïëï áêìþí). Åíüóù ïé åëåý-

èåñåò êïñõöÝò �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò �áéñéÜóìá�ïò äåí áðï�åëïýí áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï, ðñïóèÝ�ïõìå ìéá

áêìÞ ìå åëåýèåñá Üêñá ó�ï �áßñéáóìá. ¼�áí ïëïêëçñùèåß ï áëãüñéèìïò, Ý÷ïõìå Ýíá ìåãéó�ï�éêü

�áßñéáóìá.

Åíáëëáê�éêÜ êáé Åðáõîç�éêÜ ÌïíïðÜ�éá. ¸ó�ù M �áßñéáóìá ó�ï ãñÜöçìá G(V;E). ¸íá ìï-

íïðÜ�é �ïõ G �ïõ ïðïßïõ ïé áêìÝò åíáëëÜóóïí�áé ó�á óýíïëá E nM êáéM ïíïìÜæå�áé åíáëëá-

ê�éêü (alternating) ìïíïðÜ�é ãéá �ï M . ¸íá åíáëëáê�éêü ìïíïðÜ�é ìå Üêñá åëåýèåñåò êïñõöÝò

ïíïìÜæå�áé åðáõîç�éêü (augmenting) ìïíïðÜ�é ãéá �ï M .

¸ó�ù p Ýíá åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá �ïM . ïé áêìÝò �ïõ p ðïõ äåí áíÞêïõí ó�ïM äåí Ý÷ïõí

êïéíÜ Üêñá, ãéá�ß ïé áêìÝò �ïõ p nM êáé �ïõ M åíáëëÜóóïí�áé. ÅðïìÝíùò, ïé áêìÝò �ïõ p nM

áðï�åëïýí �áßñéáóìá êáé êáëýð�ïõí üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ p. Ïé áêìÝò �ïõ p nM åßíáé êá�Ü ìßá

ðåñéóóü�åñåò áðü �éò áêìÝò �ïõ p \M , ãéá�ß �á äýï Üêñá �ïõ p åßíáé åëåýèåñåò êïñõöÝò. Ïé

�áéñéáóìÝíåò êïñõöÝò ó�ï M n (p \M) åßíáé äéáöïñå�éêÝò áðü �éò �áéñéáóìÝíåò êïñõöÝò ó�ï

p nM , áöïý �ïM n (p\M) áðï�åëåß�áé áðü �éò áêìÝò �ïõM ðïõ äåí áíÞêïõí ó�ï p. Óõíåðþò,

�ï óýíïëï (M n (p \M)) [ (p nM) áðï�åëåß �áßñéáóìá ó�ï G êáé Ý÷åé jM j + 1 áêìÝò (äçëáäÞ

ìßá áêìÞ ðåñéóóü�åñç áðü �ïM ). Áðü �ï ãåãïíüò áõ�ü ðñïÝñ÷å�áé ç ïíïìáóßá �ïõ åðáõîç�éêïý

ìïíïðá�éïý.

�áñá�çñïýìå ü�é �ï óýíïëï (M n(p\M))[(pnM) �áõ�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï (M[p)n(M\p).

Ôï �åëåõ�áßï áðï�åëåß �ç ëåãüìåíç óõììå�ñéêÞ äéáöïñÜ �ùí óõíüëùí M êáé p. Õðåíèõìßæïõìå

ü�é ç óõììå�ñéêÞ äéáöïñÜ �ùí óõíüëùíM êáé p óõìâïëßæå�áé ìåM �p êáé áðï�åëåß�áé áðü üëá

�á äéáöïñå�éêÜ ó�ïé÷åßá �ùí äýï óõíüëùí. Êá�áëÞãïõìå ëïéðüí ó�ï áêüëïõèï óõìðÝñáóìá.

�ñü�áóç 3. �éá êÜèå �áßñéáóìáM êáé êÜèå åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é p ãéá �ïM , �ïM�p áðï�åëåß

�áßñéáóìá ìå jM j+ 1 áêìÝò.

10.1 ×áñáê�çñéóìüò ÌÝãéó�ùí ÔáéñéáóìÜ�ùí

Èåþñçìá 6 (Èåþñçìá �ïõ Berge). ¸íá �áßñéáóìá M åßíáé ìÝãéó�ï áí êáé ìüíï áí äåí õðÜñ÷åé

åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá �ï M .

Áðüäåéîç. ¸ó�ùM �áßñéáóìá ó�ï ãñÜöçìá G(V;E). Éóïäýíáìá, èá áðïäåßîïõìå ü�é �ïM äåí

åßíáé ìÝãéó�ï áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá �ï M (áí�éèå�ï-áí�éó�ñïöÞ).

Áí õðÜñ÷åé åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é p ãéá �ïM , Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé (�ñü�áóç 3) ü�é �ïM�p

áðï�åëåß �áßñéáóìá ìå ìéá áêìÞ ðåñéóóü�åñç áðü �ï M . Óõíåðþò, �ï M äåí åßíáé ìÝãéó�ï.
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�éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù ü�é �ï M äåí åßíáé ìÝãéó�ï êáé Ýó�ù Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìáM

0

ãéá

�ï ãñÜöçìá G(V;E). Åî' ïñéóìïý åßíáé jM

0

j > jM j (äçë. �ïM

0

Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áêìÝò áðü �ï

M ). Ó�ï õðïãñÜöçìá G(V;M [M

0

), êÜèå êïñõöÞ Ý÷åé âáèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 2. ÄçëáäÞ,

�ï M [M

0

åßíáé Ýíáò 2-ðáñÜãïí�áò �ïõ G. ¢ñá �ï G(V;M [M

0

) áðï�åëåß�áé áðü (áðëïýò)

êýêëïõò êáé (áðëÜ) ìïíïðÜ�éá ó�á ïðïßá ïé áêìÝò �ïõ M

0

åíáëëÜóóïí�áé ìå �éò áêìÝò �ïõ M

(åðåéäÞ êáé �á M

0

êáé M åßíáé �áéñéÜóìá�á).

�áñá�çñïýìå ü�é êÜèå êýêëïò ó�ï G(V;M [M

0

) Ý÷åé ßäéï áñéèìü áêìþí áðü �ï M êáé

�ï M

0

êáé ü�é ìüíï Ýíá ìïíïðÜ�é ìðïñåß íá Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áêìÝò áðü êÜðïéï áðü �á äýï

�áéñéÜóìá�á. ÅðåéäÞ ëïéðüí �ïM

0

Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áêìÝò áðü �ïM , �ï G(V;M [M

0

) ðñÝðåé

íá ðåñéÝ÷åé ìïíïðÜ�é p ó�ï ïðïßï ïé áêìÝò �ïõ M

0

íá åßíáé ðåñéóóü�åñåò áðü �éò áêìÝò �ïõ M .

Áöïý ó�ï p åíáëëÜóóïí�áé ïé áêìÝò �ùí M

0

êáé M , ï ìüíïò �ñüðïò íá óõìâåß áõ�ü åßíáé ïé

áñ÷éêÞ êáé �åëéêÞ áêìÞ �ïõ p íá áíÞêïõí ó�ï M

0

.

ÅðïìÝíùò, ïé áêìÝò �ïõ p åíáëëÜóóïí�áé ó�á E nM êáéM , êáé �á Üêñá �ïõ p åßíáé åëåýèåñá

ó�ï M . ¢ñá �ï p åßíáé åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá �ï M ó�ï ãñÜöçìá G. ut

Ôï Èåþñçìá �ïõ Berge ðñï�åßíåé �çí áêüëïõèç ìåèïäïëïãßá õðïëïãéóìïý åíüò ìÝãéó�ïõ �áé-

ñéÜóìá�ïò: ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å �áßñéáóìá (ð.÷. �ï êåíü óýíïëï áêìþí Þ Ýíá ìåãéó�ï�éêü

�áßñéáóìá). ¸ó�ùM �ï �ñÝ÷ïí �áßñéáóìá óå êÜèå âÞìá �ïõ áëãüñéèìïõ. Åíüóù �ïM äåí åßíáé

ìÝãéó�ï �áßñéáóìá, âñßóêïõìå Ýíá åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é p (�ï Èåþñçìá 6 åããõÜ�áé �çí ýðáñîç

åðáõîç�éêïý ìïíïðá�éïý). Áí�éêáèéó�ïýìå �ï �ñÝ÷ïí �áßñéáóìá ìå �ïM�p, ðïõ åßíáé �áßñéáóìá

êáé Ý÷åé ìéá áêìÞ ðáñáðÜíù. ¼�áí ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ïëïêëçñùèåß, Ý÷ïõìå Ýíá ìÝãéó�ï

�áßñéáóìá.

Äõó�õ÷þò, ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Berge äåí åßíáé êá�áóêåõáó�éêÞ áöïý äåí ðå-

ñéãñÜöåé ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå Ýíá åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá Ýíá �áßñéáóìá ðïõ äåí

åßíáé ìÝãéó�ï.

10.2 ÔÝëåéá ÔáéñéÜóìá�á óå ÄéìåñÞ �ñáöÞìá�á

Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá áðïäåßîïõìå �ï Èåþñçìá �ïõ Hall ðïõ ÷áñáê�çñßæåé �á �Ýëåéá �áéñéÜ-

óìá�á óå äéìåñÞ ãñáöÞìá�á ìå ßäéï áñéèìü êïñõöþí ó�á äýï ìÝñç. Ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò

�ïõ Hall åßíáé êá�áóêåõáó�éêÞ êáé åðé�ñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå Ýíá �Ýëåéï �áßñéáóìá Þ íá ðéó�ï-

ðïéÞóïõìå ü�é äåí õðÜñ÷åé.

�éá �ç äéá�ýðùóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Hall, ÷ñåéáæüìáó�å �ïí áêüëïõèï óõìâïëéóìü. ¸ó�ù

ãñÜöçìá G(V;E), êáé Ýó�ù S � V Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí �ïõ. Óõìâïëßæïõìå ìå � (S) �ï

óýíïëï �ùí êïñõöþí ðïõ óõíäÝïí�áé ìå êïñõöÝò ó�ï S. ÔõðéêÜ, � (S) = fv 2 V : 9u 2

S; fu; vg 2 Eg. Ôï óýíïëï � (S) ïíïìÜæå�áé ãåé�ïíéÜ �ïõ S. ¸ó�ùM Ýíá �áßñéáóìá ó�ï äéìåñÝò

ãñÜöçìá G(X;Y;E), êáé Ýó�ù S Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí �ïõ X (áí�ßó�ïé÷á �ïõ Y ) ðïõ åßíáé

�áéñéáóìÝíåò ó�ï M . Óõìâïëßæïõìå ìåM(S) �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí �ïõ Y (áí�ßó�ïé÷á �ïõ X)

ðïõ óõíäÝïí�áé ìå �éò êïñõöÝò �ïõ S áðü �éò áêìÝò �ïõM (äçë. �á ``�áßñéá'' �ùí êïñõöþí �ïõ S

ó�ï M ). Áöïý êÜèå êïñõöÞ �ïõ S Ý÷åé �áßñé ó�ï M , åßíáé jM(S)j = jSj.

Èåþñçìá 7 (Èåþñçìá �ïõ Hall). ¸ó�ù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X;Y;E) ìå jXj = jY j. Ôï ãñÜöçìá

G Ý÷åé �Ýëåéï �áßñéáóìá áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå S � X , j� (S)j � jSj.
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Áðüäåéîç. ¸ó�ù M �Ýëåéï �áßñéáóìá ó�ï G. �éá êÜèå S � X , åßíáé jM(S)j = jSj åðåéäÞ �ï M

åßíáé �Ýëåéï êáé üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ S åßíáé �áéñéáóìÝíåò. Ï áñéèìüò üëùí �ùí ãåé�üíùí �ïõ S

äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéêñü�åñïò áðü jM(S)j. ÔõðéêÜ, j� (S)j � jSj üðùò áðáé�åß �ï èåþñçìá.

�éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X;Y;E) ìå jXj = jY j ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé ü�é

8S � X; j� (S)j � jSj. �éá íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï G äåí Ý÷åé �Ýëåéï �áß-

ñéáóìá. ¸ó�ù ëïéðüíM Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìá �ïõG, �ï ïðïßï áðü �çí õðüèåóç ðïõ êÜíáìå äåí

åßíáé �Ýëåéï. ¸ó�ù w 2 X ìéá åëåýèåñç êïñõöÞ ó�ï M . Áöïý jXj = jY j, õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí

ìßá åëåýèåñç êïñõöÞ ó�ï Y . Èá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï êá�áóêåõÜæïí�áò åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é

ãéá �ï M ðïõ îåêéíÜåé áðü �ç w êáé êá�áëÞãåé óå åëåýèåñç êïñõöÞ �ïõ Y . Áõ�ü âñßóêå�áé óå

áí�ßöáóç ìå �çí õðüèåóç ü�é �ï M åßíáé ìÝãéó�ï (âë. Èåþñçìá 6).

Èá ðåñéãñÜøïõìå �ç äéáäéêáóßá êá�áóêåõÞò �ïõ åðáõîç�éêïý ìïíïðá�éïý. Áñ÷éêÜ Ýó�ù Y

0

=

;. Ç äéáäéêáóßá åîåëßóóå�áé óå öÜóåéò ðïõ áñéèìïýí�áé ìå �ï äåßê�ç i = 0; 1; 2; : : :. Ç äéáäéêáóßá

ïëïêëçñþíå�áé ó�ç öÜóç i áí �ï Y

i

ðåñéÝ÷åé åëåýèåñç êïñõöÞ. Äéáöïñå�éêÜ óõíå÷ßæåé ó�çí

åðüìåíç öÜóç èÝ�ïí�áò X

i+1

=M(Y

i

) [ fwg êáé Y

i+1

= � (X

i+1

).

�áñá�çñïýìå ü�é ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå �ï X

i+1

÷ñçóéìïðïéïýìå áêìÝò �ïõ M êáé ü�é ïé

êïñõöÝò ðïõ åìöáíßæïí�áé ðñþ�ç öïñÜ ó�ï Y

i+1

óõíäÝïí�áé ìå áõ�Ýò �ïõ X

i+1

ìå áêìÝò åê�üò

�ïõM . �áñá�çñïýìå åðßóçò ü�é ï ìïíáäéêüò �ñüðïò íá ïëïêëçñùèåß áõ�Þ ç äéáäéêáóßá åßíáé íá

êá�áëÞîïõìå óå åëåýèåñç êïñõöÞ �ïõ Y .

Èá äåßîïõìå ü�é áõ�Þ ç äéáäéêáóßá äåí ìðïñåß íá óõíå÷ßæå�áé ãéá ðÜí�á. ¸ó�ù y

i

= jY

i

j êáé

x

i

= jX

i

j ïé ðëçèéêïß áñéèìïß �ùí óõíüëùí Y

i

êáé X

i

óå êÜèå öÜóç. Áñ÷éêÜ åßíáé y

0

= 0 êáé

x

1

= 1. Ï ðëçèÜñéèìïò �ïõ óõíüëïõ Y

i

áõîÜíå�áé ü�áí �ï Y

i

äåí ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò êïñõöÝò.

Áñ÷éêÜ, y

0

= 0. �éá êÜèå öÜóç i, i = 0; 1; : : :, åßíáé x

i+1

= y

i

+ 1 åðåéäÞ X

i+1

=M(Y

i

) [ fwg.

Õðåíèõìßæïõìå ü�é jM(Y

i

)j = jY

i

j åðåéäÞ �ï Y

i

äåí ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò êïñõöÝò êáé ü�é �ï w

åßíáé åëåýèåñç êïñõöÞ (Üñá äåí áíÞêåé ó�ï M(Y

i

)). Åðßóçò, åßíáé y

i+1

� x

i+1

= y

i

+ 1 > y

i

ãéá�ß Y

i+1

= � (X

i+1

) êáé éó÷ýåé ü�é j� (S)j � jSj ãéá êÜèå S � X .

Áöïý �ï óýíïëï Y

i

ìåãáëþíåé óå êÜèå öÜóç êáé �ï jY j åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ç ðáñáðÜíù

äéáäéêáóßá èá ïëïêëçñùèåß êá�áëÞãïí�áò óå ìéá åëåýèåñç êïñõöÞ v 2 Y . Ïëïêëçñþíïõìå �çí

áðüäåéîç äåß÷íïí�áò ü�é �ï ìïíïðÜ�é áðü �çí w ó�ç v áðï�åëåß Ýíá åíáëëáê�éêü ìïíïðÜ�é, Üñá

êáé Ýíá åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é áöïý Ý÷åé äýï åëåýèåñá Üêñá.

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá äçìéïõñãåß Ýíá äÝí�ñï åíáëëáê�éêþí ìïíïðá�éþí

12

ìå ñßæá (åðßðåäï

0) �çí êïñõöÞ w, ó�ï ðñþ�ï åðßðåäï �éò êïñõöÝò �ïõ Y

1

, ó�ï äåý�åñï åðßðåäï �éò êïñõöÝò �ïõ

M(Y

1

), ó�ï �ñß�ï åðßðåäï �éò êïñõöÝò �ïõ Y

2

nY

1

, ó�ï �Ý�áñ�ï åðßðåäï �çò êïñõöÝò �ïõM(Y

2

nY

1

),

êáé ãåíéêÜ, ó�ï åðßðåäï 2i � 1 �éò êïñõöÝò �ïõ Y

i

n (

S

i�1

j=1

Y

j

) (äçëáäÞ �éò êïñõöÝò �ïõ Y ðïõ

åìöáíßó�çêáí ãéá ðñþ�ç öïñÜ ó�ï Y

i

) êáé ó�ï åðßðåäï 2i �éò êïñõöÝò �ïõ M(Y

i

(

S

i�1

j=1

Y

j

))

(äçëáäÞ �á ``�áßñéá'' �ùí íÝùí êïñõöþí �ïõ Y

i

). ¼ëá �á ìïíïðÜ�éá óå áõ�ü �ï äÝí�ñï åßíáé

åíáëëáê�éêÜ ãéá�ß ïé áêìÝò áðü �ï åðßðåäï 2(i � 1) ó�ï åðßðåäï 2i � 1 äåí áíÞêïõí ó�ï M êáé

ïé áêìÝò áðü �ï åðßðåäï 2i� 1 ó�ï åðßðåäï 2i áíÞêïõí ó�ï M . ¸÷ïõìå áðïäåßîåé ü�é �ï äÝí�ñï

áõ�ü óõíå÷ßæåé íá ìåãáëþíåé (äçë. óå êÜèå öÜóç ðñïó�ßèåí�áé íÝåò êïñõöÝò ó�ï Y

i

) ìÝ÷ñé íá

ö�Üóïõìå óå ìéá åëåýèåñç êïñõöÞ v 2 Y .

12

Ôï äÝí�ñï áõ�ü åßíáé ãíùó�ü êáé óáí äÝí�ñï åíáëëáê�éêþí ìïíïðá�éþí �ïõ M ìå ñßæá �ï w. Êá�áóêåõÜæå�áé ìå

ÁíáæÞ�çóç êá�Ü �ëÜ�ïò (îåêéíþí�áò áðü åëåýèåñç êïñõöÞ w 2 X) ó�ï êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé

áí ðñïóáíá�ïëßóïõìå �éò áêìÝò ðïõ äåí åßíáé ó�ï M áðü �ï X ó�ï Y , êáé �éò áêìÝò ó�ï M áðü �ï Y ó�ï X .
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¼ìùò �ï ìïíïðÜ�é áðü �ç w 2 X ó�ç v 2 Y åßíáé åíáëëáê�éêü êáé Ý÷åé åëåýèåñá Üêñá.

¢ñá åßíáé åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá �ïM . Áõ�ü åßíáé Ü�ïðï áöïý õðïèÝóáìå ü�é �ïM åßíáé Ýíá

ìÝãéó�ï �áßñéáóìá. ut

ÅðéóÞìáíóç. Ìå �ïí ßäéï áêñéâþò �ñüðï, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �çí áêüëïõèç ðéï ãåíéêÞ

ìïñöÞ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Hall ðïõ éó÷ýåé ãéá äéìåñÞ ãñáöÞìá�á ìå äéáöïñå�éêü áñéèìü êï-

ñõöþí ó�á äýï ìÝñç. ¸ó�ù äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X;Y;E). ¸íá �áßñéáóìá ïíïìÜæå�áé X-�Ýëåéï

(X-perfet) áí äåí áöÞíåé êáìßá êïñõöÞ �ïõ X åëåýèåñç. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ

Hall åßíáé: ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá G(X;Y;E) Ý÷åé X-�Ýëåéï �áßñéáóìá áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå

S � X , j� (S)j � jSj. ut

�áñá�çñïýìå ü�é ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Hall åßíáé êá�áóêåõáó�éêÞ. ¸ó�ù

G(X;Y;E) äéìåñÝò ìå jXj = jY j. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ïðïéáäÞðï�å �áßñéáóìá ó�ï G(X;Y;E)

(ð.÷. Ýíá ìåãéó�ï�éêü �áßñéáóìá). ¸ó�ù M �ï �ñÝ÷ïí �áßñéáóìá. Åíüóù �ï M äåí åßíáé �Ýëåéï,

åöáñìüæïõìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá îåêéíþí�áò áðü åëåýèåñç êïñõöÞ w 2 X . Áí âñïýìå

Ýíá åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é p, áí�éêáèéó�ïýìå �ï �ñÝ÷ïí �áßñéáóìá ìå �ï M � p, �ï ïðïßï Ý÷åé

ìéá áêìÞ ðáñáðÜíù, êáé óõíå÷ßæïõìå. Áí óå êÜèå öÜóç âñßóêïõìå åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é, èá

êá�áëÞîïõìå óå Ýíá �Ýëåéï �áßñéáóìá. Áõ�ü öõóéêÜ ``ðéó�ïðïéåß'' �çí éäéü�ç�á ü�é �ï ãñÜöçìá

Ý÷åé �Ýëåéï �áßñéáóìá.

Áí óå êÜðïéá äåí âñïýìå åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é, êá�áëÞãïõìå óå óýíïëï Y

i

ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé

åëåýèåñç êïñõöÞ êáé Ý÷åé � (M(Y

i

) [ fwg) = Y

i

(ïðü�å äåí åìöáíßæïí�áé íÝåò êïñõöÝò ó�çí

åðüìåíç öÜóç). Åí�ïðßæïõìå ëïéðüí Ýíá óýíïëï S = M(Y

i

) [ fwg ìå j� (S)j < jSj. Áðü �ï

Èåþñçìá �ïõ Hall, �ï óýíïëï áõ�ü áðï�åëåß ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ü�é �ï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé �Ýëåéï

�áßñéáóìá.

11 Åðßðåäá �ñáöÞìá�á

¸íá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï (planar) áí ìðïñåß íá áðï�õðùèåß / ``æùãñáöéó�åß'' ó�ï åðßðåäï ÷ùñßò

íá äéáó�áõñþíïí�áé ïé áêìÝò �ïõ. ÊÜèå åðßðåäç áðï�ýðùóç åíüò (åðßðåäïõ) ãñáöÞìá�ïò ïñß-

æåé ``êëåéó�Ýò ðåñéï÷Ýò'' ðïõ ïíïìÜæïí�áé üøåéò (faes) �ïõ ãñáöÞìá�ïò. ÔõðéêÜ, äåäïìÝíçò ìéáò

åðßðåäçò áðï�ýðùóçò åíüò ãñáöÞìá�ïò, üøç ïíïìÜæå�áé êÜèå ðåñéï÷Þ �ïõ åðéðÝäïõ ðïõ ðåñéïñß-

æå�áé áðü áêìÝò êáé äåí ìðïñåß íá ÷ùñéó�åß óå ìéêñü�åñåò üøåéò. Ïé åóù�åñéêÝò üøåéò (interior

faes) �ïõ ãñáöÞìá�ïò åßíáé ðåðåñáóìÝíåò. Ç åîù�åñéêÞ üøç (exterior fae) åßíáé áðåñéüñéó�ç

êáé ðåñéëáìâÜíåé ïëüêëçñç �çí ðåñéï÷Þ �ïõ åðéðÝäïõ ðïõ åê�åßíå�áé åê�üò �çò áðï�ýðùóçò �ïõ

ãñáöÞìá�ïò.

ÊÜèå áêìÞ åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìá�ïò óõììå�Ý÷åé óå äýï �ï ðïëý üøåéò. Áí ìßá áêìÞ áíÞêåé

óå êýêëï, áõ�Þ áðï�åëåß óýíïñï / óõììå�Ý÷åé óå äýï üøåéò. Áí ìßá áêìÞ äåí áíÞêåé óå êýêëï,

áõ�Þ óõììå�Ý÷åé óå ìßá üøç. ÊÜèå Üêõêëï åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé ìüíï ìßá üøç, �çí åîù�åñéêÞ.

�áñá�çñåßó�å åðßóçò ü�é áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï, êÜèå õðïãñÜöçìá �ïõ åßíáé åðßóçò

åðßðåäï.
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11.1 Ôýðïò �ïõ Euler

¸ó�ù óõíåê�éêü åðßðåäï ãñÜöçìáG (ü÷é áðáñáß�ç�á áðëü) ìå n êïñõöÝò,m áêìÝò, êáé f üøåéò.

Ï �ýðïò �ïõ Euler óõíäÝåé áõ�Ýò �éò �ñåéò ðïóü�ç�åò:

n+ f = m+ 2

Ìéá óçìáí�éêÞ óõíÝðåéá �ïõ �ýðïõ �ïõ Euler (áðü �éò ðïëëÝò) åßíáé ü�é ï áñéèìüò �ùí üøåùí

åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìá�ïò åßíáé ÷áñáê�çñéó�éêü �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çí

áðï�ýðùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò ó�ï åðßðåäï (ãéá óõíåê�éêÜ ãñáöÞìá�á, ï áñéèìüò �ùí üøåùí åßíáé

ðÜí�á f = m� n+ 2 áíåîÜñ�ç�á �çò áðï�ýðùóçò).

¸íáò �ñüðïò íá áðïäåé÷èåß ï �ýðïò �ïõ Euler åßíáé ìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí áêìþí

åíüò óõíåê�éêïý ãñáöÞìá�ïò ìå n êïñõöÝò. �éá íá åßíáé �ï ãñÜöçìá óõíåê�éêü, ðñÝðåé íá Ý÷åé

m � n� 1 áêìÝò. Áí m = n� 1 êáé �ï ãñÜöçìá åßíáé óõíåê�éêü, �ü�å åßíáé äÝí�ñï. Óå áõ�Þ �çí

ðåñßð�ùóç �ï ãñÜöçìá Ý÷åé ìüíï 1 üøç. Óõíåðþò, óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç éó÷ýåé ü�ém+2 = n+1

(áöïý m + 1 = n). �éá �ï åðáãùãéêü âÞìá, ðáñá�çñïýìå ü�é êÜèå öïñÜ ðïõ ðñïóèÝ�ïõìå ìßá

áêìÞ (÷ùñßò íá ðáñáâéÜæå�áé ç åðéðåäü�ç�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò) äçìéïõñãïýìå ìéá íÝá üøç (ç íÝá

áêìÞ äéáéñåß ìßá õðÜñ÷ïõóá üøç óå äýï). Óõíåðþò, áí õðïèÝóïõìå åðáãùãéêÜ ü�é éó÷ýåé ï �ýðïò

n + f = m + 2 ãéá êÜèå óõíåê�éêü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êáé m áêìÝò, �ü�å èá óõíå÷ßæåé íá

éó÷ýåé ü�é n+ (f + 1) = (m+ 1) + 2, ìå�Ü �çí ðñïóèÞêç ìéáò íÝáò áêìÞò (êáé �çí áíáãêáó�éêÞ

äçìéïõñãßá ìéáò íÝáò üøçò).

Ï �ýðïò �ïõ Euler ãåíéêåýå�áé óå ãñáöÞìá�á ìå k óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò. Óå êÜèå åðßðåäï

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, f üøåéò, êáé k óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, éó÷ýåé ü�é

n+ f = m+ k + 1

Ç áðüäåéîç �ïõ ãåíéêåõìÝíïõ �ýðïõ ãßíå�áé áêñéâþò ìå �ïí ßäéï �ñüðï. Ç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ

�ýðïõ �ïõ Euler ãéá �á óõíåê�éêÜ ãñáöÞìá�á ðñïêýð�åé èÝ�ïí�áò k = 1 (êÜèå óõíåê�éêü ãñÜöçìá

Ý÷åé ìßá ìüíï óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá).

×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí �ýðï �ïõ Euler, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá

G ìå n � 3 êïñõöÝò êáé m áêìÝò Ý÷åé m � 3n � 6 áêìÝò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò

õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá G åßíáé óõíåê�éêü (áí äåí åßíáé ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå áêìÝò

þó�å íá ãßíåé óõíåê�éêü ðáñáìÝíïí�áò áðëü êáé åðßðåäï).

¸ó�ù f ï áñéèìüò �ùí üøåùí �ïõ G. Áöïý �ï ãñÜöçìá åßíáé áðëü, ï ìéêñü�åñïò êýêëïò Ý÷åé

ìÞêïò 3. ÊÜèå üøç ðåñéëáìâÜíåé ëïéðüí �ïõëÜ÷éó�ïí 3 áêìÝò. ÅðïìÝíùò, �ï Üèñïéóìá �ùí áêìþí

üëùí �ùí üøåùí åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí 3f . Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, êÜèå áêìÞ óõììå�Ý÷åé �ï ðïëý óå

äýï üøåéò. ÅðïìÝíùò, �ï Üèñïéóìá �ùí áêìþí üëùí �ùí üøåùí åßíáé �ï ðïëý 2m. ÓõíäõÜæïí�áò

�éò äýï áíéóü�ç�åò, Ý÷ïõìå

3f � Üèñïéóìá áêìþí üëùí �ùí üøåùí � 2m) f �

2

3

m

ÓõíäõÜæïí�áò �ïí �ýðï �ïõ Euler ìå �çí ðáñáðÜíù áíéóü�ç�á, Ý÷ïõìå

m+ 2 = n+ f � n+

2

3

m)

1

3

m � n� 2) m � 3n� 6
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Ç áíéóü�ç�á áõ�Þ åßíáé áêñéâÞò áöïý êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé üëåò �ïõ

�éò üøåéò �ñßãùíá (äçë. áðï�åëïýìåíåò áðü áêñéâþò 3 áêìÝò �çí êáèåìßá) Ý÷åé áêñéâþò 3n� 6

áêìÝò.

×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ßäéá ìåèïäïëïãßá, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é êÜèå áðëü äéìåñÝò

åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n � 2 êïñõöÝò êáé m áêìÝò Ý÷åé m � 2n � 4 áêìÝò. Ç ìüíç äéáöïñïðïß-

çóç åßíáé ü�é áöïý �ï ãñÜöçìá åßíáé áðëü êáé äéìåñÝò, ï ìéêñü�åñïò êýêëïò �ïõ Ý÷åé ìÞêïò 4

(õðåíèõìßæå�áé ü�é �á äéìåñÞ ãñáöÞìá�á äåí Ý÷ïõí êýêëïõò ðåñé��ïý ìÞêïõò êáé óõíåðþò äåí

Ý÷ïõí �ñßãùíá). ¸�óé êÜèå üøç åíüò �Ý�ïéïõ ãñáöÞìá�ïò ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí 4 áêìÝò êáé

f � m=2. Áí�éêáèéó�þí�áò ó�ïí �ýðï �ïõ Euler, ðáßñíïõìå �ï æç�ïýìåíï.

¢óêçóç. Êá�áóêåõÜó�å áðëÜ åðßðåäá ãñáöÞìá�á ìå 6 êïñõöÝò êáé 12 áêìÝò, êáé ìå 7 êïñõöÝò

êáé 15 áêìÝò. Åðßóçò êá�áóêåõÜó�å áðëü åðßðåäï äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå 8 êïñõöÝò êáé 12 áêìÝò.

¢óêçóç. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìéá êïñõöÞ ìå âáèìü

ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 5.

Ëýóç. Áöïý ï áñéèìüò �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò åßíáé �ï ðïëý 3n�6, �ï Üèñïéóìá �ïõ âáèìïý

üëùí �ùí êïñõöþí äåí ìðïñåß íá îåðåñíÜ �ï 6n�12. Áðü �çí áñ÷Þ �ïõ ðåñéó�åñþíá, ðñÝðåé íá

õðÜñ÷åé ìßá êïñõöÞ ìå âáèìü ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï 5. (Äéáöïñå�éêÜ, õðïèÝó�å ü�é üëåò ïé êïñõöÝò

Ý÷ïõí âáèìü ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ 6. Ôï ãñÜöçìá èá ðñÝðåé íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 6n=2 = 3n

áêìÝò. Áõ�ü åßíáé áí�ßöáóç, áöïý êÜèå áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá Ý÷åé �ï ðïëý 3n� 6 áêìÝò).

¢óêçóç. Íá äåßîå�å ü�é �ï K

5

êáé �ï K

3;3

äåí åßíáé åðßðåäá.

Ëýóç. ÔïK

5

äåí åßíáé åðßðåäï ãéá�ß åßíáé áðëü ãñÜöçìá êáé Ý÷åé 10 áêìÝò, áñéèìüò ðïõ îåðåñíÜ

�ï 3� 5 � 6 = 9. Ôï K

3;3

äåí åßíáé åðßðåäï, ãéá�ß åßíáé Ýíá áðëü äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå 9 áêìÝò,

áñéèìüò ðïõ îåðåñíÜ �ï 2� 6� 4 = 8.

11.2 Ôï Èåþñçìá �ïõ Kuratowski

Áðëïðïßçóç óåéñÜò óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé ç ``ðáñÜëåéøç'' ìéáò êïñõöÞò âáèìïý 2 (äçë. ïé äýï

áêìÝò áíÜìåóá ó�éò ïðïßåò ðáñåìâÜëëå�áé ìßá êïñõöÞ âáèìïý 2 áí�éêáèßó�áí�áé áðü ìßá áêìÞ).

�áñá�çñåßó�å ü�é ç áðëïðïßçóç óåéñÜò äåí åðçñåÜæåé �çí åðéðåäü�ç�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò (äçë. ìéá

áðëïðïßçóç óåéñÜò äåí ìðïñåß íá êÜíåé åðßðåäï Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äåí åßíáé Þ �ï áí�ßó�ñïöï). Äýï

ãñáöÞìá�á åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ (homeomorphi) áí ìðïñïýí íá áðëïðïéçèïýí óå äýï éóïìïñöéêÜ

ãñáöÞìá�á äéåíåñãþí�áò ìüíï áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò. Äéáéóèç�éêÜ, �á ïìïéïìïñöéêÜ ãñáöÞìá�á

åßíáé ``�ïðïëïãéêÜ éóïäýíáìá''.

Ôï Èåþñçìá �ïõ Kuratowski åßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêü ãéá�ß ÷áñáê�çñßæåé �çí êëÜóç �ùí

åðßðåäùí ãñáöçìÜ�ùí ìå âÜóç �á äýï áðëïýó�åñá ìç-åðßðåäá ãñáöÞìá�á. ÓõãêåêñéìÝíá, �ï

Èåþñçìá �ïõ Kuratowski ëÝåé ü�é Ýíá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï áí êáé ìüíï áí äåí ðåñéÝ÷åé õðï-

ãñÜöçìá ïìïéïìïñöéêü ìå �ïK

5

Þ �ïK

3;3

. Ìå áðëÜ ëüãéá, êÜèå ìç-åðßðåäï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá

ðåñéÝ÷åé Ýíá õðïãñÜöçìá ``�ïðïëïãéêÜ éóïäýíáìï'' ìå Ýíá áðü �á äýï áðëïýó�åñá ìç-åðßðåäá

ãñáöÞìá�á.

�éá íá äåßîïõìå ü�é Ýíá ãñÜöçìá åßíáé åðßðåäï, áðï�õðþíïõìå / ``æùãñáößæïõìå'' �ï ãñÜöçìá

ó�ï åðßðåäï ÷ùñßò íá äéáó�áõñþíïí�áé ïé áêìÝò �ïõ. �éá íá äåßîïõìå ü�é Ýíá ãñÜöçìá äåí åßíáé

åðßðåäï, ìðïñïýìå åß�å íá äåßîïõìå ü�é Ý÷åé ðïëëÝò áêìÝò êáé ðáñáâéÜæåé êÜðïéï ðüñéóìá �ïõ

�ýðïõ �ïõ Euler (áí åßíáé áðëü, âë. ðùò áðïäåßîáìå ü�é �á K

5

êáé K

3;3

äåí åßíáé åðßðåäá), åß�å

íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï Èåþñçìá �ïõ Kuratowski.
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¢óêçóç. Íá äåßîå�å ü�é �ï óõìðëçñùìá�éêü �ïõ ãñáöÞìá�ïò Petersen äåí åßíáé åðßðåäï.

Ëýóç. Ôï ãñÜöçìá Petersen Ý÷åé 10 êïñõöÝò êáé 15 áêìÝò. Ôï óõìðëçñùìá�éêü �ïõ Ý÷åé åðßóçò

10 êïñõöÝò êáé

10�9

2

� 15 = 45� 15 = 30 áêìÝò. ¼ìùò 30 > 3� 10� 6 = 24 üðùò áðáé�åß�áé.

¢óêçóç. Íá äåßîå�å ü�é �ï ãñÜöçìá Petersen äåí åßíáé åðßðåäï.

Ëýóç. Ôï ãñÜöçìá Petersen Ý÷åé 15 � 24 áêìÝò êáé Üñá äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

�ïí �ýðï �ïõ Euler êáé Þ êÜðïéï ðüñéóìÜ �ïõ. Èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï Èåþñçìá �ïõ

Kuratowski.

�áñá�çñåßó�å ü�é äýï ïìïéïìïñöéêÜ ãñáöÞìá�á ìðïñåß íá Ý÷ïõí äéáöïñå�éêü áñéèìü êïñõ-

öþí êáé áêìþí. ¼ìùò éó÷ýåé �ï áêüëïõèï:

¢óêçóç.¸ó�ù ãñáöÞìá�áG

1

ìå n

1

êïñõöÝò êáém

1

áêìÝò êáé G

2

ìå n

2

êïñõöÝò êáém

2

áêìÝò.

Áí �á G

1

êáé G

2

åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ, íá äåßîå�å ü�é n

1

+m

2

= n

2

+m

1

.

Ëýóç. Áöïý �á G

1

êáé G

2

åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ, ìå�Ü áðü �éò êá�Üëëçëåò áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò èá

ðñÝðåé íá êá�áëÞîïõí íá åßíáé éóïìïñöéêÜ ìå �ï ßäéï ãñÜöçìá G. ¸ó�ù ü�é �ï G Ý÷åé n êïñõöÝò

êáé m áêìÝò. �áñá�çñþ ü�é êÜèå áðëïðïßçóç óåéñÜò ìåéþíåé �üóï �ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí üóï

êáé �ïí áñéèìü �ùí áêìþí êá�Ü 1. ÅðïìÝíùò, ïé áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò äåí ìå�áâÜëïõí �ç äéáöïñÜ

�ïõ áñéèìïý �ùí áêìþí áðü �ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Áöïý �ï G ðñïêýð�åé

áðü �ï G

1

ìå áðëïðïéÞóåéò óåéñÜò, åßíáém�n = m

1

�n

1

. Ïìïßùò ãéá �ï G

2

, n�m = m

2

�n

2

.

Åîéóþíïí�áò �á äýï ìÝëç, Ý÷ïõìå

m

1

� n

1

= m

2

� n

2

) n

1

+m

2

= n

2

+m

1

¢óêçóç. ¸ó�ù áðëü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ðïõ áðï�åëåß�áé

áðü n

1

êïñõöÝò ìå âáèìü k êáé n

2

êïñõöÝò ìå âáèìü k+1. Íá äåßîå�å ü�é n

1

= n(k+1)� 2m

êáé n

2

= 2m� nk.

Ëýóç. Áðü �çí åêöþíçóç, n

1

+ n

2

= n) n

1

= n� n

2

. Åðßóçò, áöïý �ï Üèñïéóìá �ïõ âáèìïý

�ùí êïñõöþí éóïý�áé ìå �ï äéðëÜóéï �ùí áêìþí, Ý÷ïõìå n

1

k+n

2

(k+1) = 2m. Áí�éêáèéó�þí�áò

n

1

k = nk � n

2

k, ðáßñíïõìå

nk � n

2

k + n

2

(k + 1) = 2m) n

2

= 2m� nk

×ñçóéìïðïéþí�áò �ï ãåãïíüò ü�é n

1

= n� n

2

êáé �çí ðáñáðÜíù éóü�ç�á, ðáßñíïõìå

n

1

= n� n

2

= n� (2m� nk)) n

1

= n(k + 1)� 2m

12 ×ñùìá�éêüò Áñéèìüò �ñáöçìÜ�ùí

(¸ãêõñïò) ÷ñùìá�éóìüò åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé ìéá áíÜèåóç ÷ñùìÜ�ùí ó�éò êïñõöÝò �ïõ þó�å

êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ðïõ óõíäÝå�áé ìå áêìÞ íá Ý÷åé äéáöïñå�éêü ÷ñþìá. Ï ÷ñùìá�éêüò áñéèìüò

åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò ÷ñùìÜ�ùí ãéá �ïí ïðïßï õðÜñ÷åé Ýíáò (Ýãêõñïò)

÷ñùìá�éóìüò �ïõ. Ï ÷ñùìá�éêüò áñéèìüò åíüò ãñáöÞìá�ïò G óõìâïëßæå�áé ìå �(G).

Óå Ýíáí Ýãêõñï ÷ñùìá�éóìü, ïé êïñõöÝò ìå �ï ßäéï ÷ñþìá óõãêñï�ïýí Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óý-

íïëï (independent set) áöïý äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ìå�áîý �ïõò. ÊÜèå Ýãêõñïò ÷ñùìá�éóìüò

äéáìåñßæåé �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò óå �üóá áíåîÜñ�ç�á óýíïëá (independent sets) üóá êáé
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v

v1

v2

v3
v4

v5

Ó÷Þìá2. Ç êïñõöÞ v âáèìïý 5 êáé ïé ãåé�ïíéêÝò �çò êïñõöÝò.

�á ÷ñþìá�á ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß. ÅðïìÝíùò, ï ÷ñùìá�éêüò áñéèìüò åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé ï ìéêñü-

�åñïò áêÝñáéïò ãéá �ïí ïðïßï ïé êïñõöÝò �ïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéó�ïýí óå áíåîÜñ�ç�á óýíïëá.

¸íá ãñÜöçìá ìå ÷ñùìá�éêü áñéèìü k åßíáé äçëáäÞ Ýíá k-ìåñÝò (k-partite) ãñÜöçìá.

Ôá äéìåñÞ ãñáöÞìá�á Ý÷ïõí ÷ñùìá�éêü áñéèìü 2. ÅðïìÝíùò, Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìá�éêü

áñéèìü 2 áí êáé ìüíï áí äåí Ý÷åé êýêëïõò ìå ðåñé��ü ìÞêïò. Åðßóçò åßíáé �(K

n

) = n, �(K

n

�v) =

n� 1 ãéá êÜèå êïñõöÞ v, �(K

n

) = 1, êáé �(C

n

) =

(

2 áí n Üñ�éïò

3 áí n ðåñé��üò

Áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ü�é êÜèå ãñÜöçìá G ìå ìÝãéó�ï âáèìü �(G) Ý÷åé ÷ñùìá�éêü áñéèìü

�ï ðïëý �(G)+ 1. Ç éäÝá åßíáé ü�é �á �(G)+ 1 ÷ñþìá�á åßíáé áñêå�Ü ãéá íá ÷ñùìá�ßóïõìå ìéá

êïñõöÞ êáé �ïõò ãåß�ïíåò �çò ìå äéáöïñå�éêÜ ÷ñþìá�á. ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò ðïõ åîå�Üæåé �éò

êïñõöÝò ìßá-ðñïò-ìßá êáé ÷ñùìá�ßæåé êÜèå êïñõöÞ ìå �ï ìéêñü�åñï äéáèÝóéìï ÷ñþìá õðïëïãßæåé

Ýíá (Ýãêõñï) ÷ñùìá�éóìü �ùí êïñõöþí ìå ü÷é ðåñéóóü�åñá áðü �(G) + 1 ÷ñþìá�á. Áðü �çí

Üëëç ìåñéÜ, êÜèå ãñÜöçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá êëßêá ìåãÝèïõò k óáí õðïãñÜöçìá Ý÷åé ÷ñùìá�éêü

áñéèìü �ïõëÜ÷éó�ïí k.

12.1 ×ñùìá�éêüò Áñéèìüò Åðßðåäïõ �ñáöÞìá�ïò

�ñüóöá�á áðïäåß÷�çêå ç äéÜóçìç åéêáóßá ü�é êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá (éóïäýíáìá åðßðåäïò ÷Üñ-

�çò) ìðïñåß íá ÷ñùìá�éó�åß ìå 4 ÷ñþìá�á (4-olor theorem). Åäþ èá áðïäåßîïõìå ü�é êÜèå

åðßðåäï ãñÜöçìá ìðïñåß íá ÷ñùìá�éó�åß ìå 5 �ï ðïëý ÷ñþìá�á.

Èåþñçìá 8. ÊÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá ìðïñåß íá ÷ñùìá�éó�åß ìå 5 �ï ðïëý ÷ñþìá�á.

Áðüäåéîç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞ-

ìá�ïò. Ï éó÷õñéóìüò åßíáé �å�ñéììÝíá áëçèÞò áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åé ìÝ÷ñé 5 êïñõöÝò. ÅðáãùãéêÜ

õðïèÝ�ïõìå ü�é ï éó÷õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n� 1 �ï ðïëý êïñõöÝò.

Èá äåßîïõìå ü�é ï éó÷õñéóìüò åßíáé áëçèÞò êáé êÜèå åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò.

¸ó�ù G(V;E) áðëü åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò (áí �ï ãñÜöçìá äåí åßíáé áðëü, ìðï-

ñïýìå íá áãíïÞóïõìå �éò ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé �ïõò âñüã÷ïõò ãéá�ß äåí ðáßæïõí êáíÝíá ñüëï

ó�ï ÷ñùìá�éóìü ãñáöçìÜ�ùí). �íùñßæïõìå ü�é êÜèå áðëü ãñÜöçìá Ý÷åé ìéá êïñõöÞ ìå âáèìü ìé-

êñü�åñï Þ ßóï �ïõ 5. ¸ó�ù v ìéá êïñõöÞ �ïõ G ìå âáèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 5, êáé v

1

; v

2

; : : : ; v

5
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ïé ãåß�ïíåò �ïõ v (ç áñßèìçóç ãßíå�áé ó�ç öïñÜ �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý, âë. Ó÷Þìá 2). Áöáé-

ñþí�áò �ç v ðñïêýð�åé Ýíá åðßðåäï ãñÜöçìá ìå n� 1 êïñõöÝò ðïõ ìðïñåß íá ÷ñùìá�éó�åß ìå 5

÷ñþìá�á áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç. Èåùñïýìå Ýíáí �Ý�ïéï ÷ñùìá�éóìü �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gnv.

Áí õðÜñ÷ïõí äýï ãåß�ïíåò �çò v ìå �ï ßäéï ÷ñþìá, �ü�å ÷ñùìá�ßæïõìå �ç v ìå �ï ÷ñþìá ðïõ

äåí ÷ñçóéìïðïéåß�áé áðü �ïõò ãåß�ïíåò �çò êáé ïëïêëçñþíù �ï ÷ñùìá�éóìü �ïõ G ìå 5 ÷ñþìá�á.

¸ó�ù ëïéðüí ü�é üëïé ïé ãåß�ïíåò �çò v Ý÷ïõí äéáöïñå�éêÜ ÷ñþìá�á (õðïèÝ�ïõìå ü�é ç êïñõöÞ

v

i

Ý÷åé �ï ÷ñþìá i, i = 1; : : : ; 5).

Áí ïé êïñõöÝò v

1

êáé v

3

äåí óõíäÝïí�áé ìå ìïíïðÜ�é ó�ï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá G

1;3

ðïõ

ïñßæå�áé áðü �éò êïñõöÝò ìå ÷ñþìá�á 1 êáé 3, �ü�å ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå áìïéâáßá �á ÷ñþìá�á

�ùí êïñõöþí ó�ç óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ G

1;3

ðïõ áíÞêåé ç êïñõöÞ v

1

(äçë. êÜèå êïñõöÞ �çò

óõãêåêñéìÝíçò óõíåê�éêÞò óõíéó�þóáò �ïõ G

1;3

ðïõ Ý÷åé ÷ñþìá 1 ÷ñùìá�ßæå�áé ìå �ï ÷ñþìá 3,

êáé êÜèå êïñõöÞ ÷ñþìá�ïò 3 ÷ñùìá�ßæå�áé 1). Ôþñá ç êïñõöÞ v

1

Ý÷åé ÷ñþìá�á 3 êáé ìðïñïýìå

íá ÷ñùìá�ßóïõìå �çí êïñõöÞ v ìå �ï ÷ñþìá 1.

¸ó�ù ëïéðüí ü�é ïé êïñõöÝò v

1

êáé v

3

óõíäÝïí�áé ìå ìïíïðÜ�é ó�ï G

1;3

. Ëüãù �çò åðéðåäü-

�ç�áò �ïõ G, ïé êïñõöÝò v

2

êáé v

4

äåí óõíäÝïí�áé ìå ìïíïðÜ�é ó�ï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá G

2;4

ðïõ ïñßæå�áé áðü �éò êïñõöÝò ìå ÷ñþìá�á 2 êáé 4. ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå áìïéâáßá

�á ÷ñþìá�á �ùí êïñõöþí ó�ç óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ G

2;4

ðïõ áíÞêåé ç êïñõöÞ v

2

êáé íá

÷ñùìá�ßóïõìå �çí êïñõöÞ v ìå �ï ÷ñþìá 2. ut

13 ÁíåîÜñ�ç�á Óýíïëá êáé Êáëýììá�á Êïñõöþí

¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E). ¸íá óýíïëï êïñõöþí S � V ïíïìÜæå�áé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (inde-

pendent set) áí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ìå�áîý áõ�þí �ùí êïñõöþí. ¸íá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï åßíáé

ìÝãéó�ï (Maximum Independent Set - MIS) ü�áí äåí õðÜñ÷åé ìåãáëý�åñï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï

ó�ï ãñÜöçìá. Ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí (Þ �ï ìÝãåèïò) �ïõ ìåãáëý�åñïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ

ïíïìÜæå�áé áñéèìüò áíåîáñ�çóßáò (independene number) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G êáé óõìâïëßæå�áé

ìå �(G). ¸íá óýíïëï êïñõöþí S åßíáé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ó�ï G áí êáé ìüíï áí �ï S åßíáé

êëßêá (lique), äçëáäÞ ðëÞñåò õðïãñÜöçìá, ó�ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá G.

¸íá óýíïëï êïñõöþí C � V ïíïìÜæå�áé êÜëõììá êïñõöþí (vertex over) ü�áí êÜèå áêìÞ

�ïõ ãñáöÞìá�ïò Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á Üêñá �çò ó�ï C . ¸íá êÜëõììá êïñõöþí åßíáé

åëÜ÷éó�ï (Minimum Vertex Cover - MVC) ü�áí äåí õðÜñ÷åé Üëëï ìéêñü�åñï êÜëõììá êïñõöþí

ó�ï ãñÜöçìá. Ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí (Þ �ï ìÝãåèïò) �ïõ ìéêñü�åñïõ êáëýììá�ïò êïñõöþí

ïíïìÜæå�áé áñéèìüò êÜëõøçò (overing number) �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé óõìâïëßæå�áé ìå �(G).

�ñü�áóç 4. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E). ¸íá óýíïëï êïñõöþí S � V åßíáé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï �ïõ

G áí êáé ìüíï áí �ï óýíïëï V n S åßíáé êÜëõììá êïñõöþí.

Áðüäåéîç. Åî' ïñéóìïý, �ï S åßíáé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï áí êáé ìüíï áí äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ

ðïõ Ý÷åé êáé �á äýï Üêñá �çò ó�ï S. Áõ�ü óõìâáßíåé áí êáé ìüíï áí êÜèå áêìÞ Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí

Ýíá áðü �á Üêñá �çò ó�ï V n S, äçëáäÞ áí êáé ìüíï áí �ï V n S åßíáé êÜëõììá êïñõöþí. ut

�ñü�áóç 5. Óå êÜèå ãñÜöçìá G(V;E), �(G) + �(G) = jV j.
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Áðüäåéîç. ¸ó�ù S Ýíá ìÝãéó�ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï �ïõ G. Åî' ïñéóìïý åßíáé jSj = �(G). Áðü

�çí �ñü�áóç 4, �ï V n S åßíáé Ýíá êÜëõììá êïñõöþí, êáé åðïìÝíùò �(G) � n � �(G) =)

�(G) � n� �(G).

¸ó�ù C Ýíá åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí �ïõ G. Åî' ïñéóìïý åßíáé jCj = �(G). Áðü �çí

�ñü�áóç 4, �ï V nC åßíáé Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï, êáé åðïìÝíùò �(G) � n��(G). Ôï æç�ïýìåíï

ðñïêýð�åé óõíäõÜæïí�áò �éò äýï áíéóü�ç�åò. ut

Ìéá Üìåóç óõíÝðåéá �çò �ñü�áóçò 5 åßíáé ü�é Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S åßíáé ìÝãéó�ï áí êáé

ìüíï áí �ï êÜëõììá êïñõöþí V n S åßíáé åëÜ÷éó�ï.

Ï õðïëïãéóìüò åíüò ìÝãéó�ïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ óå ãåíéêÜ ãñáöÞìá�á åßíáé Ýíá ðïëý

äýóêïëï ðñüâëçìá (áðü Üðïøç õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò). ¸íá ìåãéó�ï�éêü áíåîÜñ�ç�ï

óýíïëï ðñïêýð�åé åýêïëá áí îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S (ð.÷. áñ÷éêÜ �ï êåíü

óýíïëï). Åíüóù õðÜñ÷åé êïñõöÞ v 2 V n S ðïõ äåí óõíäÝå�áé ìå êáìßá êïñõöÞ �ïõ S, áí�éêá-

èéó�ïýìå �ï S ìå �ï S [ fvg êáé óõíå÷ßæïõìå. Áõ�Þ ç åðáíáëçð�éêÞ äéáäéêáóßá �åñìá�ßæåé ìå

Ýíá ìåãéó�ï�éêü áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S (áí ðñïóèÝóù ïðïéáäÞðï�å êïñõöÞ ó�ï S, áõ�ü ðáýåé íá

åßíáé áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï).

Êá�' áíáëïãßá, ï õðïëïãéóìüò åíüò åëÜ÷éó�ïõ êáëýììá�ïò êïñõöþí åßíáé Ýíá ðïëý äýóêïëï

ðñüâëçìá (áðü Üðïøç õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò). Åßíáé üìùò ó÷å�éêÜ áðëü íá õðïëïãß-

óïõìå Ýíá êÜëõììá êïñõöþí ðïõ Ý÷åé �ï ðïëý 2�(G) êïñõöÝò.

Õðïëïãßæïõìå Ýíá ìåãéó�ï�éêü �áßñéáóìá M . �íùñßæïõìå ü�é ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò �ïõ M

áðï�åëïýí Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï. Óõíåðþò, ïé êïñõöÝò ðïõ åßíáé �áéñéáóìÝíåò ó�ï M áðï-

�åëïýí Ýíá êÜëõììá êïñõöþí. ¸ó�ù ëïéðüí C �ï êÜëõììá êïñõöþí ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �éò

�áéñéáóìÝíåò êïñõöÝò ó�ï M . Åßíáé jCj = 2 jM j (ãéá êÜèå áêìÞ �ïõM Ý÷ïõìå �á äýï Üêñá �çò

ó�ï C). ¼ìùò åßíáé �(G) � jM j ãéá�ß êÜèå êÜëõììá êïñõöþí (�ïõ åëÜ÷éó�ïõ óõìðåñéëáìâá-

íïìÝíïõ) ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á äýï Üêñá êÜèå áêìÞò �ïõ M . Äéáöïñå�éêÜ, èá

ç óõãêåêñéìÝíç áêìÞ �ïõ M èá Þ�áí áêÜëõð�ç. Óõíåðþò, jCj = 2jM j � 2�(G).

Åßäáìå ëïéðüí ü�é ãéá êÜèå �áßñéáóìáM êáé êÜèå êÜëõììá êïñõöþíC , éó÷ýåé ü�é jM j � jCj.

Ï ëüãïò åßíáé ü�é �ï êÜëõììá êïñõöþí ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á äýï Üêñá

êÜèå áêìÞò �ïõ �áéñéÜóìá�ïò. ÌÜëéó�á ç éóü�ç�á áðï�åëåß êñé�Þñéï âåë�éó�ü�ç�áò (optimality

riterion) �üóï ãéá Ýíá �áßñéáóìá üóï êáé ãéá �ï áí�ßó�ïé÷ï êÜëõììá êïñõöþí.

�ñü�áóç 6. ¸ó�ù Ýíá �áßñéáóìá M êáé êÜëõììá êïñõöþí C �Ý�ïéá þó�å jM j = jCj. Ôü�å �ï

M áðï�åëåß Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìá êáé �ï C áðï�åëåß Ýíá åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí.

Áðüäåéîç. ¸ó�ù M

�

Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìá êáé C

�

Ýíá åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí. Éó÷ýåé ü�é

jM j � jM

�

j � jC

�

j � jCj

Ç ðñþ�ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß �ï M

�

åßíáé Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìá, ç äåý�åñç ãéá�ß �ï ìÝãåèïò

êÜèå êÜëõììá êïñõöþí åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï áðü �ï ìÝãåèïò êÜèå �áéñéÜóìá�ïò, êáé ç �ñß�ç

áíéóü�ç�á ãéá�ß �ï C

�

åßíáé Ýíá åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí. Áöïý õðïèÝóáìå ü�é jM j = jCj,

üëåò ïé ðáñáðÜíù áíéóü�ç�åò ðñÝðåé íá åßíáé éóü�ç�åò. ¸�óé jM j = jM

�

j êáé jC

�

j = jCj. ut

Ç ðáñáðÜíù ðñü�áóç ëÝåé ü�é ü�áí Ýíá �áßñéáóìá Ý÷åé �ï ßäéï ìÝãåèïò ìå Ýíá êÜëõììá

êïñõöþí, �ü�å êáé �á äýï åßíáé âÝë�éó�á (äçë. �ï �áßñéáóìá åßíáé ìÝãéó�ï êáé �ï êÜëõììá êï-
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ñõöþí åëÜ÷éó�ï). ¼ìùò õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ãñáöÞìá�á ðïõ �ï åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí åßíáé

ìåãáëý�åñï áðü �ï ìÝãéó�ï �áßñéáóìá.

13.1 Êáëýììá�á Êïñõöþí óå ÄéìåñÞ �ñáöÞìá�á

Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ü�é ó�á äéìåñÞ ãñáöÞìá�á �ï ìÝãåèïò �ïõ ìÝãéó�ïõ �áéñéÜóìá-

�ïò åßíáé ðÜí�á ßóï ìå �ï ìÝãåèïò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ êáëýììá�ïò êïñõöþí. Áõ�ü �ï áðï�Ýëåóìá

åßíáé ãíùó�ü óáí Èåþñçìá �ïõ K

�

onig êáé áðï�åëåß ïõóéáó�éêÜ ìéá åíáëëáê�éêÞ äéá�ýðùóç �ïõ

ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Hall (óõ÷íÜ �á äýï ÈåùñÞìá�á áíáöÝñïí�áé óáí Èåþñçìá K

�

onig-Hall).

Èåþñçìá 9 (Èåþñçìá �ïõ K

�

onig). Óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá, ï áñéèìüò �ùí áêìþí ó�ï ìÝãéó�ï

�áßñéáóìá åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùí êïñõöþí ó�ï åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí.

Áðüäåéîç. ¸ó�ù G(X;Y;E) äéìåñÝò ãñÜöçìá, êáé Ýó�ùM Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìá ó�ï G. ×ùñßò

âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ïM äåí åßíáé X-�Ýëåéï

13

. ¸ó�ùW � X �ï óýíïëï �ùí

åëåýèåñùí êïñõöþí �ïõ X .

Åöáñìüæïõìå �ç äéáäéêáóßá êá�áóêåõÞò äÝí�ñùí åíáëëáê�éêþí ìïíïðá�éþí ðïõ ðåñéãñÜ-

öçêå ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Hall. Áõ�Þ �ç öïñÜ îåêéíÜìå áðü �ï óýíïëï W

�ùí åëåýèåñùí êïñõöþí �ïõ X . Áñ÷éêÜ Y

0

= ;. Óå êÜèå öÜóç i, i = 0; 1; 2; : : :, èÝ�ïõìå

X

i+1

=M(Y

i

) [W êáé Y

i+1

= � (X

i+1

).

Áöïý �ïM åßíáé ìÝãéó�ï �áßñéáóìá, äåí õðÜñ÷åé åðáõîç�éêü ìïíïðÜ�é ãéá �ïM (âë. Èåþñçìá

�ïõ Berge). Óõíåðþò, áõ�Þ ç äéáäéêáóßá äåí ìðïñåß íá êá�áëÞîåé óå óýíïëï Y

i

ðïõ ðåñéÝ÷åé

åëåýèåñç êïñõöÞ �ïõ Y (âë. åðßóçò áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Hall). Áöïý äåí åßíáé äõíá�üí

íá ðñïó�ßèåí�áé óõíå÷þò íÝåò êïñõöÝò ó�ï óýíïëï Y

i

, óå êÜðïéá öÜóç êá�áëÞãïõìå óå Ýíá Y

i

ìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ �áéñéáóìÝíåò êáé � (M(Y

i

) [W ) = Y

i

. Åßíáé X

i

=M(Y

i

) [W .

Èåùñþ �ï óýíïëï êïñõöþí C = Y

i

[ (X nX

i

). �áñá�çñïýìå ü�é �ï óýíïëï X nX

i

ðåñéÝ÷åé

ìüíï �áéñéáóìÝíåò êïñõöÝò (üëåò ïé åëåýèåñåò êïñõöÝò áíÞêïõí ó�ïW êáé Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß

ó�ï X

i

). ÌÜëéó�á �á ``�áßñéá'' �ùí êïñõöþí �ïõ X nX

i

åßíáé ïé �áéñéáóìÝíåò êïñõöÝò �ïõ Y ðïõ

äåí áíÞêïõí ó�ï Y

i

. �ñÜãìá�é, ìéá �áéñéáóìÝíç êïñõöÞ �ïõ X áíÞêåé ó�ï X

i

áí êáé ìüíï áí �ï

�áßñé �çò áíÞêåé ó�ï Y

i

. Éóïäýíáìá, ìéá �áéñéáóìÝíç êïñõöÞ �ïõ X äåí áíÞêåé ó�ï X

i

áí êáé

ìüíï áí �ï �áßñé �çò äåí áíÞêåé ó�ï Y

i

. Óõíåðþò, ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí �ïõ C åßíáé ßóïò ìå �ïí

áñéèìü �ùí �áéñéáóìÝíùí êïñõöþí ó�ï Y (Þ éóïäýíáìá ó�ï X), äçëáäÞ ï áñéèìüò �ùí êïñõöþí

�ïõ C åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùí áêìþí �ïõ M (�õðéêÜ, jCj = jM j).

×ñåéÜæå�áé áêüìç íá äåßîïõìå ü�é �ï C åßíáé Ýíá êÜëõììá êïñõöþí. Áöïý � (X

i

) = Y

i

, äåí

õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ìå�áîý �ùí êïñõöþí �ïõ X

i

êáé �ùí êïñõöþí �ïõ Y nY

i

. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï

(Y n Y

i

) [X

i

åßíáé Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï. ÅðïìÝíùò, �ï C = Y

i

[ (X nX

i

) åßíáé Ýíá êÜëõììá

êïñõöþí.

Áöïý �ï C åßíáé êÜëõììá êïñõöþí êáé jCj = jM j, �ï C åßíáé Ýíá åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí

ëüãù �çò �ñü�áóçò 6. ¢ñá �ï ìÝãåèïò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ êáëýììá�ïò êïñõöþí åßíáé ßóï ìå �ï ìÝãåèïò

�ïõ ìÝãéó�ïõ �áéñéÜóìá�ïò. ut

13

Áöïý �ï ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò, �ï X áðï�åëåß êÜëõììá êïñõöþí ãéá�ß �ï Y áðï�åëåß áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï. Áí �ï

M Þ�áí X-�Ýëåéï, èá åß÷áìå jM j = jXj êáé �ï æç�ïýìåíï Ýðå�áé åõèÝùò áðü �çí �ñü�áóç 6.
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Ôï Èåþñçìá �ïõ Hall õðïäåéêíýåé Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò ìÝ-

ãéó�ïõ �áéñéÜóìá�ïò óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá. Óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá, Ýíá åëÜ÷éó�ï êÜëõììá

êïñõöþí ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß áðü Ýíá ìÝãéó�ï �áßñéáóìá ìå âÜóç �ï Èåþñçìá �ïõ K

�

onig.

ÅðéðëÝïí, Ýíá ìÝãéó�ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ðáßñíïí�áò �éò êïñõöÝò ðïõ

äåí áíÞêïõí ó�ï åëÜ÷éó�ï êÜëõììá êïñõöþí. ÅðïìÝíùò, �á ðñïâëÞìá�á �ïõ õðïëïãéóìïý åíüò

åëÜ÷éó�ïõ êáëýììá�ïò êïñõöþí êáé åíüò ìÝãéó�ïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ ëýíïí�áé áðïäï�éêÜ óå

äéìåñÞ ãñáöÞìá�á (áí êáé áðï�åëïýí äõóåðßëõ�á ðñïâëÞìá�á ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìá�á).

14 Áñéèìïß Ramsey

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é ãéá êÜèå æåõãÜñé áêåñáßùí n;m, õðÜñ÷åé Ýíáò åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò

r(n;m) �Ý�ïéïò þó�å êÜèå ãñÜöçìá ìå �ïõëÜ÷éó�ïí r(n;m) êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé åß�å �ï K

n

(êëßêá

ìå n êïñõöÝò) åß�å �ï K

m

(áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìå m êïñõöÝò). Ïé áñéèìïß áõ�ïß óõìâïëßæïí�áé

ìå r(n;m) êáé ïíïìÜæïí�áé áñéèìïß Ramsey. Ï áñéèìüò Ramsey r(n;m) åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò ðïõ

åîáóöáëßæåé �çí ðáñáðÜíù éäéü�ç�á ìå �çí Ýííïéá ü�é õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ãñÜöçìá ìå

r(n;m) � 1 êïñõöÝò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé åß�å �ï K

n

åß�å �ï K

m

. Ï áêñéâÞò õðïëïãéóìüò �ùí

áñéèìþí Ramsey ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �ùí n;m áðï�åëåß Ýíá åîáéñå�éêÜ äýóêïëï ðñüâëçìá ãéá �ï

ïðïßï äåí ãíùñßæïõìå ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï åðßëõóçò.

Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ü�é r(3; 3) = 6. �áñá�çñïýìå áñ÷éêÜ ü�é r(3; 3) � 6 åðåéäÞ

ï êýêëïò ìå 5 êïñõöÝò Ý÷åé ìÝãéó�ç êëßêá êáé ìÝãéó�ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìåãÝèïõò 2. �éá íá

äåßîïõìå �çí éóü�ç�á, ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é êÜèå ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé åß�å êëßêá

åß�å áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìå 3 êïñõöÝò. Ç ðñïóèÞêç êáé Üëëùí êïñõöþí äåí ìðïñåß íá åðçñåÜóåé

áõ�Þ �çí éäéü�ç�á.

�ñü�áóç 7. ÊÜèå ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé åß�å �ï K

3

åß�å �ï K

3

.

Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é ó�ï ãñÜöçìá õðÜñ÷åé êïñõöÞ v ìå âáèìü ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ 3, êáé Ýó�ù

u

1

; u

2

; u

3

�ñåéò ãåß�ïíåò �çò v. Áí äýï áðü �éò u

1

; u

2

; u

3

óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ (ð.÷. ç u

1

ìå �ç u

2

), �ï

�ñßãùíï v; u

1

; u

2

áðï�åëåß êëßêá ìå 3 êïñõöÝò. Äéáöïñå�éêÜ, ïé u

1

; u

2

; u

3

áðï�åëïýí áíåîÜñ�ç�ï

óýíïëï ìå 3 êïñõöÝò.

Áí üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò Ý÷ïõí âáèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 2, èåùñïýìå �ï óõ-

ìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá. Áõ�ü ðåñéÝ÷åé êïñõöÞ ìå âáèìü ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ 3, êáé åðïìÝíùò

ðåñéÝ÷åé åß�å �ï �ï K

3

åß�å �ï K

3

. Áí �ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé �ï K

3

(áí�ßó�ïé÷á,

�ï K

3

), �ï áñ÷éêü ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé �ï K

3

(áí�ßó�ïé÷á, �ï K

3

). ut
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