
ÂáóéêÝò ¸ííïéåò ó�ç Óõíäõáó�éêÞ ÁðáñßèìçóçÄçìÞ�ñçò Öù�ÜêçòÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÅèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïEmail: fotakis�s.ntua.gr1 Ó�ïé÷åéþäçò Óõíäõáó�éêÞ ÁðáñßèìçóçÁí�éêåßìåíï. Íá ìå�ñÞóïõìå ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýí íá óõìâïýí äéÜöïñáãåãïíü�á ÷ñçóéìïðïéþí�áò óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á.Êáíüíáò ãéíïìÝíïõ. ÁöïñÜ ìüíï áíåîÜñ�ç�á ãåãïíü�á, äçëáäÞ ãåãïíü�á ðïõ �ï áðï�Ýëåóìá �ïõåíüò äåí åîáñ�Ü�áé ìå êáíÝíá �ñüðï áðü �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ Üëëïõ1. Áí Ý÷ïõìå �á áíåîÜñ�ç�áãåãïíü�á A êáé B, êáé �ï ãåãïíüò A óõìâáßíåé ìå nA �ñüðïõò êáé �ï ãåãïíüò B ìå nB �ñüðïõò,�ï A êáé B óõìâáßíåé ìå nA � nB �ñüðïõò.�áñÜäåéãìá 1. Ïé êáñêéíéêÝò óõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò 10 ìå êåöáëáßá ãñÜììá�á �ïõ ÅëëçíéêïýáëöáâÞ�ïõ (÷ùñßò �üíïõò) åßíáé 245, áöïý äéáëÝãïõìå �ï ðñþ�ï, äåý�åñï, : : :, ðÝìð�ï ãñÜììááíåîÜñ�ç�á êáé ìå 24 �ñüðïõò �ï êáèÝíá. Áõ�Ü êáèïñßæïõí êáé �á ðÝí�å åðüìåíá ãñÜììá�á. ÏéåðéëïãÝò �ùí ðÝí�å ðñþ�ùí ãñáììÜ�ùí óõíéó�ïýí áíåîÜñ�ç�á ãåãïíü�á, áöïý ç åðéëïãÞ �ïõ åíüòãñÜììá�ïò äåí åðçñåÜæåé ìå êáíÝíá �ñüðï �çí åðéëïãÞ �ïõ Üëëïõ. utÊáíüíáò áèñïßóìá�ïò. ÁöïñÜ ìüíï áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá ãåãïíü�á üðïõ ç åìöÜíéóç �ïõ åíüòáðïêëåßåé �çí �áõ�ü÷ñïíç åìöÜíéóç �ïõ Üëëïõ. Áí Ý÷ïõìå �á áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá ãåãïíü�áA êáé B, êáé �ï ãåãïíüò A óõìâáßíåé ìå nA �ñüðïõò êáé �ï ãåãïíüò B ìå nB �ñüðïõò, �ï A Þ Bóõìâáßíåé ìå nA + nB �ñüðïõò.�áñÜäåéãìá 2. ¸÷ïõìå 24 áñéèìçìÝíåò (äéáöïñå�éêÝò) ðñÜóéíåò ìðÜëåò êáé 24 áñéèìçìÝíåòêüêêéíåò ìðÜëåò. ÕðÜñ÷ïõí 242 = 576 äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá äéáëÝîïõìå ìßá ðñÜóéíç êáé ìßáêüêêéíç ìðÜëá (êáíüíáò �ïõ ãéíïìÝíïõ áöïý ç åðéëïãÞ �çò ðñÜóéíçò ìðÜëáò åßíáé áíåîÜñ�ç�çáðü �çí åðéëïãÞ �çò êüêêéíçò ìðÜëáò).�éá íá ìå�ñÞóïõìå �ïõò �ñüðïõò íá äéáëÝîïõìå äýï ìðÜëëåò (÷ùñßò ðåñéïñéóìü ÷ñþìá�ïò)ïñßæïõìå �á áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá ãåãïíü�á: ÄéáëÝãïõìå ðñÜóéíç êáé êüêêéíç (242 �ñüðïé),äéáëÝãïõìå äýï êüêêéíåò (24 � 23=2 �ñüðïé), êáé äéáëÝãïõìå äýï ðñÜóéíåò (24 � 23=2 �ñüðïé).Åöáñìüæù êáíüíá áèñïßóìá�ïò êáé Ý÷ïõìå óýíïëï: 242 + 12� 23 + 12� 23 = 1128 �ñüðïé. ut�áñÜäåéãìá 3. ¸÷ïõìå 5 ÅëëçíéêÜ, 7 ÁããëéêÜ, êáé 10 �åñìáíéêÜ âéâëßá (óõíïëéêÜ 22). ÕðÜñ-÷ïõí 22 � 21=2 = 231 äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá äéáëÝîïõìå äýï âéâëßá (÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò).¼ìùò áí èÝëïõìå íá äéáëÝîïõìå äýï âéâëßá ìå äéáöïñå�éêÞ ãëþóóá, Ý÷ïõìå �éò ðåñéð�þóåéò1 Ç áíåîáñ�çóßá äýï ãåãïíü�ùí Á êáé Â åëÝã÷å�áé ðñáê�éêÜ ìå �çí åñþ�çóç: ``Ç ãíþóç �ïõ áðï�åëÝóìá�ïò ãéá �ïãåãïíüò Á, ðñïóèÝ�åé ðëçñïöïñßá ãéá �ï ãåãïíüò Â;'' Ôá ãåãïíü�á Á êáé Â åßíáé áíåîÜñ�ç�á ü�áí ç áðÜí�çóç åßíáé``ü÷é''.



(áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá ãåãïíü�á): ÄéáëÝãïõìå Åëëçíéêü êáé Áããëéêü (35 �ñüðïé), Áããëéêü êáé�åñìáíéêü (70 �ñüðïé), Þ Åëëçíéêü êáé �åñìáíéêü (50 �ñüðïé). Ï êáíüíáò áèñïßóìá�ïò äßíåé 155äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò. ut2 Ìå�áèÝóåéò � Äéá�Üîåéò Áí�éêåéìÝíùí�üóïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá âÜëïõìå Ýíá óýíïëï äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí ó�ç óåéñÜ (äç-ëáäÞ ç èÝóç êÜèå áí�éêåéìÝíïõ Ý÷åé óçìáóßá).Ìå�Üèåóåéò n áí�éêåéìÝíùí óå n èÝóåéò: n! = n(n� 1) � � � 1 = P (n; n).ÄéÜ�áîåéò n áí�éêåéìÝíùí óå k èÝóåéò: n(n� 1) � � � (n� k + 1) = n!(n�k)! = P (n; k).�áñÜäåéãìá 4. ¼�áí Ý÷ïõìå 20 ìáèç�Ýò êáé èÝëïõìå íá äéáëÝîïõìå 5 êáé íá �ïõò âÜëïõìå ó�çóåéñÜ, õðÜñ÷ïõí 20 � 19 � 18 � 17 � 16 = P (20; 5) = 20!15! äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá �ï êÜíïõìå. ut2.1 Ìå�áèÝóåéò ÏìÜäùí ìå ¼ìïéá Áí�éêåßìåíá.¸÷ïõìå k äéáöïñå�éêÝò ïìÜäåò áí�éêåéìÝíùí, ç ðñþ�ç Ý÷åé n1 ßäéá áí�éêåßìåíá, ç äåý�åñç n2,: : :, ç k-ïó�Þ nk: n1 + n2 + � � � + nk = n. Ïé äéáöïñå�éêÝò ìå�áèÝóåéò áõ�þí �ùí áí�éêåéìÝíùíåßíáé n!n1!n2! � � � nk!�áñÜäåéãìá 5. ¸÷ïõìå 7 á, 8 â, 5 ã, êáé 4 ä. Ìðïñïýìå íá ö�éÜîïõìå 24!7!8!5!4! äéáöïñå�éêÝòóõìâïëïóåéñÝò ìå áõ�Ü. ut2.2 Äéá�Üîåéò ìå ÅðáíÜëçøç.¸÷ïõìå n áí�éêåßìåíá êáé èÝëïõìå íá äéáëÝîïõìå (ìå åðáíÜëçøç) k áðü áõ�Ü êáé íá �á âÜëïõìåó�ç óåéñÜ. Ïé äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò åßíáé nk (n åðéëïãÝò ãéá �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï, n ãéá �ïäåý�åñï, êïê.).Åßíáé áêñéâþò �ï ßäéï ìå �ï íá �ïðïèå�Þóïõìå k äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá óå n äéáêåêñéìÝíåòõðïäï÷Ýò ü�áí äåí ðáßæåé ñüëï ç óåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�éò õðïäï÷Ýò. �ñÜãìá�é, �ï ðñþ�ïáí�éêåßìåíï äéáëÝãåé ìå n �ñüðïõò �çí õðïäï÷Þ �ïõ, �ï äåý�åñï åðßóçò, êïê.�áñÜäåéãìá 6. Ôå�ñáøÞöéïé áñéèìïß ó�ï äåêáäéêü óýó�çìá: ÄéáëÝãïõìå (ìå åðáíÜëçøç) 4øçößá áðü 10 äéáöïñå�éêÜ øçößá êáé Ý÷ïõìå 104 áñéèìïýò. ut�áñÜäåéãìá 7. n-øÞöéïé áñéèìïß ó�ï äõáäéêü óýó�çìá: 2n. utÄéáêåêñéìÝíá Áí�éêåßìåíá óå ÄéáêåêñéìÝíåò Õðïäï÷Ýò ìå �ç ÓåéñÜ íá ¸÷åé Óçìáóßá. �üóïé åß-íáé ïé �ñüðïé íá ðåñÜóïõí k (äéáöïñå�éêÜ) áõ�ïêßíç�á áðü n äéáöïñå�éêïýò õðáëëÞëïõò äéïäßùíü�áí ðáßæåé ñüëï ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá êÜèå õðÜëëçëïò åîõðçñå�åß �á áõ�ïêßíç�á;Ôï ðñþ�ï áõ�ïêßíç�ï Ý÷åé n åðéëïãÝò (üóïé ïé õðáëëçëïé). Ôï äåý�åñï Ý÷åé n+1 åðéëïãÝò (áíðÜåé ó�ïí õðÜëëçëï ðïõ ðÞãå êáé �ï ðñþ�ï, ìðïñåß íá ðÜåé ðñéí Þ ìå�Ü �ï ðñþ�ï). Ïìïßùò, �ï�ñß�ï Ý÷åé n+2 åðéëïãÝò, : : :, êáé �ï k-ïó�ü Ý÷åé n+ k� 1 åðéëïãÝò. Áðü êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ:n(n+ 1) � � � (n+ k � 1) = (n+ k � 1)!(n� 1)!2



3 Óõíäõáóìïß Áí�éêåéìÝíùíÁñéèìüò äéáöïñå�éêþí åðéëïãþí (óõíäõáóìþí) k áðü n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá:C(n; k) = �nk� = n!(n� k)!k! = n(n� 1) � � � (n� k + 1)k! = P (n; k)k!ÄçëáäÞ, õðïëïãßæïõìå �éò äéá�Üîåéò k áí�éêåéìÝíùí áðü n êáé äéáéñïýìå ìå k! ãéá�ß äåí ìååíäéáöÝñåé ç óåéñÜ (ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí óõíäõáóìþí, ïé èÝóåéò �ùí áí�éêåéìÝíùí äåí Ý÷ïõíóçìáóßá).�áñÜäåéãìá 8. �üóåò åßíáé ïé äéáöïñå�éêÝò åîÜäåò �ïõ Lotto: �496 � ut¢óêçóç 1. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå �ñåéò äéáöïñå�éêïýò áñéèìïýò áðü �ï1 ùò �ï 300 þó�å �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò íá äéáéñåß�áé áêñéâþò ìå �ï 3;Ëýóç. ×ùñßæïõìå �ïõò áñéèìïýò óå �ñåéò ïìÜäåò áíÜëïãá ìå �ï õðüëïéðï �çò áêÝñáéáò äéáßñåóÞò�ïõò ìå �ï 3. Ó�çí ðñþ�ç ïìÜäá ìðáßíïõí áõ�ïß ðïõ Ý÷ïõí õðüëïéðï 1 (1; 4; 7; : : :), ó�ç äåý�åñçïìÜäá áõ�ïß ðïõ Ý÷ïõí õðüëïéðï 2 (2; 5; 8; : : :), êáé ó�çí �ñß�ç ïìÜäá áõ�ïß ðïõ Ý÷ïõí õðüëïéðï0 (3; 6; 9; : : :). ÊÜèå ïìÜäá Ý÷åé 100 áñéèìïýò. �áñá�çñïýìå ü�é õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï �ñüðïé íáäéáëÝîïõìå �ñåéò áñéèìïýò ìå Üèñïéóìá ðïõ íá äéáéñåß�áé ìå �ï 3: Åß�å äéáëÝãïõìå Ýíáí áñéèìüáðü êÜèå ïìÜäá (áðü êáíüíá ãéíïìÝíïõ, áõ�ü óõìâáßíåé ìå 1003 �ñüðïõò) åß�å äéáëÝãïõìå �ñåéòáñéèìïýò áðü �çí ßäéá ïìÜäá (áðü êáíüíá áèñïßóìá�ïò êáé óõíäõáóìïýò, áõ�ü óõìâáßíåé ìå3�1003 � �ñüðïõò). Áðü êáíüíá �ïõ áèñïßóìá�ïò, ç áðÜí�çóç åßíáé 1003 + 3�1003 � = 1485100. ut3.1 Äõùíõìéêïß Óõí�åëåó�Ýò�éá êÜèå öõóéêü áñéèìü n êáé ïðïéïõóäÞðï�å áñéèìïýò x; y, �ï áíÜð�õãìá �ïõ äõùíýìïõ (x+y)nåßíáé: (x+ y)n = nXi=1 �ni�xn�iyi�éá áõ�ü ïé áñéèìïß C(n; k) = �nk� åßíáé ãíùó�ïß ùò äõùíõìéêïß óõí�åëåó�Ýò.¢óêçóç 2. Íá áðïäåßîå�å ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á ü�éá) �nk� = � nn�k�, êáéâ) �n+1k+1� = �nk�+ � nk+1�Ëýóç. á) ¸÷ïõìå ìßá ïìÜäá n áíèñþðùí êáé k ßäéá êáðÝëá. Ôï íá äéáëÝîïõìå ðïéïß k èáöïñÝóïõí êáðÝëï åßíáé ßäéï ìå �ï íá äéáëÝîïõìå áõ�ïýò (ï áñéèìüò �ïõò åßíáé n � k) ðïõ äåíèá öïñÝóïõí êáðÝëï. Áöïý õðÜñ÷åé áí�éó�ïé÷ßá, ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí åðéëïãþí êáé ó�éòäýï ðåñéð�þóåéò åßíáé ï ßäéïò.â) ¸÷ïõìå íá åðéëÝîïõìå k + 1 áðü n + 1 äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá. Åß�å èá åðéëÝîïõìå�ï �åëåõ�áßï áí�éêåßìåíï áíÜìåóá ó�á k + 1 êáé èá åðéëÝîïõìå �á õðüëïéðá k áðü �á n ðñþ�ááí�éêåßìåíá, åß�å äåí èá åðéëÝîïõìå �ï �åëåõ�áßï áí�éêåßìåíï áíÜìåóá ó�á k+1 êáé èá åðéëÝîïõìåüëá �á k+1 áí�éêåßìåíá áðü �á n ðñþ�á. Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé áðü êáíüíá �ïõ áèñïßóìá�ïòáöïý ðñüêåé�áé ãéá áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá ãåãïíü�á. ut3



¢óêçóç 3. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n,Pni=0 �ni� = 2n. Ç óõíäõáó�éêÞ åñìçíåßá�çò ðáñáðÜíù éóü�ç�áò åßíáé ü�é ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ ìå nó�ïé÷åßá åßíáé 2n.Ëýóç. ÎÝñïõìå ü�é ãéá êÜèå x,Pni=0 �ni�xi = (1+ x)n. Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé èÝ�ïí�áò x = 1.ut¢óêçóç 4. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n,�n0�+�n2�+�n4�+ � � � = �n1�+�n3�+�n5�+ � � � = 2n�1Ç óõíäõáó�éêÞ åñìçíåßá �çò ðáñáðÜíù éóü�ç�áò åßíáé ãéá êÜèå óýíïëï ìå n ó�ïé÷åßá, ï áñéèìüò�ùí äéáöïñå�éêþí õðïóõíüëùí ðïõ Ý÷ïõí Üñ�éï áñéèìü ó�ïé÷åßùí åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùíäéáöïñå�éêþí õðïóõíüëùí ðïõ Ý÷ïõí ðåñé��ü áñéèìü ó�ïé÷åßùíËýóç. Ó�ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìáPni=0 �ni�xi = (1+ x)n, èÝ�ïõìå x = �1. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáéPni=0(�1)i�ni� = 0. Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé äéá�çñþí�áò �éò Üñ�éåò äõíÜìåéò �ïõ x ó�ï áñéó�åñüìÝëïò �çò éóü�ç�áò êáé ìå�áöÝñïí�áò �éò ðåñé��Ýò äõíÜìåéò �ïõ x ó�ï äåîéü ìÝëïò. Áöïý �ïÜèñïéóìá �ùí äýï (ßóùí) ìåëþí åßíáé 2n (âë. ðñïçãïýìåíç Üóêçóç), êÜèå ìÝëïò åßíáé ßóï ìå2n�1. ut¢óêçóç 5. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n,Pni=0 �ni�2 = �2nn �.Ëýóç. ×ñçóéìïðïéïýìå �çí éäéü�ç�á �ùí äõùíõìéêþí óõí�åëåó�þí ü�é �ni� = � nn�i� êáé ãñÜöïõìå�ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá óáí �ï n-ïó�ü üñï �çò óõíÝëéîçò �çò áêïëïõèßáò �i = �ni� ìå �ïí åáõ�ü�çò. ÔõðéêÜ, nXi=0 �ni�2 = nXi=0 �ni�� nn� i� (1)Ôï äåîß ìÝëïò �çò éóü�ç�á äßíåé �ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí n áí�éêåéìÝíùí áðü 2n äéáöïñå�éêÜáí�éêåßìåíá, ï ïðïßïò åßíáé ßóïò ìå �2nn �. Åéäéêü�åñá ìðïñïýìå íá áí�éìå�ùðßóïõìå �çí åðéëïãÞn áðü 2n äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá ùò åîÞò: ÷ùñßæïõìå �á 2n áí�éêåßìåíá óå äýï ïìÜäåò �ùí náí�éêåéìÝíùí ç êáèåìßá (ìå áõèáßñå�ï �ñüðï). �éá êÜèå i = 0; 1; : : : ; n, åðéëÝãïõìå i áí�éêåßìåíááðü �çí 1ç ïìÜäá (õðÜñ÷ïõí �ni� äéáöïñå�éêïß óõíäõáóìïß) êáé n � i áí�éêåßìåíá áðü �çí 2çïìÜäá (õðÜñ÷ïõí � nn�i� äéáöïñå�éêïß óõíäõáóìïß). �éá êÜèå i = 0; 1; : : : ; n, õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ�ni�� nn�i� óõíäõáóìïß íá ãßíåé áõ�ü. Ôá åíäå÷üìåíá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò äéáöïñå�éêÝò �éìÝò �ïõi åßíáé áìïéâáßá áðïêëåéüìåíá, ïðü�å åöáñìüæïí�áò �ïí êáíüíá �ïõ áèñïßóìá�ïò Ý÷ïõìå ü�é�2nn � = nXi=0 �ni�� nn� i� ;�ï ïðïßï óå óõíäõáóìü ìå �çí (1) äßíåé �ï æç�ïýìåíï. ut¢óêçóç 6. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n,Pni=0 i�ni� = n2n�1.Ëýóç. Áðü �ï äõùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå (1+x)n =Pni=0 �ni�xi. �áñáãùãßæïí�áò êáé �á äýïìÝëç �çò éóü�ç�áò, ðáßñíïõìå n(1 + x)n�1 = Pni=0 i�ni�xi�1. Ôï æç�ïýìåíï ðñïêýð�åé èÝ�ïí�áòx = 1. ut4



3.2 Óõíäõáóìïß Áí�éêåéìÝíùí ìå ÅðáíÜëçøçÄéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá åðéëÝîïõìå k áí�éêåßìåíá áðü n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç:�n+ k � 1k �Åßíáé �ï ßäéï ìå �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå k ßäéá (ìç äéáêåêñéìÝíá)áí�éêåßìåíá óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò (êÜèå áí�éêåßìåíï åðéëÝãåé �çí õðïäï÷Þ �ïõ áðü �éò nõðïäï÷Ýò ìå åðáíÜëçøç).�áñÜäåéãìá 9. �üóåò äõíá�Ýò æáñéÝò õðÜñ÷ïõí áí ðáßæïõìå ìå k æÜñéá; ¸îé õðïäï÷Ýò (�á áðï-�åëÝóìá�á ãéá êÜèå æÜñé) êáé �ïðïèå�ïýìå k ßäéá áí�éêåßìåíá (�á æÜñéá): �6+k�1k �. ut�áñÜäåéãìá 10. Äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá �ïðïèå�Þóïõìå k ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá óå näéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò ÷ùñßò íá ìåßíåé êáìßá êåíÞ (k � n): Ôïðïèå�ïýìå áðü Ýíá áí�éêåßìåíïóå êÜèå õðïäï÷Þ (1 �ñüðïò) êáé �á õðüëïéðá k � n áí�éêåßìåíá ìïéñÜæïí�áé ìå�n+ k � n� 1k � n � = �k � 1k � n� = �k � 1n� 1�äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ó�éò n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò ÷ùñßò Üëëï ðåñéïñéóìü. Ç �åëåõ�áßá éóü-�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß k � 1� (k � n) = n� 1 (âë. (á) ðáñáðÜíù). ut¢óêçóç 7. ¸÷ïõìå 7 á, 8 â, 5 ã, êáé 4 ä. �üóåò óõìâïëïóåéñÝò ìðïñïýìå íá ö�éÜîïõìå áí äåíðñÝðåé íá åìöáíßæå�áé �ï ``ãá'' óå êáìßá áðü áõ�Ýò;Ëýóç. ÕðÜñ÷ïõí 19!7!8!4! äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò ãéá �á 7 á, �á 8 â, êáé �á 4 ä ÷ùñßò êáíÝíá ðå-ñéïñéóìü. �éá êÜèå äåäïìÝíç äéÜ�áîç �ùí á, â, êáé ä, èåùñïýìå ü�é �á ã áðï�åëïýí 5 (ßäéá �ìç äéáêåêñéìÝíá) áí�éêåßìåíá ðïõ �ïðïèå�ïýí�áé ó�éò äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò ðïõ ó÷çìá�ßæï-í�áé áðü �çí õðÜñ÷ïõóá äéÜ�áîç. Áöïý Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ 19 ãñÜììá�á, áõ�Ü ó÷çìá�ßæïõí 20äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò (19 õðïäï÷Ýò ðñéí áðü êÜðïéï ãñÜììá êáé 1 ó�ï �Ýëïò). ¼ìùò �ï ã äåíìðïñåß íá �ïðïèå�çèåß ðñéí áðü �ï á ãéá�ß áõ�ü èá äçìéïõñãÞóåé �çí áêïëïõèßá ``ãá''. ÅðïìÝíùò,áðïìÝíïõí 13 õðïäï÷Ýò ãéá íá �ïðïèå�çèåß �ï ã (áêñéâþò ðñéí áðü êÜðïéï â Þ ðñéí áðü êÜðïéïä Þ ó�ï �Ýëïò). Óõíåðþò, ïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá �ïðïèå�Þóïõìå �á 5 ã åßíáé �13+5�15 � = 17!5!12! .Ï óõíïëéêüò áñéèìüò ðñïêýð�åé áðü �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ: 19!7!8!4! � 17!5!12! . ut¢óêçóç 8. ¸÷ïõìå n èÝóåéò ó�ç óåéñÜ êáé èÝëïõìå íá �ïðïèå�Þóïõìå k öïé�ç�Ýò ãéá íá ãñÜøïõíåîå�Üóåéò þó�å ìå�áîý êÜèå äýï öïé�ç�þí íá õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá êåíÞ èÝóç (n � 2k � 1).Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñåß íá ãßíåé áõ�ü;ÉäÝá: ÂãÜæïõìå �ïõò öïé�ç�Ýò êáé �á èñáíßá áðü �çí áßèïõóá. Äßíïõìå áðü Ýíá èñáíßï óå êÜèåöïé�ç�Þ (1 �ñüðïò áöïý �á èñáíßá åßíáé ßäéá, äåóìåýïõìå Ý�óé k èñáíßá). ÂÜæïõìå ðñþ�á �ïõòöïé�ç�Ýò ìå �á èñáíßá �ïõò ó�ç óåéñÜ (k! �ñüðïé áöïý ïé öïé�ç�Ýò åßíáé äéáöïñå�éêïß), ìå�Ü áðüÝíá Üäåéï èñáíßï áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé öïé�ç�þí (1 �ñüðïò, äåóìåýïõìå k � 1 èñáíßá), êáé�Ýëïò �ïðïèå�ïýìå �á õðüëïéðá èñáíßá (äéáíïìÞ n� 2k + 1 ìç äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óåk + 1 äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò).Ëýóç. ÕðÜñ÷ïõí k! äéáöïñå�éêÝò ìå�áèÝóåéò �ùí öïé�ç�þí (äéáêåêñéìÝíåò ïí�ü�ç�åò). �éá êÜèåìå�Üèåóç âÜæïõìå �ïõò öïé�ç�Ýò êáé Ýíá êåíü ìå�áîý �ïõò. ¸�óé äåóìåýïõìå 2k�1 èÝóåéò (k ãéá5



�ïõò öïé�ç�Ýò êáé k� 1 ãéá �á êåíÜ ìå�áîý �ïõò). ¸÷ïõí áðïìåßíåé n� 2k + 1 êåíÝò èÝóåéò (ìçäéáêåêñéìÝíåò) íá �éò ìïéñÜóïõìå ó�éò k+1 äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò ðïõ ó÷çìá�ßæåé ç ìå�Üèåóç�ùí öïé�ç�þí. Áõ�ü ãßíå�áé ìå�k + 1 + n� 2k + 1� 1n� 2k + 1 � = � n� k + 1n� 2k + 1� = �n� k + 1k �äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò. Åöáñìüæïí�áò �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, ðñïêýð�åé �ï áðï�Ýëåóìá:k!� �n�k+1k �. ut4 Õðïëïãéóìüò �éèáíü�ç�áò (óå Äéáêñé�ïýò Äåéãìá�ï÷þñïõò)¼�áí õðÜñ÷ïõí n éóïðßèáíá åíäå÷üìåíá (äéáöïñå�éêïß �ñüðïé) íá óõìâåß êÜ�é, ç ðéèáíü�ç�á íáðñïêýøåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï åíäå÷üìåíï åßíáé 1n .�áñÜäåéãìá 11. Ç ðéèáíü�ç�á íá öÝñïõìå åîÜñåò ó�ï �Üâëé åßíáé 136 . Ç ðéèáíü�ç�á Ýíá �ïõëÜ-÷éó�ïí æÜñé íá öÝñåé 6 åßíáé 1 ìåßïí �çí ðéèáíü�ç�á êáé �á äýï æÜñéá íá öÝñïõí êÜ�é äéáöïñå�éêüáðü 6. Ôï äåý�åñï ãåãïíüò Ý÷åé ðéèáíü�ç�á 56 � 56 = 2536 åðåéäÞ ç ðéèáíü�ç�á Ýíá æÜñé íá öÝñåéêÜ�é äéáöïñå�éêü áðü 6 åßíáé 56 êáé ïé ñßøåéò �ùí äýï æáñéþí åßíáé áíåîÜñ�ç�åò. ÔåëéêÜ, ç ðéèá-íü�ç�á Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí æÜñé íá öÝñåé 6 åßíáé 1� 2536 = 1136 ut¢óêçóç 9. Áí ðáßîå�å ìßá ó�Þëç �æüêåñ, ðïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá êåñäßóå�å;Ëýóç. Ó�ï �æüêåñ ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ó�çëþí ðïõ ìðïñïýí íá êëçñùèïýí åßíáé 20�455 �êáé üëåò ïé ó�Þëåò åßíáé éóïðßèáíåò. Ç ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò åßíáé120�455 � = 5!40!20 � 45! = 124435180Áí üìùò ãíùñßæïõìå ü�é ï ðñþ�ïò áñéèìüò èá åßíáé ó�çí ðñþ�ç äåêÜäá, ï äåý�åñïò ó�çäåý�åñç, êïê., êáé ï �æüêåñ Üñ�éïò, �ü�å ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ó�çëþí (ìå áõ�ïýò �ïõòðåñéïñéóìïýò) åßíáé 500000 êáé ç ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò åßíáé 1500000 . ut�áñÜäåéãìá 12. ¸íáò åêêåí�ñéêüò ðïëõåêá�ïììõñéïý÷ïò ðñï�åßíåé ó�ïí ðá�Ýñá �çò(ïõ) öß-ëçò(ïõ) óáò (åðßóçò ðïëõåêá�ïììõñéïý÷ï) íá ó�ïé÷çìá�ßóïõí 100 åêá�ïììýñéá åõñþ ü�é áí ñù�Þ-óïõí 30 ðåñáó�éêïýò ãéá �çí çìÝñá �ùí ãåíåèëßùí �ïõò, �ïõëÜ÷éó�ïí 2 áðü áõ�ïýò èá Ý÷ïõíãåíÝèëéá �çí ßäéá çìÝñá. Ï ðá�Ýñáò �çò(ïõ) ößëçò(ïõ) óáò ãíùñßæåé ü�é ðáñáêïëïõèåß�å Äéá-êñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ êáé óáò ñù�Üåé áí ðñÝðåé íá áðïäå÷èåß �ï ó�ïß÷çìá ðïí�Üñïí�áò ó�ï ü�é êÜ�é�Ý�ïéï äåí èá óõìâåß. Ôé áðáí�Ü�å; ut
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