
Ó�ïé÷åßá Êá�çãïñçìá�éêÞò ËïãéêÞòÄçìÞ�ñçò Öù�ÜêçòÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÅèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßï, 15780 ÁèÞíáEmail: fotakis�s.ntua.gr1 ÅéóáãùãÞÇ ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ åðé�ñÝðåé �ç äéá�ýðùóç êáé ìåëÝ�ç åðé÷åéñçìÜ�ùí ðïõ áöïñïýí ðåðåñá-óìÝíï áñéèìü ``ëïãéêþí'' áí�éêåéìÝíùí, äçëáäÞ áí�éêåéìÝíùí ðïõ ìðïñïýí íá ÷áñáê�çñéóèïýíáëçèÞ (Á) Þ øåõäÞ (Ø). ¼ìùò ðïëý óõ÷íÜ ÷ñåéÜæå�áé íá äéá�õðþóïõìå êáé íá ìåëå�Þóïõìåðñï�Üóåéò üðùò ``õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ìå �çí éäéü�ç�á : : :'' Þ ``êÜèå ìç-êåíü óýíïëïÝ÷åé �çí éäéü�ç�á : : :'' ðïõ áíáöÝñïí�áé óå Üðåéñï áñéèìü áí�éêåéìÝíùí ìå �éìÝò äéáöïñå�éêÝò1(êáé óõíÞèùò ðïëý ðåñéóóü�åñåò) áðü Á êáé Ø.�éá ðáñÜäåéãìá, ó�ç ãëþóóá �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå �çí ðñü�áóç``êÜèå áñéèìüò �ïõ óõíüëïõ S åßíáé åß�å Üñ�éïò åß�å ðåñé��üò'' ìüíï áí �ï S åßíáé ðåðåñáóìÝíïóýíïëï. Áõ�Þ ç ðñü�áóç èá ìðïñïýóå íá ãñáöåß ùò Vi2S(pi _ qi), üðïõ �ï pi áí�éó�ïé÷åß ó�çíìáèçìá�éêÞ ðñü�áóç ``ï áñéèìüò i åßíáé Üñ�éïò'' êáé �ï qi áí�éó�ïé÷åß ó�çí ìáèçìá�éêÞ ðñü�áóç``ï áñéèìüò i åßíáé ðåñé��üò''. ¼ìùò ãéá íá åêöñÜóïõìå �çí ðñü�áóç ``êÜèå öõóéêüò áñéèìüò åßíáéåß�å Üñ�éïò åß�å ðåñé��üò'' ðñÝðåé íá êá�áöýãïõìå óå ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò ìå Üðåéñï ìÝãåèïò.Ç êá�çãïñçìá�éêÞ ëïãéêÞ (prediate logi Þ first order logi) ðáñÝ÷åé Ýíá áñêå�Ü ãåíéêüðëáßóéï äéá�ýðùóçò êáé ìåëÝ�çò åðé÷åéñçìÜ�ùí. Óå äéáóèç�éêü åðßðåäï, ç êá�çãïñçìá�éêÞ ëïãéêÞìðïñåß íá èåùñçèåß óáí åðÝê�áóç �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò óå ``ìç-ëïãéêÜ'' áí�éêåßìåíá (ð.÷.áñéèìïýò, óýíïëá, ãñáöÞìá�á).¼ðùò êáé ó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ, ïé �ýðïé �çò êá�çãïñçìá�éêÞò ëïãéêÞò åßíáé ``ëïãéêÜ''áí�éêåßìåíá, åßíáé äçëáäÞ åß�å áëçèåßò åß�å øåõäåßò. ¼ìùò ïé ìå�áâëç�Ýò �ïõò åßíáé ``ìç-ëïãéêÜ''áí�éêåßìåíá êáé óå áõ�Ýò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ïõò ðïóïäåßê�åò 8 êáé 9, óõíáñ�Þóåéò, êáéêá�çãïñÞìá�á. ¸�óé ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå êáé íá ìåëå�Þóïõìå ùò ðñïò �çí åãêõñü�ç�áðñï�Üóåéò üðùò ``êÜèå öõóéêüò áñéèìüò åßíáé Üñ�éïò Þ ðåñé��üò'', 8x(even(x)_ odd(x)), ``ï åðü-ìåíïò êÜèå Üñ�éïõ öõóéêïý áñéèìïý åßíáé ðåñé��üò'', 8x(even(x)! odd(su(x))), ``�ï Üèñïéóìáäýï Üñ�éùí åßíáé Üñ�éïò'', 8x8y((even(x)^ even(y))! even(x+ y)), ``êÜèå ìç-êåíü óýíïëï Ý÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ó�ïé÷åßï'', 8x(x 6= ; ! jxj � 1), êïê.Ìéá Üëëç óçìáí�éêÞ äõíá�ü�ç�á �çò êá�çãïñçìá�éêÞò ëïãéêÞò åßíáé ç (�õðéêÞ) Ýêöñáóç �ïõóõëëïãéóìïý �çò åîåéäßêåõóçò: Áí ãíùñßæïõìå ü�é ``êÜèå ìç-êåíü óýíïëï Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáó�ïé÷åßï'' , 8x(x 6= ; ! jxj � 1), êáé ü�é ``�ï S åßíáé Ýíá ìç-êåíü óýíïëï'' , S 6= ;, óõìðåñáßíïõìåü�é ``�ï S Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ó�ïé÷åßï'' , jSj � 1.1 ÊÜíïí�áò êá�Ü÷ñçóç �ùí üñùí óå êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò, èá áíáöåñüìáó�å óå áí�éêåßìåíá ðïõ ðáßñíïõí ìüíï �éìÝòáëÞèåéáò Á êáé Ø ìå �ïí üñï ëïãéêÜ áí�éêåßìåíá êáé óå áí�éêåßìåíá ðïõ ðáßñíïõí äéáöïñå�éêÝò / ðåñéóóü�åñåò�éìÝò ìå �ïí üñï ìç-ëïãéêÜ áí�éêåßìåíá.



2 Óõí�áê�éêü �ñù�ïâÜèìéáò �ëþóóáòÇ ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá áðï�åëåß�áé áðü:1. Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá ðïõ åßíáé:(a) Ïé ëïãéêïß óýíäåóìïé :;_;^;!;$ ðïõ åñìçíåýïí�áé üðùò êáé ó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ.(b) Ïé ðïóïäåßê�åò 8 êáé 9. Ï ðïóïäåßê�çò 8 ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ãåíéêåõìÝíç óýæåõîç (ìåÜðåéñïõò åíäå÷ïìÝíùò üñïõò) êáé ï ðïóïäåßê�çò 9 ùò ãåíéêåõìÝíç äéÜæåõîç (ìå Üðåéñïõòåíäå÷ïìÝíùò üñïõò). �.÷. 8nQ(n) � VnQ(n) êáé 9nQ(n) � WnQ(n).() Ç éóü�ç�á �, ç ïðïßá ìðïñåß íá èåùñçèåß åðßóçò (êáé ïõóéáó�éêÜ ëåé�ïõñãåß) óáí êá�ç-ãïñçìá�éêü óýìâïëï.(d) Ôá óçìåßá ó�ßîçò (ð.÷. ðáñåíèÝóåéò, êüììá).Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá Ý÷ïõí �çí ßäéá åñìçíåßá / ßäéï ñüëï óå üëåò ðñù�ïâÜèìéåò ãëþóóåò.2. Ôá ìç-ëïãéêÜ óýìâïëá ðïõ åßíáé:(a) Ïé ìå�áâëç�Ýò, ðïõ óõìâïëßæïí�áé óõíÞèùò ìå x; y; z; : : : .(b) Ôá êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá / êá�çãïñÞìá�á, ðïõ óõìâïëßæïí�áé óõíÞèùò ìå P;Q;R; : : : .Ôá êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá ðåñéãñÜöïõí ó÷Ýóåéò Þ éäéü�ç�åò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ``óýìðá-í�ïò'' / ðåäßïõ ïñéóìïý êáé Ý÷ïõí ``ëïãéêü'' áðï�Ýëåóìá. ¸íá êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëïìå n ïñßóìá�á ïíïìÜæå�áé n-ìåëÝò2.() Ôá óõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá / óõíáñ�Þóåéò, ðïõ óõìâïëßæïí�áé óõíÞèùò ìå f; g; h; : : : . Ôáóõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá ðåñéãñÜöïõí ðñÜîåéò ìå�áîý �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ``óýìðáí�ïò'' /ðåäßïõ ïñéóìïý êáé Ý÷ïõí ``ìç-ëïãéêü'' áðï�Ýëåóìá. ¸íá óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï ìå mïñßóìá�á ïíïìÜæå�áé m-èÝóéï.(d) Ïé ó�áèåñÝò, ðïõ óõìâïëßæïí�áé óõíÞèùò ìå ; d; e; : : : . Ïõóéáó�éêÜ ðñüêåé�áé ãéá 0-èÝóéáóõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá ðïõ äåí Ý÷ïõí ïñßóìá�á êáé åðéó�ñÝöïõí ðÜí�á �çí ßäéá �éìÞ.Ç åñìçíåßá / ï ñüëïò �ùí ìç-ëïãéêþí óõìâüëùí êáèïñßæå�áé áðü �ç óõãêåêñéìÝíç åñìçíåßá�çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò.2.1 ÄïìÞ �ñï�áóéáêïý Ôýðïõ ó�çí �ñù�ïâÜèìéá �ëþóóá¸íáò üñïò åßíáé åß�å ìéá ìå�áâëç�Þ, åß�å ìßá ó�áèåñÜ, åß�å �ï áðï�Ýëåóìá ìéáò óõíÜñ�çóçò ðïõåöáñìüæå�áé óå Þäç êá�áóêåõáóìÝíïõò üñïõò. Ïé üñïé åßíáé ``ìç-ëïãéêÜ'' áí�éêåßìåíá, êáé äåíìðïñïýí íá óõíäÝïí�áé ìå ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò.Ïé üñïé óõíäÝïí�áé / ó÷å�ßæïí�áé ìå�áîý �ïõò åß�å ìå êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá åß�å ìå �çíéóü�ç�á. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé ïé á�ïìéêïß �ýðïé. ÔõðéêÜ, Ýíáò á�ïìéêüò �ýðïò áðï�åëåß�áé åß�åáðü äýï üñïõò ðïõ åëÝã÷ïí�áé ãéá éóü�ç�á åß�å áðü n üñïõò åëÝã÷ïí�áé ãéá óõó÷Ý�éóç ìÝóù åíüòn-ìåëïýò êá�çãïñÞìá�ïò. Ïé á�ïìéêïß �ýðïé åßíáé ``ëïãéêÜ'' áí�éêåßìåíá êáé ïõóéáó�éêÜ ðáßæïõí�ï ßäéï ñüëï ìå �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò.Ïé �ýðïé �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò êá�áóêåõÜæïí�áé åðáãùãéêÜ áðü �ïõò á�ïìéêïýò �ýðïõòåß�å åöáñìüæïí�áò êÜðïéïí ðïóïäåßê�ç óå Þäç õðÜñ÷ïí�á �ýðï åß�å óõíäõÜæïí�áò Þäç õðÜñ÷ï-í�åò �ýðïõò ìå ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò (üðùò ó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ). Ôá âáóéêÜ ëïãéêÜ äïìéêÜ2 Ôá 0-ìåëÞ êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò.2



ó�ïé÷åßá �ùí �ýðùí åßíáé ïé á�ïìéêïß �ýðïé. Ïé �ýðïé �çò êá�çãïñçìá�éêÞò ëïãéêÞò åßíáé ``ëïãéêÜ''áí�éêåßìåíá.Ïé üñïé êáé ïé �ýðïé ïñßæïí�áé åðáãùãéêÜ êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ìáèç-ìá�éêÞ åðáãùãÞ ãéá íá áðïäåßîïõìå �éò éäéü�ç�Ýò �ïõò. Éó÷ýåé ç ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á �ùíüñùí êáé �ùí �ýðùí. ÊÜèå üñïò êáé êÜèå �ýðïò áíáëýå�áé ó�ï äåíäñï-äéÜãñáììÜ �ïõ.¸íáò ìíçìïíéêüò êáíüíáò ãéá íá äïýìå áí ìéá Ýêöñáóç �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò åßíáéüñïò Þ �ýðïò åßíáé íá äïýìå �é áðï�Ýëåóìá ìðïñåß íá Ý÷åé / �éìÞ ìðïñåß íá ðÜñåé. Áí �ï áðï�Ýëå-óìá åßíáé ``ëïãéêü'' (äçëáäÞ Á Þ Ø), �ü�å ðñüêåé�áé ãéá �ýðï (áí äåí Ý÷åé êáèüëïõ ðïóïäåßê�åòêáé ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò, åßíáé ìÜëéó�á á�ïìéêüò �ýðïò). Áí �ï áðï�Ýëåóìá åßíáé ``ìç-ëïãéêü'',�ü�å ðñüêåé�áé ãéá üñï.�éá ðáñÜäåéãìá, �ï f1(f2(x; y); f1(x; y; z); x), üðïõ �ï f1 åßíáé 3-èÝóéï óõíáñ�çóéáêü óýìâïëïêáé �ï f2 åßíáé 2-èÝóéï óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï, åßíáé üñïò. Ôï f1(f2(x; y); f1(x; y; z); x) � y åßíáéá�ïìéêüò �ýðïò. Ôï 9y(f1(f2(x; y); f1(x; y; z); x) � y) åßíáé �ýðïò áëëÜ ü÷é á�ïìéêüò. Ôï[9y(f1(f2(x; y); f1(x; y; z); x) � y)℄ ^ [8z(f1(f2(x; y); f1(x; y; z); x) � x)℄åßíáé åðßóçò �ýðïò.2.2 Åëåýèåñåò êáé ÄåóìåõìÝíåò Åìöáíßóåéò Ìå�áâëç�þíÌéá ìå�áâëç�Þ åìöáíßæå�áé äåóìåõìÝíç óå êÜðïéïí �ýðï ü�áí åìðßð�åé ó�ï ``ðåäßï åöáñìïãÞò''êÜðïéïõ ðïóïäåßê�ç êáé åëåýèåñç äéáöïñå�éêÜ. �éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ï �ýðïò 8xQ(x)! P (x).Ç ðñþ�ç åìöÜíéóç �çò ìå�áâëç�Þò x åßíáé äåóìåõìÝíç êáé ç äåý�åñç åëåýèåñç. Ïõóéáó�éêÜðñüêåé�áé ãéá äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áâëç�Ýò. Ìå�ïíïìÜæïí�áò �çí ðñþ�ç, ãñÜöïõìå �ïí �ýðïéóïäýíáìá óáí 8yQ(y)! P (x).ÊÜèå ìå�áâëç�Þ ðïõ åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ðñÝðåé íá áðï�éìçèåß ãéá íá áðïöáíèïýìå ó÷å-�éêÜ ìå �çí �éìÞ áëÞèåéáò �ïõ �ýðïõ. Áí�ßèå�á, ïé äåóìåõìÝíåò åìöáíßóåéò �ùí ìå�áâëç�þí äåí÷ñåéÜæïí�áé áðï�ßìçóç, áöïý ï ðïóïäåßê�çò ðïõ ``äåóìåýåé'' �çí åìöÜíéóç �çò ìå�áâëç�Þò êá-èïñßæåé �çí áðï�ßìçóÞ �çò.¸íáò �ýðïò ïíïìÜæå�áé ðñü�áóç ü�áí üëåò ïé åìöáíßóåéò ìå�áâëç�þí åßíáé äåóìåõìÝíåò(äçëáäÞ äåí Ý÷åé êáèüëïõ åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò). Ç �éìÞ áëÞèåéáò ìéáò ðñü�áóçò äåí åîáñ�Ü�áéáðü �çí áðï�ßìçóç �ùí ìå�áâëç�þí �çò (áöïý äåí Ý÷åé åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò) áëëÜ ìüíï áðü �ïðëáßóéï åñìçíåßáò �çò ðñü�áóçò.3 Åñìçíåßá êáé Áðï�ßìçóçÊÜèå �ýðïò �çò êá�çãïñçìá�éêÞò ëïãéêÞò (ð.÷. 8x(A(x) ! B(x)), 8x(A(x) ! B(f(x))),8x(g(x; 1) � f(x)) ) åðéäÝ÷å�áé ðïëëþí åñìçíåéþí áíÜëïãá ìå �ï ðåäßï ïñéóìïý �ùí ìå�á-âëç�þí, �ç óçìáóßá / ëåé�ïõñãßá �ùí êá�çãïñçìá�éêþí êáé �ùí óõíáñ�çóéáêþí óõìâüëùí, êáèþòêáé �éò �éìÝò �ùí ó�áèåñþí. Ìå Üëëá ëüãéá, êÜèå �ýðïò áðïê�Ü äéáöïñå�éêü íüçìá áíÜëïãá ìå�çí åñìçíåßá �ùí ìç-ëïãéêþí óõìâüëùí.�éá íá åîå�Üóïõìå áí Ýíáò �ýðïò �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò åßíáé áëçèÞò Þ øåõäÞò ðñÝðåéêá�' áñ÷Þí íá ïñßóïõìå ìéá äïìÞ (Þ åñìçíåßá) ç ïðïßá êáèïñßæåé �ï ðëáßóéï ó�ï ïðïßï åñìç-íåýå�áé ï �ýðïò êáé �ç ëåé�ïõñãßá �ùí êá�çãïñçìá�éêþí êáé óõíáñ�çóéáêþí óõìâüëùí. ÔõðéêÜ,3



ç åñìçíåßá êáèïñßæåé �ï ``óýìðáí'' / ðåäßï ïñéóìïý �ùí ìå�áâëç�þí, �ç ó÷Ýóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß óåêÜèå êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï, �ç óõíÜñ�çóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå êÜèå óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï,êáé �éò �éìÝò �ùí ó�áèåñþí.Ùò ðáñÜäåéãìá, áíáöÝñïõìå �çí ãëþóóá ���1 �çò Èåùñßáò Áñéèìþí. Ç ���1 ïñßæå�áé ó�ïóýìðáí �ùí öõóéêþí áñéèìþí IN, ðåñéëáìâÜíåé �çí ó�áèåñÜ 0, ðïõ áðï�éìÜ�áé ó�ï 0, �ï ìïíïèÝóéïóõíáñ�çóéáêü óýìâïëï 0, ðïõ åñìçíåýå�áé ùò ç óõíÜñ�çóç ðïõ äßíåé �ïí åðüìåíï êÜèå öõóéêïýáñéèìïý, äçë. x0 = x + 1, �á äéèÝóéá óõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá � êáé 
, ðïõ åñìçíåýïí�áé ìå �éòðñÜîåéò �çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áí�ßó�ïé÷á, äçë. x�y = x+y êáé x
y = x �y,êáé �ï äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï <, ðïõ åñìçíåýå�áé ìå �çí ó÷Ýóç ``ìéêñü�åñï'', äçë. �ïx < y áëçèåýåé áíí ï öõóéêüò x åßíáé ìéêñü�åñïò �ïõ öõóéêïý y. ¸íá Üëëï ðáñÜäåéãìá åßíáé çãëþóóá ���1 �çò Èåùñßáò Óõíüëùí. Ç ���1 ïñßæå�áé óå óýìðáí ðïõ ðåñéÝ÷åé óýíïëá ùò ó�ïé÷åßá(ð.÷. èá ìðïñïýóå íá åßíáé �ï äõíáìïóýíïëï åíüò äåäïìÝíïõ óõíüëïõ), êáé ðåñéëáìâÜíåé �çíó�áèåñÜ ;, ðïõ áðï�éìÜ�áé ó�ï êåíü óýíïëï, êáé �ï äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï �, ðïõåñìçíåýå�áé ìå �çí ó÷Ýóç ``õðïóýíïëï'', äçë. �ï x � y áëçèåýåé áíí �ï óýíïëï x åßíáé õðïóýíïëï�ïõ óõíüëïõ y.Ìéá åíäéáöÝñïõóá åîÜóêçóç ó�çí åêöñáó�éêü�ç�á �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò áöïñÜ ó�çí``êùäéêïðïßçóç'' áðëþí ðñï�Üóåùí �çò ÅëëçíéêÞò ãëþóóáò, áöïý ðñþ�á ïñßóïõìå �çí êá�Üëëçëçåñìçíåßá (Þ èåùñÞóïõìå ìéá äåäïìÝíç åñìçíåßá).�áñáäåßãìá�á.ÇöñÜóç ``üëá �á æþá ìðïñïýí íá ìéëÞóïõí'' ãñÜöå�áé ó�çí ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóáóáí 8x(Z(x) ! M(x)) üðïõ �ï Z(x);M(x) åßíáé ìïíïìåëÞ êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá ðïõ äç-ëþíïõí áí�ßó�ïé÷á ü�é �ï x åßíáé æþï êáé ü�é �ï x ìðïñåß íá ìéëÞóåé. Ç öñÜóç ``äåí ìðïñïýí üëá�á æþá íá ìéëÞóïõí'' ãñÜöå�áé óáí :[8x(Z(x)!M(x))℄ � 9x(Z(x) ^ :M(x)).Ç öñÜóç ``ï �éþñãïò êáé ï Êþó�áò Ý÷ïõí �çí ßäéá ãéáãéÜ áðü �ç ìç�Ýñá �ïõò'' ãñÜöå�áé óáí8x8y8u8w[((M(x;�) ^M(y; x)) ^ (M(u;K) ^M(w; u))) ! w � y)℄üðïõM(x; y) äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï ðïõ äçëþíåé ü�é ç x åßíáé ìç�Ýñá �ïõ y, � åßíáé çó�áèåñÜ ``�éþñãïò'' êáé K åßíáé ç ó�áèåñÜ ``Êþó�áò''. Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ç óõíÜñ�çóç m(x)ðïõ åðéó�ñÝöåé �ç ìç�Ýñá �ïõ x, ç ßäéá öñÜóç ìðïñåß íá áðïäïèåß áðëïýó�åñá: m(m(�)) �m(m(K)).Ç öñÜóç ``üëá �á ðáéäéÜ �ïõ ðá�Ýñá ìïõ åßíáé áäÝñöéá ìïõ'' ãñÜöå�áé óáí8x8y((�(x;M) ^�(x; y))! A(y;M))üðïõ �á äéìåëÞ êá�çãïñÞìá�á �(x; y) êáé A(x; y) äçëþíïõí ü�é ï x åßíáé ðá�Ýñáò êáé áäåñöüò�ïõ y áí�ßó�ïé÷á, êáé �ï M åßíáé ó�áèåñÜ ðïõ äçëþíåé �ïí ïìéëïýí�á. Ìå ÷ñÞóç �çò óõíÜñ�çóçòf(x) ðïõ åðéó�ñÝöåé �ïí ðá�Ýñá �ïõ x, ç ßäéá öñÜóç ãñÜöå�áé áðëïýó�åñá 8x(f(M) � f(x)!A(x;M)).¸ó�ù êá�çãïñçìá�éêÜ óýìâïëá A(x), ðïõ äçëþíåé ü�é �ï x åßíáé áõ�ïêßíç�ï, G(x), ðïõäçëþíåé ü�é �ï x åßíáé ðñÜóéíï, êáé F (x), ðïõ äçëþíåé ü�é �ï x åßíáé ãñÞãïñï. Ç öñÜóç ``õðÜñ÷ïõíðñÜóéíá áõ�ïêßíç�á'' ãñÜöå�áé óáí 9x(A(x) ^ G(x)). Ç öñÜóç ``�á ðñÜóéíá áõ�ïêßíç�á åßíáéãñÞãïñá'' ãñÜöå�áé óáí 8x((A(x)^G(x)) ! F (x)). Åðßóçò ï �ýðïò 8x((A(x)^F (x))! G(x))äçëþíåé ü�é ``�á ãñÞãïñá áõ�ïêßíç�á åßíáé ðñÜóéíá'' (ìå âÜóç �ç óõãêåêñéìÝíç åñìçíåßá �ùíêá�çãïñçìá�éêþí óõìâüëùí). 4



¢óêçóç 1. Íá áðïäþóå�å �éò ðáñáêÜ�ù öñÜóåéò ó�ç ãëþóóá �çò Èåùñßáò Áñéèìþí:1. ``Ï x åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò''.2. ``Ï x äéáéñåß áêñéâþò �ïí y''.3. ``Ï x åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò''.4. ``ÊÜèå áñéèìüò Ý÷åé ðñþ�ï äéáéñÝ�ç''.5. ``ÊÜèå ðñþ�ïò áñéèìüò åßíáé åß�å ðåñé��üò åß�å ßóïò ìå 2''.6. ``Áí äýï áñéèìïß åßíáé ðñþ�ïé ìå�áîý �ïõò êáé äéáéñïýí êÜðïéïí áñéèìü, �ü�å êáé �ï ãéíüìåíü�ïõò äéáéñåß áõ�üí �ï áñéèìü''.Ëýóç. Ç ðñþ�ç öñÜóç: even(x) � 9y(x � 2
 y), üðïõ 2 � (00)0.Ç äåý�åñç öñÜóç: D(x; y) � 9z(y � x
 z).�éá �çí �ñß�ç öñÜóç, èõìßæïõìå ü�é Ýíáò áñéèìüò åßíáé ðñþ�ïò áí åßíáé äéáöïñå�éêüò áðü �ï0 êáé �ï 1 êáé äåí Ý÷åé Üëëïõò äéáéñÝ�åò åê�üò áðü �ïí åáõ�ü �ïõ êáé �ç ìïíÜäá. ÅðïìÝíùò,prime(x) � :(x � 0) ^ :(x � 00) ^ 8y8z(x � y 
 z ! (x � y _ x � z)).Ç �Ý�áñ�ç öñÜóç: 8x9y(D(y; x) ^ prime(y)).Ç ðÝìð�ç öñÜóç: 8x(prime(x) ! (odd(x) _ x � 2)), üðïõ odd(x) � 9y(x � (2 
 y)� 00), êáé2 � (00)0.�éá �çí Ýê�ç öñÜóç, èõìßæïõìå ü�é äýï áñéèìïß åßíáé ðñþ�ïé ìå�áîý �ïõò áí ìïíáäéêüò êïéíüòäéáéñÝ�çò �ïõò åßíáé �ï 1. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï êá�çãüñçìá D(x; y) ðïõ åêöñÜæåéü�é ï x äéáéñåß áêñéâþò �ïí y êáé íá åêöñÜóïõìå ü�é ïé x êáé y åßíáé ðñþ�ïé ìå�áîý �ïõò:R(x; y) � 8z((D(z; x) ^D(z; y)) ! z � 00). Ç Ýê�ç öñÜóç åêöñÜæå�áé ùò: 8x8y8z((R(x; y) ^D(x; z) ^D(y; z))! D(x
 y; z)). ut¢óêçóç 2. Íá áðïäþóå�å �éò öñÜóåéò ``êÜèå öïé�ç�Þò Ý÷åé ðåñÜóåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ìÜèçìá''êáé ``õðÜñ÷åé öïé�ç�Þò ðïõ äåí Ý÷åé ðåñÜóåé êáíÝíá ìÜèçìá'' ó�çí ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá, áöïýïñßóå�å �çí êá�Üëëçëç äïìÞ.Ëýóç.Èåùñïýìå Ýíá óýìðáí ìå �ïõò öïé�ç�Ýò êáé �á ìáèÞìá�á.Ïñßæïõìå êá�çãïñÞìá�á S(x): o xöïé�ç�Þò,C(x): �ï x ìÜèçìá,P (x; y): ï x Ý÷åé ðåñÜóåé y. ¸÷ïõìå 8x(S(x)! 9y(C(y)^P (x; y)))êáé :[8x(S(x)! 9y(C(y) ^ P (x; y)))℄ � 9x(S(x) ^ 8y(C(y)! :P (x; y))). ut¢óêçóç 3. Íá áðïäþóå�å �éò öñÜóåéò ``êáíÝíáò ìïõóéêüò ðïõ ðáßæåé Ýã÷ïñäï äåí ðáßæåé ðíåõ-ó�ü'' êáé ``õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïõóéêüò ðïõ ðáßæåé åß�å ðéÜíï åß�å êÜðïéï ðíåõó�ü üñãáíï ðïõ äåíåßíáé �ï óáîüöùíï'' ó�çí ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá, áöïý ïñßóå�å �çí êá�Üëëçëç äïìÞ.Ëýóç. �éá �çí ðñþ�ç öñÜóç, ïñßæïõìå �á êá�çãïñÞìá�áM(x): o x ìïõóéêüò, �(x): �ï x ðíåõó�üüñãáíï, E(x): �ï x Ýã÷ïñäï üñãáíï, êáé �áßæåé(x; y): ï x ðáßæåé y. ¸÷ïõìå8x[(M(x) ^ 9y(E(y) ^�áßæåé(x; y)))! :9z(�(z) ^�áßæåé(x; z))℄�éá �ç äåý�åñç öñÜóç, ïñßæïõìå åðßóçò �éò ó�áèåñÝò � ãéá �ï óáîüöùíï êáé P ãéá �ï ðéÜíï.9x9y[M(x) ^�áßæåé(x; y) ^ (y � P _ (�(y) ^ y 6� �))℄ ut5



¢óêçóç 4. Íá áðïäþóå�å ó�ç ãëþóóá �çò Èåùñßáò Áñéèìþí �ç öñÜóç ``ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìün õðÜñ÷åé Ýíáò Üëëïò (Ýó�ù m) ðïõ åßíáé ï ìïíáäéêüò ìÝãéó�ïò ìå�áîý åêåßíùí ðïõ �ï äéðëÜóéü�ïõò äåí îåðåñíÜ �ïí áñ÷éêü''.Ëýóç. ×ñåéáæüìáó�å �ï äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï x � y ðïõ áëçèåýåé áí êáé ìüíï áí ï xåßíáé ìéêñü�åñïò Þ ßóïò �ïõ y. ÅðåéäÞ ç ãëþóóá �çò Èåùñßáò Áñéèìþí üðùò ïñßæå�áé ó�ï âéâëßïäåí Ý÷åé áõ�ü �ï äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï, �ï ïñßæïõìå ùò åîÞò:x � y � 9z(y � x� z)Åðßóçò ãéá åõêïëßá, ïñßæïõìå �ç ó�áèåñÜ 2 � (00)0. Ï æç�ïýìåíïò �ýðïò åßíáé8n9m[(2
m � n) ^ 8k((2
 k � n)! (k � m))℄ ut¢óêçóç 5. ¸ó�ù ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá ìå Ýíá äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï P . Èåùñïýìåùò óýìðáí �éò ðüëåéò ìéáò ÷þñáò, êáé åñìçíåýïõìå �ï P ìå �çí ó÷Ýóç ðïõ áðï�åëåß�áé áðü üëá�á æåõãÜñéá ðüëåùí (x; y) ãéá �á ïðïßá õðÜñ÷åé áðåõèåßáò ïäéêÞ óýíäåóç áðü �çí x ó�çí y.Ïé áðåõèåßáò óõíäÝóåéò åßíáé ìïíÞò êá�åýèõíóçò (äçë. ç áðåõèåßáò óýíäåóç �çò x ìå �çí y äåíóõíåðÜãå�áé áíáãêáßá �çí áðåõèåßáò óýíäåóç �çò y ìå �çí x), êáé ìéá ðüëç ìðïñåß íá óõíäÝå�áéáðåõèåßáò ìå �ïí åáõ�ü �çò (ð.÷. ``ðåñéìå�ñéêÞ'' ïäüò). Óå áõ�Þ �çí åñìçíåßá, íá äéá�õðþóå�å:1. Ôýðï '1(x) ðïõ áëçèåýåé áíí ç ðüëç x åßíáé áðïìïíùìÝíç, äçë. äåí Ý÷åé êáìßá óýíäåóç,åéóåñ÷üìåíç áðü Þ åîåñ÷üìåíç ðñïò, Üëëç ðüëç.2. Ôýðï '2(x) ðïõ áëçèåýåé áíí ç ðüëç x Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 2 åéóåñ÷üìåíåò óõíäÝóåéò áðü Üëëåòðüëåéò.3. Ôýðï '3(x) ðïõ áëçèåýåé áíí ç ðüëç x Ý÷åé (áêñéâþò) 1 åîåñ÷üìåíç óýíäåóç ðñïò Üëëç ðüëç.4. �ñü�áóç ðïõ äçëþíåé ü�é �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò åîåñ÷üìåíùí óõíäÝóåùí áðü êÜðïéá ðüëç ðñïòÜëëåò ðüëåéò åßíáé 2.5. �ñü�áóç ðïõ äçëþíåé ü�é áí êÜèå æåõãÜñé äéáöïñå�éêþí ðüëåùí óõíäÝå�áé ìå áðåõèåßáòïäéêÞ óýíäåóç óå �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá áðü �éò äýï êá�åõèýíóåéò, �ü�å õðÜñ÷åé ðüëç ó�çí ïðïßáìðïñïýìå íá öèÜóïõìå áðü êÜèå Üëëç ðüëç åß�å áðåõèåßáò åß�å ìÝóù (áêñéâþò) ìßáò åíäéÜ-ìåóçò ðüëçò.Ëýóç.1. '1(x) � 8y(x 6= y ! :P (x; y) ^ :P (y; x))2. '2(x) � 9y9z(x 6= y ^ x 6= z ^ y 6= z ^ P (y; x) ^ P (z; x))3. ¸ó�ù Q(x; y) � x 6= y ^ P (x; y). ¸÷ïõìå: '3(x) � 9y(Q(x; y) ^ 8z(Q(x; z)! y = z))4. Ç ðñü�áóÞ ìáò ðñÝðåé íá äçëþíåé ü�é êÜèå ðüëç Ý÷åé �ï ðïëý 2 åîåñ÷üìåíåò óõíäÝóåéò ðñïòÜëëåò ðüëåéò êáé ü�é õðÜñ÷åé ðüëç ìå (áêñéâþò) 2 åîåñ÷üìåíåò óõíäÝóåéò ðñïò Üëëåò ðüëåéò.Ïñßæïõìå ëïéðüí:AtMost2(x) � :9y9z9w(x 6= y ^ x 6= z ^ z 6= w ^ y 6= z ^ y 6= w ^ z 6= w ^^P (x; y) ^ P (x; z) ^ P (x;w)) ; êáéEqual2(x) � AtMost2(x) ^ 9y9z(x 6= y ^ x 6= z ^ y 6= z ^ P (x; y) ^ P (x; z))ÔåëéêÜ, ç æç�ïýìåíç ðñü�áóç åßíáé: 9xEqual2(x) ^ 8xAtMost(x)5. 8x8y(x 6= y ! P (x; y) _ P (y; x))! 9x8y(x 6= y ! P (y; x) _ 9z(P (y; z) ^ P (z; x))) ut6



3.1 Ïñéóìüò ÁëÞèåéáò TarskiÁöïý êáèïñßóïõìå �ç äïìÞ A ó�ï ðëáßóéï �çò ïðïßáò èá åñìçíåõèåß Ýíáò �ýðïò ', ðñÝðåé íáêáèïñßóïõìå �éò �éìÝò �ùí åëåýèåñùí ìå�áâëç�þí (áí õðÜñ÷ïõí) ðñïêåéìÝíïõ íá áðïöáíèïýìåáí ï �ýðïò åßíáé áëçèÞò Þ øåõäÞò (ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç äïìÞ êáé �éò óõãêåêñéìÝíåò �éìÝò �ùíåëåýèåñùí ìå�áâëç�þí). Ìéá óõíÜñ�çóç v ðïõ áðïäßäåé �éìÝò ó�éò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò åíüò�ýðïõ ïíïìÜæå�áé áðï�ßìçóç. �ñÜöïõìå A j= '[v℄ áí ï �ýðïò ' áëçèåýåé ãéá / éêáíïðïéåß�áé áðü�çí áðï�ßìçóç v ó�çí åñìçíåßá A.�éá äåäïìÝíç äïìÞ A êáé áðï�ßìçóç v, ç �éìÞ áëÞèåéáò åíüò �ýðïõ �çò ðñù�ïâÜèìéáò ëï-ãéêÞò êáèïñßæå�áé ìå âÜóç �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski, ï ïðïßïò áí�éó�ïé÷åß (êáé åðåê�åßíåéêá�Üëëçëá) �ïõò ðßíáêåò áëÞèåéáò �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò. Ï ïñéóìüò áëÞèåéáò �ïõ Tarski ïõ-óéáó�éêÜ ïñßæåé ü�é Ýíáò �ýðïò åßíáé áëçèÞò ó�çí A ãéá áðï�ßìçóç v áíí �ï íüçìÜ �ïõ åêöñÜæåéìéá áëÞèåéá ó�çí A.Ïñéóìüò 1 (Ïñéóìüò ÁëÞèåéáò Tarski). ¸ó�ù äïìÞ A ãéá �çí ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá, ' �ýðïò,êáé v áðï�ßìçóç ó�çí A. Ç Ýííïéá ``ï ' áëçèåýåé ãéá �çí v ó�çí A'', óõìâïëéêÜ A j= '[v℄, ïñßæå�áéáíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:1. A j= (x = y)[v℄ áíí ïé ìå�áâëç�Ýò x êáé y áðï�éìþí�áé ó�ï ßäéï ó�ïé÷åßï �ïõ óýìðáí�ïò(�õðéêÜ, áíí v(x) = v(y), üðïõ v ç åðÝê�áóç �çò v ðïõ ðñïêýð�åé êá�Ü �çí åöáñìïãÞ �ïõïñéóìïý).2. A j= Q(x1; : : : ; xn)[v℄ áíí ç ðëåéÜäá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áðï�ßìçóç �ùí ìå�áâëç�þíx1; : : : ; xn áíÞêåé ó�çí ó÷Ýóç ìå �çí ïðïßá åñìçíåýïõìå �ï êá�çãüñçìá Q ó�çí äïìÞ A (�õ-ðéêÜ, áíí (v(x1); : : : ; v(xn)) 2 QA).3. A j= : [v℄ áíí äåí éó÷ýåé ü�é A j=  [v℄.4. A j= ( ^ �)[v℄ áíí (A j=  [v℄ êáé A j= �[v℄).5. A j= ( _ �)[v℄ áíí (A j=  [v℄ Þ A j= �[v℄).6. A j= ( ! �)[v℄ áíí (ü�áí A j=  [v℄, �ü�å A j= �[v℄).7. A j= ( $ �)[v℄ áíí (A j=  [v℄ áíí A j= �[v℄).8. A j= 8x [v℄ áíí ãéá êÜèå � 2 jAj, éó÷ýåé ü�é A j=  [v(xj�)℄ (äçë. áíí ãéá êÜèå ó�ïé÷åßï ��ïõ óýìðáí�ïò, ï �ýðïò  áëçèåýåé ó�çí A áí ç åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ x áðï�éìçèåß ó�ï �).9. A j= 9x [v℄ áíí õðÜñ÷åé � 2 jAj �Ý�ïéï þó�å A j=  [v(xj�)℄ (äçë. áíí õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï ��ïõ óýìðáí�ïò �Ý�ïéï þó�å ï �ýðïò  áëçèåýåé ó�çí A áí ç åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ x áðï�éìçèåßó�ï �).�áñá�çñïýìå ü�é �á ðñþ�á äýï óçìåßá �ïõ ïñéóìïý êáèïñßæïõí ðü�å áëçèåýåé Ýíáò á�ïìéêüò�ýðïò, �á óçìåßá 3 - 7 ``åöáñìüæïõí'' �ïí ðßíáêá áëÞèåéáò �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ ëïãéêïý óõíäÝóìïõó�ïí áíáäñïìéêü ïñéóìü �ùí �ýðùí, êáé �á óçìåßá 8 êáé 9 ïõóéáó�éêÜ ïñßæïõí �ïí ðïóïäåßê�ç8 ùò ãåíéêåõìÝíç óýæåõîç ðÜíù óå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ óýìðáí�ïò, êáé �ïí ðïóïäåßê�ç 9 ùòãåíéêåõìÝíç äéÜæåõîç ðÜíù óå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ óýìðáí�ïò.Ï Ïñéóìüò 1 ìðïñåß íá åöáñìïó�åß åß�å ìå top-down �ñüðï (�ï ðéï óõíçèéóìÝíï êáé öõóéï-ëïãéêü) åß�å (óðáíéü�åñá) ìå bottom-up �ñüðï. Ó�çí top-down åöáñìïãÞ, ç âáóéêÞ éäÝá åßíáéíá åöáñìüóïõìå �ïí ïñéóìü âÞìá-âÞìá ìÝ÷ñé íá êá�áëÞîïõìå óå ìéá ðñü�áóç �çò åëëçíéêÞò -ìáèçìá�éêÞò ãëþóóáò (áõ�Þò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ï ïñéóìüò) ãéá �çí ïðïßá ìðïñïýìå åýêïëá íááðïöáíèïýìå �åêìçñéùìÝíá êáé ðåéó�éêÜ ü�é ï �ýðïò åßíáé áëçèÞò Þ øåõäÞò.7



Ó�çí bottom-up åöáñìïãÞ, êáèïñßæïõìå �ç äïìÞ A êáé ìéá áðï�ßìçóç v ãéá �éò åëåýèåñåòìå�áâëç�Ýò �ïõ ', õðïëïãßæïõìå �éò (ìç-ëïãéêÝò) �éìÝò üëùí �ùí üñùí �ïõ ' êáé åí óõíå÷åßá �éò(ëïãéêÝò) �éìÝò üëùí �ùí á�ïìéêþí �ýðùí. Áðü �éò ëïãéêÝò �éìÝò �ùí á�ïìéêþí �ýðùí ìðïñïýìåíá õðïëïãßóïõìå �çí �éìÞ áëÞèåéáò �ïõ �ýðïõ ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò éäéü�ç�åò �ùí ëïãéêþí óõíäÝ-óìùí, üðùò ó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, èåùñïýìå �ïí ðïóïäåßê�ç 8 óáíãåíéêåõìÝíç óýæåõîç êáé �ïí ðïóïäåßê�ç 9 óáí ãåíéêåõìÝíç äéÜæåõîç.Ç �éìÞ áëÞèåéáò ìéáò ðñü�áóçò åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �çí äïìÞ ìå âÜóç �çí ïðïßá åñìçíåýå-�áé (åðåéäÞ ç ðñü�áóç äåí Ý÷åé åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò). ÅðïìÝíùò, áöïý êáèïñßóïõìå �ç äïìÞ,ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå áí ìéá ðñü�áóç åßíáé áëçèÞò Þ øåõäÞò (ó�ç óõãêåêñéìÝíç äïìÞ) ìåâÜóç �ïí Ïñéóìü 1. ËÝìå ü�é ìéá äïìÞ A åßíáé ìïí�Ýëï ìéáò ðñü�áóçò ', êáé ãñÜöïõìå A j= ',áí ç ' áëçèåýåé ó�çí A.�éá åîÜóêçóç, áò äïêéìÜóïõìå êá�' áñ÷Þí íá õðïëïãßóïõìå �çí �éìÞ áëÞèåéáò åíüò �ýðïõ ãéáäåäïìÝíç åñìçíåßá êáé áðï�ßìçóç (Þ ìéáò ðñü�áóçò ãéá äåäïìÝíç åñìçíåßá).¢óêçóç 6. ¸ó�ùA ç äïìÞ �ùí áêåñáßùí áñéèìþí ìå �ç ó�áèåñÜ 0, �éò óõíáñ�Þóåéò �ïõ åðüìåíïõ0, �çò ðñüóèåóçò �, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý 
 (üðùò �éò ãíùñßæïõìå) êáé �ï äéìåëÝò êá�çãüñçìáx � y ðïõ áëçèåýåé áíí �ï x åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ y. Íá åîå�Üóå�å áí áëçèåýåé ï �ýðïò(x1 
 x1 
 x1)� (x1 
 x2) � (x1 
 x1)� (x1 
 x1)� (x1 
 x2)ãéá �çí áðï�ßìçóç v(x1) = �1 êáé v(x2) = 2. Åðßóçò íá åîå�Üóå�å áí áëçèåýåé ç ðñü�áóç8x18x2[(x1 � 2)! ((x1 
 x1 
 x1)� (x1 
 x2) � (x1 
 x1)� (x1 
 x1)� (x1 
 x2))℄üðïõ 2 � 000, êáé ç ðñü�áóç8x29x1[(x1 
 x1 
 x1)� (x1 
 x2) � (x1 
 x1)� (x1 
 x1)� (x1 
 x2)℄Ëýóç. �éá �ïí ðñþ�ï �ýðï, õðïëïãßæïõìå �éò �éìÝò �ùí üñùí (x1 
 x1 
 x1) � (x1 
 x2) êáé(x1 
 x1) � (x1 
 x1) � (x1 
 x2) ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç áðï�ßìçóç. Ïé �éìÝò åßíáé �3 êáé 0áí�ßó�ïé÷á. Ï �ýðïò áëçèåýåé áöïý �3 � 0.�éá �éò äýï ðñï�Üóåéò, ïñßæïõìå (÷Üñéí óõí�ïìßáò) �éò óõíáñ�Þóåéò f1(x1; x2) = (x1 
 x1 
x1) � (x1 
 x2) êáé f2(x1; x2) = (x1 
 x1) � (x1 
 x1) � (x1 
 x2). Ó�ç óõíÞèç ãñáöÞ, åßíáéf1(x1; x2) = x31 + x1x2 êáé f2(x1; x2) = 2x21 + x1x2. �áñá�çñïýìå ü�éx31 + x1x2 � 2x21 + x1x2 , x1 � 2ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå �éìÞ �2 ãéá �ï x2, õðÜñ÷åé êÜðïéá �éìÞ �1 ãéá �ï x1 (ð.÷. �1 = 2, ìÜëéó�áó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá áõ�Þ ç �éìÞ åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �çò �éìÞò �ïõ x2) ãéá �éò ïðïßåò(�1 
 �1 
 �1)� (�1 
 �2) � (�1 
 �1)� (�1 
 �1)� (�1 
 �2).¢ñá êáé ïé äýï ðñï�Üóåéò áëçèåýïõí ó�ç äïìÞ �ùí áêåñáßùí áñéèìþí üðùò �çí ïñßóáìå.Ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå ü�é ç �åëåõ�áßá ðñü�áóç åßíáé áëçèÞò ó�çí äïìÞ A åöáñìüæï-í�áò �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski ìå top-down �ñüðï (äåß�å ü�é ó�éò ðñïçãïýìåíåò ðåñéð�þóåéò,ç åöáñìïãÞ �ïõ ïñéóìïý Þ�áí bottom-up). ¸ó�ù v ìéá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç áðï�ßìçóç ó�çí A.Éó÷ýåé ü�é A j= 8x29x1(f1(x1; x2) � f2(x1; x2))[v℄8



áíí ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü �2 éó÷ýåé ü�éA j= 9x1(f1(x1; �2) � f2(x1; �2))áíí ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü �2 õðÜñ÷åé áêÝñáéïò áñéèìüò �1 þó�å íá éó÷ýåé ü�éA j= f1(�1; �2) � f2(�1; �2)�ñÜãìá�é ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü �2 éó÷ýåé ü�é �31 + �1�2 � 2�21 + �1�2 áí äéáëÝîïõìå óáí�1 Ýíáí ïðïéïäÞðï�å áêÝñáéï áñéèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 2. ut4 Éêáíïðïéçóéìü�ç�á êáé ËïãéêÞ Åãêõñü�ç�áÏé Ýííïéåò �çò éêáíïðïéçóéìü�ç�áò êáé �çò åãêõñü�ç�áò ó�çí êá�çãïñçìá�éêÞ ëïãéêÞ ïñßæïí�áéðáñüìïéá ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò Ýííïéåò ó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ. Ç ìüíç äéáöïñÜ åßíáé ü�é ó�çíêá�çãïñçìá�éêÞ ëïãéêÞ åìðëÝêå�áé êáé ç Ýííïéá �çò äïìÞò / åñìçíåßáò åê�üò áðü �çí Ýííïéá �çòáðï�ßìçóçò.Èá ëÝìå ü�é ìéá áðï�ßìçóç v óå ìéá äåäïìÝíç äïìÞ A éêáíïðïéåß Ýíáí �ýðï ' áíí ï 'áëçèåýåé ãéá �ç v ó�çí A. ÓõìâïëéêÜ ãñÜöïõìå A j= '[v℄. Ç v éêáíïðïéåß Ýíá óýíïëï �ýðùíT ó�çí A áíí éêáíïðïéåß üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ T . ¸íá óýíïëï �ýðùí T åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áíõðÜñ÷åé äïìÞ A êáé áðï�ßìçóç v ó�çí A ðïõ éêáíïðïéïýí �ï T .Áí �ï ' åßíáé ðñü�áóç (Þ �ï T åßíáé Ýíá óýíïëï ðñï�Üóåùí), ç éêáíïðïéçóéìü�ç�á �ïõ ' (�ïõT áí�ßó�ïé÷á) åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �ç äïìÞ A. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ãñÜöïõìå A j= '.¸íáò �ýðïò ' åßíáé (ëïãéêÜ) Ýãêõñïò Þ ëïãéêÜ áëçèÞò áí éêáíïðïéåß�áé áðü êÜèå äïìÞ A êáéêÜèå áðï�ßìçóç v ó�çí A. Ìéá ðñü�áóç ' åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñç áí éêáíïðïéåß�áé áðü êÜèå äïìÞA. Ïé Ýãêõñïé �ýðïé áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò �áõ�ïëïãßåò �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò, áöïý åêöñÜæïõíðñï�Üóåéò ðïõ åßíáé áëçèåßò áíåîÜñ�ç�á áðü �ç óõãêåêñéìÝíç äïìÞ êáé áðï�ßìçóç.Áí áí�éêá�áó�Þóïõìå �á ìÝñç ìéáò �áõ�ïëïãßáò (ó�ç ãëþóóá �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò) ìå�ýðïõò �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëùóóáò, �ï áðï�Ýëåóìá åßíáé Ýíáò ëïãéêÜ Ýãêõñïò �ýðïò. �éá ðáñÜ-äåéãìá, ï �ýðïò8x9y(Q(x; y) ^ P (x; y; z))! [8x8y8zP (x; y; z)! 8x9y(Q(x; y) ^ P (x; y; z))℄åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò åðåéäÞ ðñïêýð�åé áðü �çí �áõ�ïëïãßá '! ( ! ') áí�éêáèéó�þí�áò üðïõ' �ï 8x9y(Q(x; y) ^ P (x; y; z)) êáé üðïõ  �ï 8x8y8zP (x; y; z).¸íá óýíïëï �ýðùí T óõíåðÜãå�áé ëïãéêÜ Ýíáí �ýðï ' áí êÜèå äïìÞ A êáé áðï�ßìçóç v ó�çíA ðïõ éêáíïðïéåß �ï T éêáíïðïéåß êáé �ï '. ÓõìâïëéêÜ ãñÜöïõìå T j= '. Ç Ýííïéá �çò ëïãéêÞòóõíåðáãùãÞò åßíáé áí�ßó�ïé÷ç ìå �çí Ýííïéá �çò �áõ�ïëïãéêÞò óõíåðáãùãÞò. ×ñçóéìïðïéþí�áòáõ�ü �ï óõìâïëéóìü, ãñÜöïõìå ; j= ' ãéá íá äçëþóïõìå ü�é ï ' åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò. ¼ðùò êáéó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ, éó÷ýåé ü�é T j= ' áíí T [ f:'g äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.ÕðÜñ÷ïõí äýï âáóéêÝò ìïñöÝò áóêÞóåùí ó÷å�éêÝò ìå áõ�Ýò �éò Ýííïéåò: (á) íá áðïäåßîïõìåü�é Ýíáò �ýðïò åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò êáé (â) íá äéá�õðþóïõìå ìéá äïìÞ ðïõ éêáíïðïéåß Þ äåí éêá-íïðïéåß Ýíáí äåäïìÝíï �ýðï / ðñü�áóç. Ç ðñþ�ç êá�çãïñßá áóêÞóåùí ëýíå�áé åß�å ðáñá�çñþí�áòü�é ï �ýðïò ðñïêýð�åé áðü ìéá �áõ�ïëïãßá �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò ìå êá�Üëëçëç áí�éêá�Üó�áóç9



åß�å åöáñìüæïí�áò �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski ãéá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç åñìçíåßá êáé áðï�ß-ìçóç. �éá �ç äåý�åñç êá�çãïñßá áóêÞóåùí, ðñïóðáèïýìå íá áí�éëçöèïýìå �ï ïõóéáó�éêü íüçìá /âáóéêÞ éäéü�ç�á ðïõ åêöñÜæåé ï �ýðïò (ð.÷. áðïäßäïí�Üò �ïí ó�á åëëçíéêÜ ãéá êÜðïéåò óõíçèéóìÝ-íåò äïìÝò). Ï �ýðïò áëçèåýåé ãéá �éò äïìÝò ðïõ éêáíïðïéïýí áõ�Þ �çí éäéü�ç�á êáé äåí áëçèåýåéãéá �éò õðüëïéðåò.¢óêçóç 7. Íá áðïäåßîå�å ü�é ï �ýðïò (8x:'! : )! ( ! 9x') åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò.Ëýóç. Ï �ýðïò ðñïêýð�åé áðü �çí �áõ�ïëïãßá (a! b)! (:b! :a) áí�éêáèéó�þí�áò üðïõ a �ï8x:' êáé üðïõ b �ï : , êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò ü�é :9x' � 8x:' (íüìïò Üñíçóçò ðïóïäåéê�þí)êáé �ï íüìï �çò äéðëÞò Üñíçóçò. ut¢óêçóç 8. Íá áðïäåßîå�å ü�é ï �ýðïò 8x('(x)$ 9y(x � y ^ '(y))) åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò.Ëýóç.¸ó�ù áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç äïìÞA êáé áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç áðï�ßìçóç v ó�çíA. Åöáñ-ìüæïí�áò �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski Ý÷ïõìå:(A j= 8x('(x)$ 9y(x � y ^ '(y)))[v℄) áíí(ãéá êÜèå � 2 jAj éó÷ýåé A j= ('(�) $ 9y(� � y ^ '(y)))) áíí8� 2 jAj, [A j= '(�) áíí (9� 2 jAj : A j= (� � �) êáé A j= '(�))℄ áííÁí A j= '(�), �ü�å èÝ�ïõìå � = � êáé Ý÷ïõìå A j= � � � êáé A j= '(�). Áí A 6j= '(�), �ü�åäåí õðÜñ÷åé � ãéá �ï ïðïßï íá éó÷ýåé �áõ�ü÷ñïíá A j= � � � êáé A j= '(�). ÅðïìÝíùò, ï �ýðïòåßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò. ut¢óêçóç 9. Íá áðïäåßîå�å ü�é ï �ýðïò 9x(P (x) ! Q(x)) ! (8xP (x) ! 9xQ(x)) åßíáé ëïãéêÜÝãêõñïò.Ëýóç. Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå äïìÞ A, êÜèå áðï�ßìçóç v ó�çí A ðïõ éêáíïðïéåß �çí9x(P (x)! Q(x)) éêáíïðïéåß êáé �çí (8xP (x)! 9xQ(x)). Ìå Üëëá ëüãéá, ü�áí áëçèåýåé ç (1),áëçèåýåé êáé ç (2). A j= 9x(P (x)! Q(x)) (1)A j= (8xP (x)! 9xQ(x)) (2)Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski, ç (1) áëçèåýåé áíí õðÜñ÷åé � 2 jAj �Ý�ïéï þó�åA j= P (�) ! Q(�). Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski, ç (2) áëçèåýåé áíí ü�áí A j=8xP (x), �ü�å A j= 9xQ(x).¸ó�ù ëïéðüí ü�é õðÜñ÷åé � 2 jAj �Ý�ïéï þó�å A j= P (�) ! Q(�) êáé ü�é A j= 8xP (x).�ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é A j= 9xQ(x). ÅðåéäÞ A j= 8xP (x), éó÷ýåé ü�é A j= P (�). ¢ñá áöïýA j= P (�)! Q(�), éó÷ýåé ü�éA j= Q(�). ÄçëáäÞ ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç �éìÞ � 2 jAj,A j= Q(�)℄.ÅðïìÝíùò éó÷ýåé A j= 9xQ(x). ut�éá �ïí äåý�åñï �ýðï áóêÞóåùí, ðñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå ü�é ç åñìçíåßá êáèïñßæåé áí Ýíáò�ýðïò åßíáé áëçèÞò Þ ü÷é. �éá ðáñÜäåéãìá, ç ðñü�áóç 8x9y(y < x) áëçèåýåé ó�ïõò áêÝñáéïõòáñéèìïýò, áëëÜ äåí áëçèåýåé ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ãéá�ß �ï 0 åßíáé ï ìéêñü�åñïò öõóéêüòáñéèìüò. 10



¢óêçóç 10. Íá âñåß�å ìéá äïìÞ ðïõ éêáíïðïéåß êáé ìéá äïìÞ ðïõ äåí éêáíïðïéåß �çí ðñü�áóç8x8y8z((P (x; y) ^Q(y; z))! Q(x; z)).Ëýóç. Ç äåäïìÝíç ðñü�áóç èõìßæåé áñêå�Ü �çí ìå�áâá�éêÞ éäéü�ç�á. �ñÜãìá�é, ç ðñü�áóç éêáíï-ðïéåß�áé áí èåùñÞóïõìå ìéá áñéèìç�éêÞ äïìÞ (ð.÷. öõóéêïß, áêÝñáéïé, ñç�ïß áñéèìïß) üðïõ �ï êá�ç-ãüñçìá P (x; y) åêöñÜæåé ü�é �ï x åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ y êáé �ï êá�çãüñçìáQ(x; y) åêöñÜæåéü�é �ï x åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ y. Ç ðñü�áóç ãñÜöå�áé óáí 8x8y8z((x � y ^ y < z)! x < z) êáéáëçèåýåé ãéá üëåò �éò áñéèìç�éêÝò äïìÝò.Ç ðñü�áóç äåí éêáíïðïéåß�áé áí �ï êá�çãüñçìá P (x; y) áëçèåýåé áíí �ï x åßíáé ìéêñü�åñï Þßóï �ïõ y êáé �ï êá�çãüñçìá Q(x; y) áëçèåýåé áíí �ï x åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ y. Ç ðñü�áóçãñÜöå�áé óáí 8x8y8z((x � y ^ y � z) ! x � z), êáé äåí áëçèåýåé óå êáìßá áñéèìç�éêÞ äïìÞ(ð.÷. 2 � 4 ^ 4 � 3 áëëÜ 2 6� 3). ut¢óêçóç 11. Íá âñåß�å ìéá äïìÞ ðïõ éêáíïðïéåß êáé ìéá äïìÞ ðïõ äåí éêáíïðïéåß �çí ðñü�áóç8x8y(P (x; y) _ P (y; x)).Ëýóç. Ç ðñü�áóç áëçèåýåé óå ïðïéáäÞðï�å áñéèìç�éêÞ äïìÞ (ð.÷. öõóéêïß, áêÝñáéïé, ñç�ïß áñéè-ìïß) üðïõ �ï êá�çãüñçìá P (x; y) åêöñÜæåé ü�é �ï x åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ y. Ç ðñü�áóçáðáé�åß ãéá êÜèå äýï áñéèìïýò x; y åß�å x � y åß�å y � x.Ç ðñü�áóç äåí éêáíïðïéåß�áé ü�áí �ï êá�çãüñçìá P (x; y) åêöñÜæåé ü�é x < y. Ôü�å äåíéó÷ýåé ð.÷. ü�é 2 < 2 _ 2 < 2. Åðßóçò ç ðñü�áóç äåí éêáíïðïéåß�áé ó�ç äïìÞ �ùí áíèñþðùíü�áí �ï êá�çãüñçìá P (x; y) åêöñÜæåé ü�é ï x åßíáé ðñüãïíïò �ïõ y. Ï ëüãïò åßíáé ü�é õðÜñ÷ïõíÜíèñùðïé ðïõ äåí ó÷å�ßæïí�áé ìå ó÷Ýóç ðñïãüíïõ - áðïãüíïõ. ut¢óêçóç 12. Íá ãñÜøå�å ìßá ðñü�áóç �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò ðïõ éêáíïðïéåß�áé áí êáé ìüíïáí ç äïìÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí åñìçíåßá �çò Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ó�ïé÷åßá.Ëýóç. Äýï �Ý�ïéåò ðñï�Üóåéò åßíáé 9x9y(x 6� y) êáé 8x9y(x 6� y). ut¢óêçóç 13. Íá äåßîå�å ü�é äåí åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò ï �ýðïò 8x9yQ(x; y) ! 9y8xQ(x; y) ðå-ñéãñÜöïí�áò ìßá åñìçíåßá �çò ãëþóóáò �çò Èåùñßáò Áñéèìþí ðïõ íá ìçí �ïí éêáíïðïéåß.Ëýóç. Åñìçíåýïõìå �ï êá�çãüñçìá Q(x; y) óáí x < y. Ç õðüèåóç åêöñÜæåé �ï ãåãïíüò ü�é ãéáêÜèå öõóéêü áñéèìü x õðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüò y ìåãáëý�åñüò �ïõ. Áõ�ü åßíáé áëÞèåéá (ð.÷.ìðïñïýìå íá èÝóïõìå y = x+1). Áí�ßèå�á äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò y ðïõ íá åßíáéìåãáëý�åñïò áðü üëïõò Üëëïõò. Óõíåðþò ï �ýðïò 8x9yQ(x; y)! 9y8xQ(x; y) äåí åßíáé ëïãéêÜÝãêõñïò áöïý äåí éó÷ýåé ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç åñìçíåßá. ut¢óêçóç 14. ¸ó�ù ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá ðïõ ðåñéÝ÷åé Ýíá äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï Pêáé Ýíá óýìâïëï ó�áèåñÜò . Íá ðåñéãñÜøå�å ìéá åñìçíåßá ðïõ íá éêáíïðïéåß êáé �éò äýï ðñï�Ü-óåéò 9x9y(P (x; ) ^ P (; y)) êáé 8x(P (x; )! 9y(P (x; y) ^ P (y; ))).Ëýóç. Ìéá äïìÞ ðïõ éêáíïðïéåß êáé �éò äýï ðñï�Üóåéò åßíáé ïé ñç�ïß áñéèìïß, ìå �ï P (x; y) íáåñìçíåýå�áé óáí x < y êáé ç ó�áèåñÜ  íá åßíáé ïðïéïóäÞðï�å ñç�üò áñéèìüò (ð.÷.  = 0). ut11



5 ÊáíïíéêÞ �ïóïäåéê�éêÞ ÌïñöÞÊÜèå �ýðïò �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò ìðïñåß éóïäýíáìá íá ãñáöåß ó�ç ìïñöÞQ1x1Q2x2 : : : Qnxn'(x1; x2; : : : ; xn) üðïõ �ï Qi 2 f8;9g äçëþíåé ðïóïäåßê�ç, �ï xi äçëþíåéìå�áâëç�Þ, êáé �ï '(x1; x2; : : : ; xn) åßíáé �ýðïò �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò üðïõ äåí åìöáíß-æïí�áé ðïóïäåßê�åò (áíïéê�üò �ýðïò). Áõ�Þ ç ìïñöÞ ïíïìÜæå�áé êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ.Áðïäåéêíýå�áé ü�é ãéá êÜèå �ýðï �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò, õðÜñ÷åé ëïãéêÜ éóïäýíáìïò �ýðïòóå êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ.Áñêå�Ýò öïñÝò ÷ñåéÜæå�áé íá õðïëïãßóïõìå �çí êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ åíüò �ýðïõ. Óå�Ý�ïéåò ðåñéð�þóåéò, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïõò íüìïõò Üñíçóçò ðïóïäåéê�þí, �ïõò íüìïõò êá�áíïìÞòðïóïäåéê�þí, êáé �ïõò íüìïõò ìå�áêßíçóçò ðïóïäåéê�þí.Ïé íüìïé Üñíçóçò ðïóïäåéê�þí ïñßæïõí ü�é :8x' � 9x:' êáé ü�é :9x' � 8x:' (ìå áðëÜëüãéá, ç Üñíçóç �ïõ ðïóïäåßê�ç ``ãéá êÜèå'' åßíáé ï ðïóïäåßê�çò ``õðÜñ÷åé'', êáé ç Üñíçóç �ïõðïóïäåßê�ç ``õðÜñ÷åé'' åßíáé ï ðïóïäåßê�çò ``ãéá êÜèå''). Áí èåùñÞóïõìå �ïí ðïóïäåßê�ç ``ãéáêÜèå'' ùò ãåíéêåõìÝíç óýæåõîç êáé �ïí ðïóïäåßê�ç ``õðÜñ÷åé'' ùò ãåíéêåõìÝíç äéÜæåõîç, ïé íüìïéÜñíçóçò ðïóïäåéê�þí ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò ãåíéêåõìÝíç ìïñöÞ �ùí íüìùí de Morgan.Ïé íüìïé êá�áíïìÞò ðïóïäåéê�þí ïñßæïõí ü�é ï ðïóïäåßê�çò ``ãéá êÜèå'' êá�áíÜìå�áé ó�çíóýæåõîç (ùò ãåíéêåõìÝíç óýæåõîç) êáé ü�é ï ðïóïäåßê�çò ``õðÜñ÷åé'' êá�áíÝìå�áé ó�çí äéÜæåõîç(ùò ãåíéêåõìÝíç äéÜæåõîç). ÔõðéêÜ, 8x('(x)^ (x)) � 8x'(x)^8x (x), êáé 9x('(x)_ (x)) �9x'(x) _ 9x (x).Ïé íüìïé ìå�áêßíçóçò ðïóïäåéê�þí, ïñßæïõí �é óõìâáßíåé ü�áí Ýíáò ðïóïäåßê�çò ìå�áêéíåß-�áé (áðü �çí õðüèåóç Þ �ï óõìðÝñáóìá ìéáò óõíåðáãùãÞò) åê�üò �çò óõíåðáãùãÞò. ¸�óé áí çìå�áâëç�Þ x äåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí �ýðï ', �ü�å:8x (x)! ' � 9x( (x)! ') 9x (x)! ' � 8x( (x)! ')'! 8x (x) � 8x('!  (x)) '! 9x (x) � 9x('!  (x))Ùò ìíçìïíéêüò êáíüíáò ãéá �ïõò íüìïõò ìå�áêßíçóçò ðïóïäåéê�þí, ï ðïóïäåßê�çò áëëÜæåé áðü8 óå 9 êáé áí�ßó�ñïöá ü�áí áñ÷éêÜ åöáñìüæå�áé ó�çí õðüèåóç (ð.÷. 8x (x)! ' � 9x( (x)!') ). Áí�ßèå�á ï ðïóïäåßê�çò ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ïò ü�áí áñ÷éêÜ åöáñìüæå�áé ó�ï óõìðÝñáóìá(ð.÷. '! 8x (x) � 8x('!  (x)) ).�éá íá åöáñìüóïõìå �ïõò íüìïõò ìå�áêßíçóçò ðïóïäåéê�þí, ç ðïóïäåäåéãìÝíç ìå�áâëç�Þäåí ðñÝðåé íá åìöáíßæå�áé åëåýèåñç3 ó�ïí õðï�ýðï ó�ïí ïðïßï áñ÷éêÜ äåí åöáñìüæå�áé ï ðï-óïäåßê�çò (áõ�üò åßíáé ï õðï�ýðïò ' ó�çí äéá�ýðùóç �ùí íüìùí). Åíüóù äåí éó÷ýåé êÜ�é �Ý�ïéï,ìå�ïíïìÜæïõìå �éò äåóìåõìÝíåò ìå�áâëç�Ýò ÷ñçóéìïðïéþí�áò óýìâïëá ðïõ äåí åìöáíßæïí�áé ó�ïí�ýðï ìÝ÷ñé åêåßíç �ç ó�éãìÞ. ¼�áí ïëïêëçñùèåß áõ�Þ ç äéáäéêáóßá, ìðïñïýìå áðñüóêïð�á íáåöáñìüóïõìå �ïõò íüìïõò ìå�áêßíçóçò ðïóïäåéê�þí.3 ¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá åöáñìüóïõìå �ïí áí�ßó�ïé÷ï íüìï ìå�áêßíçóçò ðïóïäåéê�þí ó�ï P (x) ! 8xQ(x). Ç åìöÜ-íéóç �çò x ó�ï P (x) åßíáé åëåýèåñç êáé ó�ï Q(x) äåóìåõìÝíç. Áí åöáñìüóïõìå �ï íüìï áðåõèåßáò, èá ðÜñïõìå8x(P (x) ! Q(x)) üðïõ äåí õðÜñ÷ïõí åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò. Ï ðñþ�ïò �ýðïò åß÷å ìßá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ,åíþ ï äåý�åñïò åßíáé ðñü�áóç. Åßíáé öáíåñü ü�é ïé äýï �ýðïé äåí åßíáé êá�' áíÜãêç éóïäýíáìïé. Ç éóïäýíáìçìïñöÞ ðñïêýð�åé áí�éêáèéó�þí�áò �ï 8xQ(x) ìå 8yQ(y) êáé ìå�áêéíþí�áò �ïí ðïóïäåßê�ç. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé8y(P (x)! Q(y)). �áñá�çñåßó�å ü�é ç x åîáêïëïõèåß íá ðáñáìÝíåé åëåýèåñç óå áõ�ü �ïí �ýðï.12



�éá ðáñÜäåéãìá, áí èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ �ïõ8y(S(x; y) ^ (P (x) ! 8xQ(x))) ìå�ïíïìÜæïõìå �ç äåóìåõìÝíç åìöÜíéóç �çò x ó�ï Q(x) óåz. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé 8y(S(x; y)^ (P (x)! 8zQ(z))). H êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ åßíáé:8y8z(S(x; y) ^ (P (x)! Q(z)))¸ó�ù ï �ýðïò (8xQ(x)! 8xP (x))! 8xQ(x). Ïé �ñåéò äéáöïñå�éêÝò äåóìåõìÝíåò åìöáíß-óåéò �çò ìå�áâëç�Þò x áí�éó�ïé÷ïýí ïõóéáó�éêÜ óå �ñåéò äéáöïñå�éêÝò äåóìåõìÝíåò ìå�áâëç�ÝòåðåéäÞ êÜèå åìöÜíéóç äåóìåýå�áé áðü äéáöïñå�éêü ðïóïäåßê�ç. �éá íá âñïýìå �çí êáíïìéêÞðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ, ìå�áó÷çìá�ßæïõìå �ïí �ýðï óå (8xQ(x) ! 8yP (y)) ! 8zQ(z) ìå�ïíïìÜ-æïí�áò �éò äýï �åëåõ�áßåò äåóìåõìÝíåò åìöáíßóåéò �çò ìå�áâëç�Þò x óå y êáé z áí�ßó�ïé÷á. ÇêáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ ðñïêýð�åé åýêïëá êáé åßíáé:8z9y8x((Q(x)! P (y))! Q(z))ÌåñéêÜ áêüìç ðáñáäåßãìá�á:8xP (x)! 9xQ(x) � 8xP (x)! 9zQ(z) � 9x9z(P (x)! Q(z))8x[(Q(x) ^ 8yP (x; y))! 9zL(x; z)℄ � 8x[8y(Q(x) ^ P (x; y))! 9zL(x; z)℄� 8x9y[(Q(x) ^ P (x; y))! 9zL(x; z)℄� 8x9y9z[(Q(x) ^ P (x; y))! L(x; z)℄8x[Q(x)! 8y(x � y ^Q(y))℄ � 8x8y[Q(x)! (x � y ^Q(y))℄
8x(P (x)! S(x; y))! (9yP (y)! 9zS(y; z)) � 8x(P (x)! S(x; y))! (9!P (!)! 9zS(y; z))� 8x(P (x)! S(x; y))! 8!9z(P (!)! S(y; z))� 9x8!9z[(P (x)! S(x; y))! (P (!)! S(y; z))℄8xP (x)! 8y(S(x; y)! :(8zQ(y; z)) � 8xP (x)! 8y(S(!; y)! 9z:Q(y; z))� 8xP (x)! 8y9z(S(!; y)! :Q(y; z))� 9x8y9z[P (x)! (S(!; y)! :Q(y; z))℄¢óêçóç 15. Íá äåßîå�å ü�é ç êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞ åíüò �ýðïõ äåí åßíáé ìïíáäéêÞ.Õðüäåéîç: Åîå�Üó�å �ïí �ýðï 8xP (x)! 8yQ(y).13



Ëýóç. Ï �ýðïò 8xP (x)! 8yQ(y) ìðïñåß éóïäýíáìá íá ãñáöåß óå êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞ ìïñöÞìå äýï �ñüðïõò: 8y9x(P (x) ! Q(y)) êáé 9x8y(P (x) ! Q(y)). ¢ñá ç êáíïíéêÞ ðïóïäåéê�éêÞìïñöÞ åíüò �ýðïõ äåí åßíáé ìïíáäéêÞ. ut¢óêçóç 16 (Ôñß�ïò Íüìïò Ìå�áêßíçóçò �ïóïäåéê�þí). Íá áðïäåßîå�å ü�é ï �ýðïò (8x (x)!')$ 9x( (x)! '), üðïõ ç ìå�áâëç�Þ x äåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ï ', åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò.Ëýóç. �éá áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç äïìÞ A êáé áðï�ßìçóç v ó�çí A ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é ïé (3)êáé (4) åßíáé éóïäýíáìåò ü�áí ç ìå�áâëç�Þ x äåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ï ':A j= (8x (x)! ')[v℄ (3)A j= 9x( (x)! ')[v℄ (4)Èá äåßîïõìå ðñþ�á ü�é ç (3) óõíåðÜãå�áé ëïãéêÜ �çí (4). Ìå âÜóç �ïí ïñéóìü áëÞèåéáò �ïõTarski, ç (3) áëçèåýåé áíí áí A j= 8x (x)[v℄ , �ü�å A j= '[v℄¸ó�ù A j= 8x (x)[v℄, äçëáäÞ ãéá êÜèå � 2 jAj, �ï  (�) áëçèåýåé ó�çí A. Ôü�å áëçèåýåéêáé �ï '[v℄ áíåîÜñ�ç�á áðü �çí áðï�ßìçóç �çò ìå�áâëç�Þò x, áöïý ç x äåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñçó�ï '. ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé ç (4) ãéá�ß ç óõíåðáãùãÞ Ý÷åé áëçèÝò óõìðÝñáóìá. Áí A 6j= 8x (x)[v℄,õðÜñ÷åé � 2 jAj ãéá �ï ïðïßï �ï  (�) äåí áëçèåýåé ó�çí A. ¢ñá, éó÷ýåé ç (4) ãéá�ß õðÜñ÷åé Ýíáó�ïé÷åßï �ïõ óýìðáí�ïò, ãéá �ï ïðïßï äåí áëçèåýåé ç õðüèåóç �çò óõíåðáãùãÞò.�ñÝðåé íá äåßîïõìå êáé �ï áí�ßó�ñïöï, äçëáäÞ ü�é ç (4) óõíåðÜãå�áé �çí (3). Ìå âÜóç �ïíïñéóìü áëÞèåéáò �ïõ Tarski, ç (4) áëçèåýåé áííáí õðÜñ÷åé � 2 jAj �Ý�ïéï þó�å (áí A j=  (�) , �ü�å A j= ')Áí õðÜñ÷åé � 2 jAj �Ý�ïéï þó�åA j=  (�), �ï ' áíåîÜñ�ç�á áðü �çí áðï�ßìçóç �çò ìå�áâëç�Þò x,áöïý ç x äåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ï '. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç (3) ãéá�ß ç óõíåðáãùãÞ Ý÷åé áëçèÝòóõìðÝñáóìá. Áí ãéá êÜèå � 2 jAj, A 6j=  (�), ç (3) éó÷ýåé ãéá�ß ç õðüèåóç �çò óõíåðáãùãÞò(äçë. ï õðï�ýðïò 8x (x)) åßíáé øåõäÞò. ut
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